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Erstes Kapitel. 

Einleitendes aus der Kinematik. 

§ 1. Die Bewegung starrer Körper. 

Die analytische Mechanik untersucht mit den Hilfsmitteln der mathe- 
matischen Analysis die Bewegung materieller Körper, wie sie sich aus 
ihrer Einwirkung aufeinander ergibt. 

Es hegt nahe, von den Ursachen der Bewegung zunächst abzusehen 
und mit der Betrachtung der verschiedenen möglichen Bewegungs- 
formen zu beginnen. Diese Problemstellung ist die der Kinemaiik. Ihr 
gehören die in diesem Kapitel hergeleiteten Lehrsätze an, die für die 
späteren Untersuchungen von Nutzen sein werden. 

Die Kinematik ist selbst eine umfangreiche Wissenschaft, für deren Studium 
der Leser auf besondere Darstellungen verwiesen sei, z B auf das von Koemgs 
(Pans, 1897) Im folgenden beschränken wir uns auf solche Lehrsätze, die für 
die Anwendung der Kmematik auf die Dynamik von Bedeutung smd 

Ein materieller Körper heiße starr, wenn der gegenseitige Abstand je 
zweier seiner Punkte unveränderlich ist, so daß der Körper sich weder 
ausdehnen, noch zusammenziehen, noch sich sonst deformieren, wohl aber 
seine Lage in bezug auf seine Umgebung andern kann. 

Geht ein starrer Körper aus einer Lage in eine andere über, so heißt 
die Lagenänderung eine Bewegung des Körpers. Einige besondere Be- 
wegungsarten haben eigene Namen erhalten: bleiben alle auf einer Gera- 
den L gelegenen Punkte des Körpers im Raume fest, so heißt die Be- 
wegung eine Drehtmg (Rotation) um die Gerade L\ bleibt ein Punkt P des 
Körpers im Raume fest Jßo heißt die Bewegung eine Drehmg (Rotatiori) 
um den Punkt P; sind jje Verbindimgslinien der Anfangs- tmd Endlage 
eines jeden Punktes Körpers parallele Strecken von der Länge /, 
so daß die Orientierung des Körpers im Raum ungeändert bleibt, dann 
heißt die Bewegung eine Schiebung (Translation) in Richtung de/r Ver^ 
bindungsliniefi um die Strecke l. 

§ 2. Der Eulersche Satz von der Drehung um einen Punkt. 

Ein Punkt emes starren Körpers sei auf irgend eine Weise im Raume 
festgehalten; der Körper soll sich behebig um diesen Punkt bewegen 
können; wir betrachten zwei behäbige Lagen des Körpers und bezeichnen 
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sie als die Lagen P bzw Q. Wir beweisen nun, daß sich der Körper 
aus der Lage P in die Lage Q durch eine Drehung um eine bestimmte 
Gerade durch den festen Punkt uberfuhren laßt, daß also eine Drehung 
um einen Punkt gleichwertig ist einer Drehung um eine Gerade durch den 
Punkt. 

Zum Beweise dieses von Euler i) herruhrenden Satzes bezeichnen 
wir den festen Punkt mit 0. OA und OB seien Strecken auf zwei im 
Körper festen, mitbewegten Geraden durch 0 in der Lage P, OA’ und OP' 
die entsprechenden Strecken derselben Geraden in der Lage Q. Wir legen 
senkrecht zu der Ebene AOA’ die Halbierungsebene des Winkels ^40.^4' 
und senkrecht zu der Ebene BOB’ die Halbierungsebene des Winkels 
BOB’. OC sei die Schnittgerade der beiden Ebenen, wenn sie nicht zu- 
sammenfallen, andernfalls verstehen wir unter OC die Schnittgerade der 
Ebenen OAB und OA’B'. 

In beiden Fallen steht die Gerade OC zu den Geraden 0^4', OB' 
in derselben Beziehung wie zu den Geraden OA und OP, d. h die Winkel 
AOC und POC sind bezüglich gleich den Winkeln A'OC und P'OC. Folg- 
lich bleibt die Lage von OC ungeandert, wenn das System OABC so um 0 
rotiert, daß die Geraden OA und OB in die Lagen OA' und OB’ kommen 
Da die Bewegung die Gerade OC fest läßt, kann sie dargestellt werden 
ais eine Drehung um OC durch einen bestimmten Winkel. Damit ist der 
Satz bewiesen. 

Ein Körper bewege sich um einen seiner Punkte, der im Raume 
fest sei. Nach dem Eulerschen Satz kann man die Bewegung aus der 
Lage zur Zeit t in die Lage zur Zeit t + At durch Rotation des Körpers 
um eine bestimmte Gerade durch den festen Punkt erhalten. Die Grenz- 
lage dieser Geraden für ein verschwindend kleines Zeitmtervall A t heißt 
die momentane Rotationsachse des Körpers zur Zeit t 

Bewegt sich em Körper um einen semer Punkte, der im Raume fest ist, so 
ist der Ort der momentanen Rotationsachsen im Körper ein Kegel, dessen Scheitel 
in dem festen Punkt hegt , der Ort der momentanen Rotationsachsen im Raume ist 
ebenfalls em Kegel, dessen Scheitel m dem festen Punkt hegt Man zeige, daß man 
die Bewegung des Körpers erhalten kann durch Abrollen des ersten mit dem Körper 
starr verbundenen Kegels auf dem z^veiten im Raum® festen Kegel. (Poiusot ) 

Ein ähnlicher Beweis zeigt, daß eine ebene f^gur aus einer gegebenen 
Lage in eine vorgeschnebene Lage in derselben Ebene durch Rotation um 
einen Punkt der Ebene oder durch eine Verschiebung ubergeführt werden 
kann. Dieser Punkt heißt das Rotationszenirum. 

Bewegt sich der Körper stetig, so kann die in einem unendlich 
kleinen Zeitmtervall stattfindende Vemickung im allgemeinen durch eine 
Rotation um einen Punkt hervorgebracht werden. Dieser Punkt heißt 
das momentane Rotationszentrum. 

Aufgabe 1. Em ebenes Flächenstück bewege sich beliebig in seiner Ebene 
Man zeige, daß m jedem Augen bhck der geometnsohe Ort derjenigen Punkte, 

1) Noüi Comment. Petrop Bd 20, S. 189, §25. 1776. 
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die in Wendepunkten ihrer Bahn angekommen smd, ein Kreis ist, der den geo- 
metrischen Ort der momentanen Rotationszentren auf dem Flächenstück und 
in der Ebene berührt 

Aufgabe 2 Ein zweidimensionaler starrer Körper wird nacheinander zwei 
endhchen Verrückungen in seiner Ebene unterworfen Es sei die Verbindungs- 
linie der beiden Rotationszentren, diejenige Gerade, die durch die halbe erste 
Verrückung, d h durch Drehung durch den halben Winkel, in die Lage ge- 
bracht wird, endlich Dg diejenige Lage, in die durch die halbe zweite Ver- 
rückung gebracht wird Man zeige, daß der Schnittpunkt von und Dg das 
Zentrum der Gesamtrotation ist 


§ 3. Der Satz von Rodrigues und Hamilton^). 

Zwei beliebige aufeinander folgende Rotationen um emen festen 
Punkt können durch eine einzige Rotation ersetzt werden auf Grund des 
folgenden Satzes 

Dre% aufeinander folgende Rotationen um drei im Raum feste Achsen 
durch einen Punkt vom Betrage der doppelten Winkel der durch die 
Achsen bestimmten Ebenen fuhren einen Körper in seine Ausgangstage 
zuruck 

Die Achsen seien OP, OQ, OR. Man errichte im Punkte 0 die Lote 
Op, Oq, Or auf den Ebenen QOR, ROP, POQ, Dreht sich der Körper 
durch zwei Rechte um Oq und durch zwei Rechte um Or, so kehrt OP m 
seine ursprüngliche Lage zurück, während Oqm sein Spiegelbüd in bezug 
auf die Gerade Or ubergefuhrt wird. Bezeichnet RPQ den Winkel der 
Ebenen PR und PQ, so ist die Gesamtwirkung die einer Drehung um 0 P 
durch den doppelten Winkel RPQ Daraus ergibt sich, daß aufeinander 
folgende Rotationen um OP, OQ, OR durch die doppelten Winkel RPQ, 
PQR, QRP gleichwertig sind mit aufeinander folgenden Rotationen 
durch zwei Rechte um die Geraden Oq, Or, Or, Op, Op, Oq. Diese Rota- 
tionen bewirken aber zusammengenommen keine Lagenanderung des 
Körpers. Damit ist der Satz bewiesen. 

§ 4, Die Zusammensetzung entgegengesetzt gleicher 
Drehungen um parallele Achsen. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, in dem ein Körper nach- 
einander zwei Drehungen von gleichem Betrag, aber entgegengesetztem 
Sinn um zwei parallele Achsen unterworfen wird. Bei kemer der beiden 
Bewegungen wird ein Punkt des Körpers in einer Richtung parallel zu 
den Achsen verschoben; dies gilt daher auch für die resultierende Be- 
wegung. Eine Gerade des Körpers in einer zu den Achsen senkrechten 
Ebene erfährt überdies bei der ersten Bewegung eine Drehung durch den 

1) Rodngues, O : Journ. de Math Bd. S- S. 38O 1840; Hamilton Lectures 
on Quaiemtons, § 344; der hier wiedergegebene Beweis rührt von Bumside her: 
Ada Math Bd 25- 1902 
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Rotationswinkel und bei der zweiten Bewegung dieselbe Drehung im 
umgekehrten Sinn. Ihre Endlage ist also parallel zur Anfangslage. Dies 
kann für eine beliebige Gerade senkrecht zu den Achsen nur dann gelten, 
wenn die Gesamtbewegung emer Translation äquivalent ist. Demnach 
sind zwei aufeinander folgende gleich große und entgegengesetzt ge- 
richtete Drehungen um parallele Achsen einer Translation senkrecht zu 
den Achsen äquivalent; mit anderen Worten: Eine Rotation um eine 
Achse kann ersetzt werden durch eine Rotation von gleichem Winkel um 
eine beliebige parallele Achse zusammen mit einer Translation senkreckt zu 
den Achsen. 

Es gilt auch die Umkehrung Eine Rotation eines starren Körpers 
um eine Achse zusammen mit einer Translation senkrecht zu dieser Achse 
ist einer Rotation des Körpers um eine parallele Achse äquivalent. Der 
Satz ist im wesentlichen gleichbedeutend mit dem Ergebnis des § 2, 
daß jede Bewegung m einer Ebene als Drehung um einen Punkt dieser 
Ebene aufgefaßt werden kann. Betrachtet man die Winkel zwischen 
der Anfangs- und Endlage einer behebigen im Körper festen und mit- 
bewegten Geraden senkrecht zur Achse, so sieht man, daß die Rotations- 
winkel um die beiden Achsen gleich sind. 

§ 5. Der Chaslessche Satz von der allgemeinsten Bewegung 
eines starren Körpers i). 

Wir betrachten nun Bewegungen von allgemeinerem Charakter» 
Offenbar kann ein frei beweghcher starrer Körper aus einer beliebigen 
Anfangslage P im Raum auf folgende Art in eine beliebige Endlage Q 
gebracht werden: man fuhrt zunächst emen beliebigen Punkt des Kör- 
pers aus seiner Lage m P in seine Lage in Q über, während alle anderen 
Punkte des Körpers parallel verschoben werden (so daß die Orientierung 
des Körpers im Raum dieselbe bleibt). Sodaim dreht man den Körper 
um diesen Punkt, bis er die Lage Q erreicht hat. Nach dem Eulerschen 
Satz kann die letztere Bewegung einfach durch eine Drehimg des 
Körpers um eine Gerade durch den Punkt bewirkt werden. Die all- 
gemeinste Bewegung eines starren Körpers laßt sich also aus einer Trans- 
lation und einer Rotation um eine Gerade zusammensetzen. 

Wir zeigen nun. Die Rotationsachse kann so gewählt werden, daß die 
Translation parallel zu ihr erfolgt. Es sei nämlich A die Anfangslage eines 
willkürlich gewählten Punktes, B seine Lage nach Ausführung der Trans- 
lation. AK sei die Parallele durch A zur Rotationsachse, K sei der 
Fußpunkt des Lotes von B auf AK. Dann kann die Translations- 

1) Mozzi. Discorso matematico sopra il rotamento momentaneo det corpi, Neapel 
1763; Cauchy: Exercices de Math. Bd» 11, S 87 Paxia 1827 ; Oeuvres (2) Bd. VII, 
S 94; Chaales* Bullet%n XJmv. des Sciences {Fdntssac) Bd 14, S. 321 I 830 , Com- 
ptes Rendus de V Acad Bd. 16 , S 1420 1843 ' 
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bewegung offenbar in zwei Schntten ansgefuhrt werden ; eine Translation 
parallel zur Rotationsachse bnngt den Punkt A in die Lage K, und eine 
weitere Translation senkrecht zur Rotationsachse bnngt den Punkt K 
in die Lage B, Nach § 4 ist aber die zweite Translation zusammen mit 
der auf sie folgenden Rotation einer einfachen Rotation um eme zur 
ersten parallele Achse äquivalent. Nimmt man daher als Ausgangs- 
punkt A einen Punkt dieser Achse, so kann die ganze Bewegung zusam- 
mengesetzt werden aus einer Translation des Körpers in Richtimg einer 
bestimmten Geraden durch diesen Punkt und einer Rotation um diese 
Gerade. Damit ist der Satz bewiesen. 

Die Zusammensetzung einer Translation und einer Rotation um 
eine Achse parallel zur Translationsnchtung heißt eine Schraubung) 
das Verhaltms der Große der Translation zum Winkel der Rotation 
heißt die Höhe der Schraube Offenbar ist bei einer Scluaubung die 
Reihenfolge von Translation und Rotation gleichgültig. 

§ 6, Halphens Satz von der Zusammensetzung zweier 
beliebiger Bewegungen. 

Halphen hat eme geometrische Konstruktion für die Schraubenbewegung 
angegeben^), die aus zwei gegebenen Schraubungen hervorgeht 

Seien die Achsen der beiden gegebenen Schraubungen, ^ gemem- 

samea Lot Sei diejenige Gerade, die m die Lage A^^ durch die halbe erste 
Schraubung gebracht w^rd (d h durch die halbe Translation und Rotation durch 
den halben Wmkel). sei diejenige Gerade, m die durch die halbe zweite 
Schraubung übergeführt wird. C sei die gemeinsame Normale der Geraden 
und jBj • Halphen findet nun : Die Achse der resultierenden Schrauhenhewegung ist C, 
und die Schraubung ist die doppelte derjenigen, die B^ in Überführt, 

Smd nämhch und Dg so gewählt, daß die halben gegebenen Schraubungen 
die Gerade m üie Lage bzw D^ m <he Lage A-^^ überführen, und sei C' die 
gememsame Normale von und Dgt so fallen die so entstandene Figur und die 
aus ihr durch Drehung um die Achse A^^ durch zwei Rechte hervorgehende offen- 
bar zusammen. Daraus folgen die Relationen: 

Abschmtt auf B^ durch A-^ und C = Abschnitt auf D^ durch A-^ imd C', 
Abschmtt auf Bg durch A2 und C = Abschmtt auf Dg durch A^ und 
Abschmtt auf C durch Bj und Bg = Abschmtt auf C' durch D^ und Dg, 
Wmkel der Ebenen A^B-j^, B^C = Winkel der Ebenen A^D-y, D^C', 
Winkel der Ebenen A^B^^ BgC = Winkel der Ebenen A^D^» D^C, 
Wmkel der Geraden B^ und Bg = Wmkel der Geraden Dy und Dg 

Daraus folgt, daß die Schraubung um Ay die Gerade C m die ursprüngliche 
Lage von C' überführt, da der Schmttpunkt von B^ und C m die ursprünghche 
Lage des Schmttpunkts von Dy und C' gebracht wird, und daß die Schraubung 
um A^ die Gerade C' in die ursprünghche Lage von C überführt, da der Schmtt- 
punkt von Dg und C' in die ursprünghche Lage des Schnittpunktes von Bg xmd C 
gebracht wird. Also ist C die Achse der resultierenden Schraubung, und die Trans- 
lation beträgt das Doppelte der auf C durch B^ und Bg abgeschmttenen Strecke 

1) Nouvelles Annales de Math (3) Bd 1, S. 298. 1882. Der hier wiederge- 
gebene Beweis ist von Bumside: Mess, of Math. Bd 19, S 104. 1889- 
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Ferner wird die Gerade Bj, die durch die erste Schraubung m die Lage gebracht 
wird, durch die zweite m eine Lage übergeführt, in der sie den gleichen Wmkel 
nut Bg einschheßt, wie Bg mit Bj Mithin beträgt die Rotation der resultierenden 
Schraubung das Doppelte des Wmkels zwischen Bq und Bj Damit ist der Satz 
von Halphen bewiesen 

Aufgabe, Man zeige, daß jede infinitesimale Bewegung emes starren Körpers 
aus zwei mfmitesimalen Rotationen um Gerade zusammengesetzt werden kann, 
und daß eme der beiden Geraden willkürhch wählbar ist 

§ 7. Die anal 3 rtische Darstellung einer Bewegung. 

Wir gehen nun zu der analytischen Darstellung einer beliebigen 
Bewegung eines starren Körpers über. 

Oxyz sei ein rechtwinkliges, im Raume festes Koordinaten- 
S 5 ^tem. Es sei ein Recbtssystem, d. h. wenn Oz senkrecht aufwärts 
und Oy nach Norden zeigt, dann weise Ox nach Osten. Die be- 
trachtete Bewegung setze sich zusammen aus einer Rotation vom 
Winkel ü) um eine Achse mit den Richtungswinkeln <x, ß, y durch 
einen Punkt A mit den Koordinaten a, &, c und einer Translation um 
die Strecke d in Richtung dieser Achse. Der Winkel co ist mit dem nch- 
tigen Vorzeichen zu nehmen : bei senkrecht aufwärts gerichteter Achse 
(oc, ß, y) ist er positiv, wenn die Drehung von Süden nach Norden über 
Osten geht. Der Punkt P mit den Koordinaten x, y, z werde durch die 
Bewegung in den Punkt Q (X, Y, Z) übergefuhrt; durch die Translation 
allein werde P in den Punkt R rj, t) gebracht. Dann gilt offenbar; 

^ = x + dco^oc, rj = y + dcosßj ^ = z + dcosy. 

K sei der Fußpunkt des Lotes aus R (oder Q) auf die Rotations- 
achse, und L sei der Fußpunkt des Lotes aus Q auf KR, Dann ist X — f 
gleich der Projektion des Linienzuges auf die Achse Da?; dabei sind 
die Projektionen mit dem richtigen Vorzeichen zu nehmen, so daß die 
Projektion einer Strecke AB auf die a;- A chse gleich Xb —XAt nicht 
gleich Xa — Xb ist 

Nun ist die Projektion von KR auf die a:- A chse 

i — a — (Projektion von AK auf die A?-Achse) 

oder 

f — Ä — cosa {(f — a) cos« + (?y — 6) cosß + (t — c) cosy } , 

und da (1 — cosco) KR ist, so folgt: die Projektion von RL 

auf die iv-Achse ist 

— (1 — cos co) [f — Ä — cos (X {{S — a) cos oc + {rj — b) cosß + (C c) cos}^}]. 

Überdies steht die Strecke LQ senkrecht auf der Ebene RKA; ihre Rich- 
tungskosmus sind daher proportional den Größen 

(f — c) cosß — (rj -—b) cosy , (f — oi) cosy — (f — c) cos« , 

(?y — b) cos« — (f — ä) cos^. 
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Da die Summe der Quadrate dieser drei Größen dividiert durch 
— a)^ + {rj ^ b)^ + (C — c)^} das Quadrat des Sinus des Winkels 
RAK darstellt, so ist die Summe der drei Quadrate gleich (KR)^, 
und die drei Größen selbst sind die Achsenprojektionen der in Richtung 
der Geraden LQ aufgetragenen Strecke ± KR. Wegen LQ =+ KR sino) 
ist die Projektion von LQ auf die Achse 

+ sin Q) {(C — c) cosß — (rj — b) cos y ) . 

Hierin ist das obere Vorzeichen zu Wahlen, wie man erkennt, wenn 
man die Rotationsachse z B. in die xr-Achse legt. Also ergibt sich 

X-f 

= _ (1 cos cd) {(f — ä) — cos^a (f — fl) — cosa cos ^ (?7 — &) — cosä cos (C—c)} 
+ smcü{cosß (f — c) — cosy — i)} . 

Drucken wir rj, C durch x, y, z aus, so erhalten wir 
X = x + dcosiX 

— (1 — coscü) {{x — fl) sin^öt — cosa cosß (y — b)—’ cosoc cosy {z — c)} 
+ sm(o{cosß {z — c) — cosy (y — ö)) . 

Ähnlich ergibt sich 
Y = y + dcosß 

— (1 — coscü) {(y — b) sin^ß — cos^Scosy {z — c) — cos/Jcosa {x — fl)} 
+ sincü{cosy (% — fl) — cos (k{z — c)} 

und 

Z = z + dcosy 

— (1 — cosco) {( 2 f — c) sin^y — cosy cosot {x — a) — cosy cosß (y — &)} 
+ sin CU {cos öc {y — b) — cosß {x — fl)) . 

Diese Gleichungen stellen die neuen Koordinaten X,Y,Z als Funk- 
tionen der Koordinaten x, y, z der Anfangslage des Punktes und der 
Großen dar, die die Bewegung charakterisieren. 

§ 8. Die Zusammensetzung infinitesimaler Rotationen* 

Wir wenden das vorstehende Ergebnis auf eine Bewegung an, die 
aus einer infimtesimalen Rotation um eine Achse durch den Koordmaten- 
ursprung ohne Translation besteht. An die Stelle von co trete dyj, wo 
dyj eine kleine Große ist, deren Quadrat vernachlässigt werden kann. 
Die Gleichungen des letzten Paragraphen gehen dann über in 

X — X + {z cosß — y cosy )dyj , 

Y = y + {pccosy — ^rcosa) d'ip , 

Z = z-\~ (ycosöc— xcosß)dyj . 

Die nämlichen Gleichungen erhalten wir aber, wenn wir den Körper 
nacheinander in behebjger Reihenfolge infinitesimalen Rotationen 
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cosoc-dy) um Ox, cosß^Sip um Oy, cos}'*<5t/; um Oz unterwerfen. 
Jede infinitesimale Rotation dyj um eine Gerade OK ist also äquivalent 
den aufeinander folgenden infinitesimalen Rotationen 8y) KO x um 
Ox, dtp • cosKOy um Oy, dtp • cosKOz um Oz, wo Ox, Oy , Oz irgend 
drei zueinander senkrechte Geraden durch einen beliebigen Punkt 0 von 
OK sind. 

§ 9, Eulers Parameterdarstellung der Rotation um einen 

Punkt!). 

Der analytische Ausdruck für die in einer Bewegung enthaltene 
Translation ist, wie wir sahen, außerordentlich einfach; weniger einfach 
ist der Ausdruck für die Rotation, mit dem wir uns weiter beschäftigen. 
Ein starrer Körper erfahre eine Drehung vom Winkel co um eine AAse 
durch den Ursprung mit den Richtungswinkeln a, ß, y. Nach § 7 sind 
die Koordinaten X, Y, Z der neuen Lage eines Punktes mit den Anfangs- 
koordinaten X, y, z gegeben durch die Gleichungen 

X = x — 2 sin®-J-ü> {xsin^oc — y cosoccosß — ^cosöc cosy) 

+ 2 sin -J- CO cos co{zcosß ~—y cos y) , 

Y = y — 2 sin® CO (ysin^^ — zcosßcosy — xcosßcosot.) 

+ 2 sm-J^cocos-J^co(A;cos 7 — ^coscir), 

Z= z — 2 sin®'|^co(^sin ®7 — A;co 57 Cosa — ycosy cos^) 

+ 2 sin-J-cocos-|-co (ycosa — xcosß) . 

, Wir führen nun Parameter f, rj, C, x ein durch die Definitions- 
gleichungen 

f = cosasm*J-co, rj = cosßsin^a), 

C = cosy sin -J-co , x ~ cos-J-co . 

Zwischen üinen besteht offenbar die Relation 

Die obigen Gleichungen lassen sich dann in der Form darstellen 

^=l^-tj’^-^ + x'^)x + 2{ST}-Cx)y + 2(H+VX)^, 

Y ==2(^71 + Cx)x+(~^ + rj^~^ + X^)y + 2{riC-(x)!!, 

Z==2(n-VX)x + 2(r]^ + ^X)y+{-^-V^+C^ + X^)^- 

Wenn daher die Koordinatenachsen mit OXYZ bezeichnet werden 
lind ein bewegliches Achsensystem, das vor der Bewegung mit dem ersten 
zusammenfällt, durch die gegebene Kotation in die Lage Oxyz gedreht 
wird, so bestimmen sich die Richtungskosinus der beiden Achsentripel 
in bezug aufeinander aus dem folgenden Schema: 

1 ) Nom Comment. Petrop Bd. 20, S. 208. § 6ff. 1 776. 
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X 

Y 

, Z 


2(Sv + Cx) 

2{H-VX) 



2(v^ + ix) 

2(U + VX) 

2(V^-SX) 

— — 1?® + r + Z® 


Man erkennt leicht, daß die Parameter f", 77", der Resultierenden 

zweier aufemander folgender Drehungen f', 97', und f, 77, y bestimmt 


smd durch 


f" = ix' — ^‘rf ■¥ 

+xrf, 

f"= irf-ni' + ix' -^-xiT, 
x"= xx'-i^-vn'-w 


Diese Formeln, die unabhängig Vonemander und zu verschiedenen Zeiten 
von Gauss, Rodrigues, Hamilton und Cayley gefunden wurden, stellen zugleich 
das Multiphhaitonsgesetz der Quatemionen dar Denn x» f » C. können als Kom- 
ponenten einer Quatemion^) Z + + + aufgefaßt werden, wo 1, 7, k den 

Gleichungen genügen 


t“ = y®=='Ä® = — 1 , »7 = — 7t = Ä, = — Ä7 = t, Ät = — tÄ = 7. 

Die obigen Formeln smd dann alle in der einen Gleichung enthalten 

4 - r» + = te + + 777 + Cä) (/ + r» + V; + ^Ä). 

Der mit der Quatemionentheone vertraute Leser wird bemerken, daß die 
Wirkung emer Rotation auf einen behebigen Vektor q dann besteht, ihn in den 
Vektor qQg~^ zu transformieren, wo q die Quatermon i + f * + + CÄ be- 

deutet Diese selbst ist nicht der Rotationsoperator 


§ 10. Die Eulerschen Winkel. 

Die praktisch wertvollste Methode der Paxameterdarstellung für 
die Rotation eines starren Körpers um einen festen Punkt stammt 
ebenfalls von Euler^). Zwar hat sie den Nachteil mangelnder Symmetrie ; 
aber sie ist sonst sehr einfach und bequem anwendbar. 

Sei 0 der feste Punkt, um den die Rotation stattfindet, OXYZ ein 
im Raume festes rechtwinkliges rechtshändiges Achsensystem. Oxyzsti 
ein im Körper festes naitbewegtes rechtwinkliges Achsensystem, das so 
gewählt ist, daß vor der Bewegung die Systeme OXYZ und zu- 

sammenfallen. OK sei die Normale auf der Ebene zOZ und zeige nach 
Osten, wenn OZ senkrecht nach oben und die Projektion von Oz senkrecht 
zu OZ nach Süden genchtet ist. Die Winkel zOZ, YOK, yOK seien mit 
bzw. •&, 93 , bezeichnet. Diese didiEulerschen Winkel legen die Richtung 
der Achsen Oxyz gegen die Achsen OXYZ fest. 

Zur Bestimmung der Richtungskosinus von Ox, Oy, Oz gegen OX 
bemerken wir, daß sie gleich den Projektionen der auf OX abgetragenen 

Der Tensor dieser Quatermon ist gleich der Einheit, 
ä) Nom Comment Petrop Bd. 20, S I89. 1776. 
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Einheitsstrecke auf die Geraden OXy Oy, Oz sind Diese Einheits- 
strecke hat die Projektionen coscp auf OL und —sin 9p auf OK, wenn 
OL die Schnittlinie der Ebenen XOY und ZOz ist. Die Strecke cos 99 
auf OL hat die Projektionen 00392 sin 1? auf Oz und 003920031^ auf OM, 
wenn OM die Schnittlinie der Ebenen xOy und ZOz ist. Die Strecke 
cos92cos^ auf OM hat die Projektionen cos 9p cos cos 9» auf Ox und 
— cos 92 cos sin 1/2 auf Oy, Die Strecke --sin92 auf OK hat die Pro- 
jektionen — sin9PSinv^ auf Ox und —smcpco^xp auf Oy. Endlich 
sind also die Projektionen der Einheitsstrecke längs OX 

cos9!2COS^cosi/; — sin9!2Sini/2 auf Ox, 

— cos 95 cos 1? sin ^ — sin92C0S9^ auf Oy , 
coscpsmd' £iniOz, 


Auf diese Weise erhalten wir für die Richtungskosinus der beiden Achsen- 
tnpel gegeneinander das folgende Schema 


X 


-U X\ 
IT y 
bfZ 


cosip CQS & cosyj — sin 99 sin 1/; 
— cos 99 cos'd' smyj — sin 99 cos^; 
cos 99 sin ö- 


Y 

sin 99 cosi? cos 9; + cos 99 sin •ip 
— sin 99 cos'& sin ip + cos 99 cos?y; 
sin 92 smi^ 


Z 

— sini? cos *99 
sin-dsin-y^ 
cosd 


§ 11. Zusammenhang der Eulerschen Winkel mit den 
Parametern g, 'ij, g, 

Man kann die Relationen zwischen den Eulerschen Winkeln 99, 9^ 
und den Parametern 9, des § 9 durch Vergleich der Tabellen für 
die Richtungskosmus in den §§ 9 und 10 erhalten, direkt findet man sie 
folgendermaßen. 

Das Achsensystem Oxyz gehe aus dem festen System OXYZ 
hervor durch eine Rotation vom Winkel co um eine Gerade OR mit den 
Richtungswinkeln cc, ß,y . Wir legen um 0 als Mittelpunkt die Einheits- 
kugel, die also von Ebenen durch 0 in größten Kreisen und von Geraden 
in Punkten geschmtten wird Dann hat das sphärische Dreieck RZz die 
Seiten y, y, und der Winkel bei R ist co. Daraus folgt die Beziehung; 

sinlö- = siny sm^ co. 

Weiter soll v den Winkel RZY bezeichnen, so daß RZz= Jtt — 99 — r 
wird Dann wird der Bogen RZ ix) die Lage Rz gebracht durch die suk- 
zessiven Rotationen <p um Z, um den Pol von Zz und yf um z. Die 
erste transformiert RZ in einen Bogen, der im Punkt Z mit Zz den 
Winkel — <p ^ v + q) = v einschließt; die zweite führt diesen 
in emen Bogen über, der denselben Winkel i-n — v mit Zz einschließt, 
aber durch den Punkt z geht; nach der dritten Rotation schließt der 
Bogen durch den Punkt z den Winkel — v y.j mit Z 2: ein. Aber dieser 



§ 12 Zusammenhang der Rotationen mit den linearen Transformationen. ] 1 


Winkel muß gleich n — RzZ oder n — - RZz oder n — {\7i ^ <p — v) 
oder \n (p V sein; also haben wir 

-l-:;!; (p v ^ -J-jr — r + i/; 

oder 

V — <p). 

Daraus folgt, da das sphärische Dreieck RZX die Seiten oc, y, 
und bei Z den Winkel \ 7 i — v oder — y) + (p) hat, 

cosa = siny sin-J-('^ — cp). 

Setzt man für siny den schon gefundenen Wert ein, so ergibt sich 
cos(X sin-|-ö> = sin-J d' sin-| [xp — 99) 

oder 

f = smi'd'smi{yj — 95). 

Entsprechend erhalten wir aus dem sphänschen Dreieck RZY 
cosß = siny cos^(t/; — 9?) , 
und nach Elimination von siny 

cos ß sin Jg) = sm ^ -i? cos -- 93) 

oder 

rj = smi'&cosiiyj — <p). 

Da wir gezeigt haben, daß das sphärische Dreieck RZz die Seiten 
y, y> ö- und die Winkel i( 7 z— 7 p—(p ) , ^(tc — ip — <p), cd besitzt, erhal- 
ten wir überdies die Relationen 

cosio) = cosJiJcos + 99) 

und 

sin i CO COS}/ = cos J & sin + 99) 

oder 

;^ = cosii>cosi(v^ + 9?), 
t = cosJ#sini(v^ + 99). 

Die vier Parameter t], Ci X werden daher als Funktionen der 
Eulerschen Winkel 1?, 99, yj dar gestellt durch d%e Gleichungen: 

C = sini'j?sini(i/; — 99) , 
r\ — sani'&cosiiyj — 99) . 

C = cosi^sini(v^ + 99), 

X — cosi'd'cosiiip + 99). 

§ 12. Zusammenhang der Rotationen mit den linearen 
Transformationen; die Cayley-Kleinschen Parameter. 

Auf der Oberfläche emer Kugel seien behebige Figuren S gezeichnet. Durch 
stereographische Projektion, für die etwa der höchste Punkt der Kugel zum Pro- 
jektionszentrum, die Tangentialebene im tiefsten Punkt zur Projektionsebene ge- 
wählt sei, sollen den Figuren 5 die Figuren P der Ebene entsprechen. Die Kugel 
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voUfülire eine Drehung von bestimmtem Wmkel um emen ihrer Durchmesser, 
die Figuren 5 seien m der neuen Lage mit 5 ' bezeichnet Durch stereographische 
Projektion aus demselben Zentrum auf dieselbe Ebene seien ihnen die Figuren P' 
zugeordnet Der Rotation der Kugel, die S m S' überführt, entspricht dann m 
der Ebene eme Transformation, die P in P' überführt. Diese Transformation 
wollen -wir näher untersuchen. 

Ist eme der Figuren P in der Ebene ein Kreis, so ist auch die zugehonge 
Figur S auf der Kugel em Kreis, da die stereographische Projektion Kreise m Kreise 
überführt Also ist auch S' em Kreis und desgleichen P'. Den Rotationen derKugel 
entsprechen mithin Transformationen der Ebene, die Kreise in Kreise überführen. 

Jede derartige Transformation läßt sich folgendermaßen analytisch darstellend) : 

Sei s = x-\-iy, wo ;»r, y die rechtwmkhgen Koordmaten eines beliebigen Punk- 
tes der Ebene smd, so daß diesem Punkt ein bestimmter Wert der komplexen 
Veränderhchen z zugeordnet ist. Entsprechend sei / iy, wo x'.y' dem- 

jemgen Punkt zugehören, m den {x, y) durch die Transformation Übergeht Dann 
hann pde umkehrbar eindeutige Transformation der Ebene, die Kreise in Kreise 
verwandelt^), definiert werden durch eine Gleichung von der Form 

az-\-b 




cz d’ 




wo a, b, c, d reelle oder komplexe Konstanten bedeuten, mit der noch eine Spiegelung 
an einer der Koordinatenachsen verbunden werden kann. 

Eme durch eine Gleichung von der Form 

az-\-b 
cz d 

charakterisierte Transformation bezeichnet man als linear. Mithin entsprechen 
gewisse hneare Transformationen emer Ebene den Rotationen eines starren Körpers 
um emen festen Punkt derart, daß vermöge der Zuordnung zweier linearer Trans- 
formationen zu zwei Rotationen die aus den beiden Transformationen resultierende 
hneare Transformation der Resultierenden der beiden Rotationen entspricht®) 
Wir wenden uns nun der anal3rtischen Darstellung des Zusammenhanges 
zwischen hnearen Transformationen und Rotationen zu Dazu ersetzen wir die 
Parameter f, C» X durch Parameter ß, y, 6 vermöge der Gleichungen 


1 = 




n = 


ß +7 


i = 


ct-d 


Ot -f- $ 


2 ’ 21 ’ 2i 2 

Der Zusammenhang mit den Eulerschen Winkeln (p, ip ist dfl-nn gegeben durch 


oc = 


ß’ 


cos— 

2 

: * sin ~ - 
2 




ih 

y = i sin — . 
^ 2 


: (V-<P) 




<5 = 


cos — ■ 

2 


2 


(-9»-V0 


Diese Parameter, die sogenannten Cayley-Kleinschen Parameter, genügen offen- 
bar der Relation « <5 — ^ y = 1 . 

Drückt man m der Tabelle der Richtungskosinus aus § 9 die rf, ^ als Funk- 
tionen der Ä, ß, y, d aus, so erhält man für die Richtungskosmus als Funktionen 
der a,ß,y,S die folgende Tabelle: 

Vgl L R Ford: An introduction to the theory of automorphic functions. 
London 1915. 

*) Eme Gerade ist als Kreis aufzufassen. 

s) Klein. Ges math Abh. Bd 2, S 275 ; Cayley: Math. Ann. Bd. 15 . 
S 238 1879 



§12 Zusammenhang der Rotationen mit den linearen Transformatiouen 13 


X 

y 

Z 

+ / + 

l(_«._^a + ya + 32 ) 

i(ixy + ßS) 

l(«a_yjs+yä_ä>) 

l(a2_^»_y2 + 52) 

— <xy + ß& 

— i(aß + rd) 

— aß + yd 

-{■ ßy 


Man beweist leicht, daß die Parameter ß'\ 6" der Resultante zweier 

aufemanderfolgender Bewegungen {ol\ ß', 6') und («, ß, y, durch die Glei- 

chungen gegeben sind. 

oc" ^ a' oi + / ß , ß" ^otß' ß 6', 

d"==yß'-{-dd\ 

Diese Gleichungen zeigen, daß die Transformation 

«"z + ß" 

~ y"z + y' 


die Resultierende der beiden nachemander ausgeführten Transformationen 




<z'z + ß' 
fz-\-y 


und / s= 


az-\-ß 
yz + d 


darstellt, damit ist der Zusammenhang der Rotationen und der hnearen Trans- 
formationen analytisch zum Ausdruck gebracht 

Ein Vorteil der Cayley-Kleinschen Parameter gegenüber den Parametern 
Vj ^9 X besteht darm, daß sie ähnlich einfache Kompositionsregeln haben, dazu 
aber nur das übhche Symbol % = ]/— T verwenden an Stelle der ungebräuchlichen 
i, 7 , k der Hamütonschen Quatemionen. 

Aufgabe 1. ^9 <p 9 yj seien die Eulerschen Winkel Der Vektor aus dem Ko- 
ordmatenursprung durch emen mit dem Achsensystem 0 xy z bewegten Punkt habe 
vor der Bewegung die Winkel 9 ?i, nach der Bewegung die Wmkel 
in bezug auf das feste System OAT VZ. Man bezeichne tg^^i mit fi, tg 
mit und zeige, daß 

^ Ci ö sm^i^ -1- cos 

Aufgabe 2, Man bilde mit Hilfe der Gleichungen 
X-^ = (xx^ + ß x^.. 


X^^yx^+ 6 x^ 

die Größen X \9 X% 9 Xy^X^ und fasse sie als reine Rechengrößen auf. Dann ersetze 
man Xf, Xl, X^X^, xi, xl, xiXf( durch — Y-^iX, V-j-tAT, Z, — y-^%x, 
y %x, z. Man zeige, daß man so die Gleichungen erhält 

-y+ = (y + 

y+tAr = y8 {-^y+tx) + 2y8z^ö^ (V ^ t x) , 

2 = ocy (— y -j- t x) ‘j- {oc S + /^ y) -ff + ^ ^ {y + » ^) » 
und daß diese Gleichungen den Zusammenhang der Koordinaten X, Y, Z emes 
Punktes im System OXYZ mit semen Koordmaten x, y, z im System Oxyz 
wiedergeben 

Aufgabe 3. Es sei 

—y tx :y ix i z =: l : i : i(X X') 


-y-f-tAT: Y-{~tX:Z = XiX[:i:i{X^-\-X[), 
otX-^rß „„ j 5. aX' ß 


X,= 


yX + 8 


und X'i 1 


yy + ö* 


und 

Man zeige, daß 
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§ 13. Vektoren. 

Wir gehen nnnmehr zu der Untersuchung der wesentlichen Eigen- 
schaften der Translationsbewegung eines festen Körpers über. 

Die Translation an sich, ohne Beziehung auf den festen Körper, hat 
folgende Eigenschaften . 

1. Sie ist vollständig bestimmt durch eine der einander gleichen und 
parallelen Strecken des Raumes von gegebener Lange und Richtung, 
nämlich der Länge und Richtung der Translation, da eine solche Strecke 
alle zu der Beschreibung der Operation notwendigen Bestimmungsstucke 
liefert. 

2 AB sei eine solche Strecke und ACDE , . KB ein ihre Endpunkte 
verbindender gebrochener Streckenzug. Dann ist die durch AB dar- 
gestellte Operation äquivalent der Summe der durch AC, CD, DE , . . KB 
dargestellten Operationen. 

Diese Eigenschaften 1. und 2. hat die Translation mit vielen Ope- 
rationen und Größen gemein; eine solche Operation oder Größe heißt 
Vektorgyöße oder Vektor, 

Nach 2. ist ein Vektor der Summe dreier Vektoren AK, KL, LB 
äquivalent, die zu drei gegebenen rechtwinkligen Koordinatenachsen 
parallel sind und die Punkte lU einem gebrochenen Streckenzuge ver- 
binden. Diese drei Vektoren neimt man die Komponenten des Vektors 
AB in bezug auf die gegebenen Achsen. Hat der Vektor AB die Länge l 
und die Richtungswinkel ck, ß, y , so haben die Vektorkoniponenten 
offenbar die Länge Zcosot, Icosß , Icosy, da sie die Projektionen von 
AB auf die Achsen sind. 

Ein einzelner Vektor, der einer Anzahl gegebener Vektoren äqui- 
valent ist, heißt ihre Resultante, 

Betrachtet man emen Vektor m seiner Abhängigkeit von einem 
Parameter (etwa der Zeit), so ist die Differenz der zu zwei Werten des 
Parameters gehörenden Vektoren wieder ein Vektor. Daher ist der Diffe- 
rentialquotient des Vektors nach dem Parameter auch ein Vektor, Seine 
Komponenten sind die Differentialquotienten der entsprechenden Kom- 
ponenten. Er heißt die Ableitung des Vektors nach dem Parameter, 

§ 14. Geschwindigkeit und Beschleunigung ; 
ihr Vektorcharakter. 

Em Körper voUfuhre eine stetige, mcht notwendig immer gleich- 
genchtete Translationsbewegung, ohne seine Orientierung zu ändern. 
Seine Gesamttranslation zu der Zeit t ist eine Vektorgroße; das Verhält- 
nis, in dem sie sich mit der Zeit ändert, also ihre zeitliche Ableitung, 
ist demnach wieder ein Vektor, der die Geschwindigkeit des Körpers 
heißt. Sind x, y, ^ die Koordinaten eines im Körper festen, mit ihm 



§15. Die Winkelgeschwindigkeit, ihr Vektoicharakter 


15 


bewegten Punktes in einem festen Achsensystem, dann sind die Kom- 
ponenten der Geschwindigkeit nach diesen Achsen die Ableitungen von 
ä ;, y, ^ , nämlich Xy y, z (wo ein Punkt die Differentiation nach der Zeit 
bedeutet). 

Entsprechend ist die Ableitung der* Geschwindigkeit wieder ein 
Vektor mit den Komponenten x, y, z (wo zwei Punkte die zweimalige 
Differentiation nach der Zeit andeuten) ; er heißt die Beschleunigung des 
Körpers. 

Bewegen sich zwei Punkte P, Q, so ist offenbai* der Vektor, der die 
Translation (oder Geschwindigkeit oder Beschleunigung) von Q darstellt, 
die Summe des Vektors, der die Translation (oder Geschwindigkeit oder 
Beschleunigung) von P darstellt, und desjenigen Vektors, der die Trans- 
lation (oder Geschwindigkeit oder Beschleunigung) von Q relativ zu P 
darstellt, d h. von Q, bezogen auf ein Achsensystem, dessen Ursprung 
sich mit P bewegt und dessen Richtungen fest sind. 

§ 15. Die Winkelgeschwindigkeit; ihr Vektorcharakter. 

Wir betrachten nun einen Körper, der sich stetig um eine Gerade 
dreht. Ist der zu der Zeit t durchlaufene Winkel, so stellt ö“ die 
Geschwindigkeit der Umdrehung zu der Zeit t dar. Tragt man auf der 
Rotationsachse von einem wiUkurhch gewählten Punkt aus eine Strecke 
von der Lange ab, so charakterisiert diese Strecke vollkommen die 
Rotationsbewegung zur Zeit t oder, wie man gewöhnlich sagt, die 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers Die Richtung der abgetragenen 
Strecke ergibt sich aus dem Drehsinn der Rotation auf Grund der Über- 
einkunft, daß die Rotation von Süden über Osten nach Norden geht, 
wenn die Strecke senkrecht aufwärts gerichtet ist. 

Eine Winkelgeschwindigkeit wird demnach durch eine Strecke von 
bestimmter Länge und Richtung dargestellt Nun kann nach § 8 die 
Bewegung eines Körpers, der eine infinitesimale Drehung d'ip um eine 
behebige Gerade OK durch einen festen Punkt 0 des Körpers erfährt, 
durch eine Folge von Rotationen dyjcosß, dyjcosy um 

bezügliche Achsen Oa;, Oy, Oz ersetzt. werden. Oxyz ist ein Recht- 
winkelsjTstem durch 0, in dem OK die Richtungswinkel ä, ßy y besitzt. 
Daraus folgt, daß eine durch eine Strecke ip auf OK dargestellte Winkel- 
geschwindigkeit ersetzt werden kann durch Strecken ^ cos ä , 'ipcosß, 
tpcosy, die auf den bezüghchen Achsen Ox, Oy, Oz abgetragen sind. 

Dies ist aber eine Fundamentaleigenschaft der Vektoren, so daß 
wir sagen können • Winkelgeschwindigkeiten lassen sich zerlegen und zu- 
sammensetzen wie Vektoren, 

Zu bemerken ist jedoch, daß eine Winkelgeschwindigkeit mcht alle 
Definitionseigenschaften eines Vektors besitzt . eine Winkelgeschwindig- 
keit um eme Gerade ist mcht äquivalent einer Winkelgesphwindigkeit 
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von gleicher Größe um eine parallele Gerade. Eine Winkelgeschwindig- 
keit muß daher als ein Vektor auf einer bestimmten Geraden aufgefaßt 
werden. 

Aufgabe. Ein gerader Kreiskegel vom halben öffnungswinkcl ß rolle ohne zu 
gleiten auf einer Ebene. Man bestimme seine momentane Rotationsachse und seine 
Winkelgeschwindigkeit um diese Achse als Funktion der Winkelgeschwindigkeit der 
Berührungsgeraden in der Ebene. 

Da alle Punkte der Seitenlinie des Kegels, die die Ebene berührt, in momen- 
taner Ruhe sind, weil kerne Gleitbewegung stattfmdet, ist diese Seitenhme die 
momentane Rotationsachse des Kegels Sei co die Wmkelgeschwindigkeit des 
Kegels um diese Seitenlinie, die Wmkelgeschwindigkeit der Berührungsgeraden 
m der Ebene Dann kann die Bewegung der Kegelachse durch eine Winkelgeschwin- 
digkeit ^ um die Normale der Ebene dargestellt werden , aus dieser Bewegung 
aber und einer Rotation um seme Achse setzt sich die Gesamtbewegung des Kegels 
zusammen Folghch hat die Komponente der Wmkelgeschwmdigkeit des Kegels 
um eme Senkrechte zur Kegelachse durch den Scheitel die Größe '0' cosy?; sie muß 
gleich der Komponente co smß von co in dieser Richtung sein. Also gibt 

Q? = Gtgß 

die gesuchte Beziehung zwischen co und 


§ 16. Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit eines 
Systems als Funktionen der Eulerschen Winkel bzw. der 
Eulerschen Parameter. 

Die momentane Lage eines starren Körpers, der sich stetig um einen 
festen Punkt dreht, beschreibt man am besten mit Hilfe zweier recht- 
winkliger Achsensysteme: OXYZ sei im Raume fest, Oxyz im Körper 
fest und mitbewegt. Die Lage des Körpers ist dann bestimmt durch die 
drei Eulerschen Winkel cp, ip, die die Lage des Systems Oxyz gegen 
das System OXYZ festlegen. Wir berechnen für einen beliebigen Zeit- 
punkt die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers in 
Richtung der mitgefuhrten Achsen. 

OK sei die Schnittlinie der Ebenen XOY und xOy. Die Winkel- 
geschwindigkeit des Körpers setzt sich offenbar zusammen aus den 
Winkelgeschwindigkeiten ^ um' OK, <p xim OZ, ^ um 0 ^. Nach den 
Vektorgesetzen kann man die erste zerlegen in Winkelgeschwindigkeiten 
um Ox und um Oy, die zweite in Winkelgeschwindigkeiten 

— 9^smi?cosv^ um Ox, ^sin^sinv^ um Oy und ^cos-ö^um Oz. Sind 
endlich cü^ 0)3, CO3 die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des 
Körpers in Richtung der Achsen Ox, Oy, Oz, so haben wir 

<0^^ ’d' sitiy) — ^jsin^cos'^, 
cüg = 'I? cosy — cp sin-ö sin y ) , 
ct>8== ^ cosi>. 


§17 Die zeitliche Ableitung eines Vektors 
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Aus diesen Gleichungen können wir die Werte von co^, 0)2, cog als 
Funktionen der symmetrischen Parameter r], x § 9 herleiten. 
Denn wir haben 


d fyj + (p\ d 
^ dt\ 2 ) dt\ 2 ) 


^v-vS ,x^ 

2 ' 


^ + v 

Entsprechend ergibt sich 

-fjj +j?f 


Cz 


y} = 


und es ist 


+ ' 


+ t 

cos‘& = ^ ^ + x^- 

Fuhren wir diese Werte in die Gleichung cog = y + 9? cosi 9 ' ein, 


so folgt 


C0a=2{riS — ^fl+X^ — ^X)' 


Die Werte von co^ und co^ erhalt man daraus durch zyklische Ver- 
tauschung, und so werden die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit 
gegeben durch die Gleichungen: 

(Oi^=^2{xS+Cv 

(02=2{—^$ + xV + H-’VX)» 


§ 17. Die zeitliche Ableitung eines Vektors, dessen 
Komponenten nach bewegten Achsen gegeben sind. 

Ein Vektor sei in jedem Zeitpunkt t gegeben durch seine Komponen- 
ten f, rj, f in b^zug auf die augenblickliche Lage eines rechtshändigen 
Achsensystems Oxyz, das seinerseits in Bewegung ist. Zu bestimmen ist 
derjenige Vektor, der die zeitliche Ableitung des gegebenen Vektors 
darstellt. 

cüj, cüg, cüg seien die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des 
Systems Oxyz in bezug auf die augenblickliche Lage der Achsen Ox, 
Oy, Oz, 

. Die zeitliche Ableitiing des gegebenen Vektors ist die Vektorsumme 
der zeitlichen Ableitungen der einzelnen Komponenten rj, f . Der Vek- 
tor I aber wächst im Zeitintervall d t auf die Länge f + ^ an und ändert 
gleichzeitig seine Lage durch die Bewegung der Achsen. Infolge der 
Winkelgeschwindigkeit um die Achse Oy wird er aus seiner Lage in der 
ursprünglichen Ebene ^0^ um den Winkel (o^dt von Oz weggedreht, in- 
folge der Winkelgeschwindigkeit um die Ach^e O z auslseiner ^Lage in der 


Whlttaker, Dynamik. 
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ursprünglichenEbene jic Oy Tim den Winkel auf Oy zu. Die Koordi- 
naten seines Endpunktes nach Ablauf des Zeitintervahes dt m bezug auf 
die Lage der Achsen zu Beginn des Intervalles dt sind deshalb (unter 
Vernachlässigung der unendlich kleinen Großen von höherer als erster 
Ordnung) 

Also sind die Vektorkomponenten der zeitlichen Ableitung von S 

f, COgf, — Ö)2^. 

Entsprechend erhalt man die Vektorkomponenten der zeitlichen 
Ableitung von bzw. t zu 

rj/ coj^rj 

und 

cogf, — C. 

Durch Addition fmdet man endlich die Komponenten der zeitlichen 
Ableitung des gegebenen Vektors 

^ ^ Ö >3 + C CÜ8 » 

9) — fall -h f 0)3, 

C — fa)2 + ??cüi. 

Dies Ergebnis kann unmittelbar zur Bestimmung der Geschwindig- 
keit und Beschleunigung eines Punktes benutzt werden, dessen Koordi- 
naten X, y, z zur Zeit t in bezug auf Achsen gegeben sind, die eine 
Winkelgeschwindigkeit mit den Komponenten coi, cog, 03 in Richtung 
dieser Achsen selbst besitzen. 

Denn setzen wir diese Werte in die vorstehenden Formeln ein, so 
werden die Geschwindigkeitskomponenten 

X y (Ü3 -|- z cüg , y — 5? co-i^ -J- x coj , z — x “h y • 

Wenden wir nun dieselben Formeln auf den Fall an, daß der Vektor, 
dessen zeitliche Ableitung gesucht wird, die Geschwindigkeit ist, so 
erhalten wir die Komponenten der Beschleunigung des Punktes in der 
Form 

d 

^ (z — y 0)3 + ^ 0)2) — 0)3 (y — ^ cüi + z CÜ3) -1- CO2 (ir — CÜ2 + y coi) , 

d 

^ (y — 2 cüi + a; öjg) — o)i (i: — z 0)2 + y cüi) + ÜJ3 (:j; — y 0)3 + Ä cüg) , 

dt ^^2 "hy^i) — 0)2 (i — y CÜ3 + ^ CÜ2) + u>i(y — ^ Cüj CO3). 

Findet die Bewegung in einer Ebene statt, die wir zur iv-y-Ebene 
wählen, so haben wir nur zwei Koordinaten x, y und eine Komponente ^ 
der Winkelgesch^digkeit. Dabei bedeutet ^ den Winkel der bewegten 



§18 Spezielle Komponentenzcrlcgung der Geschwindigkeit mul BesLhlcunigung, j t) 


Achsen gegen ihre Lage zu einer besliininten Zeit. Setzt man lüso in den 
obigen Ausdrucken jJi, und (ü^ gleich Null, so (‘rlialt man für diesen 
Spezialfall die Geschwindigkeit skompüiu'iiten 

x — yU und y-\-xiL 

Die Komponenten dei Besclileunigung sind 
x^2y‘& — yh' — X iV- mul y + ix () ~|- x // -- y i*)*-. 

Aufgabe Man zeige, tUß es bei der iieweginig eim-s starren Körpers nii all- 
gemeinen an jedem Zeitpunkt einen hcstimmtt n in endlithev JCniferniiiig gelegenen 
Punkt gibt, der, wenn man ihn als mit dem Knrpir .stair viTbunden betniLhtel 
keine momentane Beschleunigung besitzt ..Im allgeiueinen" heiüt dabei, daß die 
Richtung der Schraubachse im Aiigeiihlu k nielit HtiilKuUli ist 


§ 18. Spezielle Komponentenzerlegung der Geschwindigkeit 
und Beschleunigung. 

Die Ergebnisse des letzten I’iiragiiijtlicn m'Izcii uns in den Staml, 
viel benutzte Fomicln für die KoniponeiiU-n tler tiohcliwnuligkeit unii 
Beschleunigung eines bewegten Ihinktes nach veisdnedenen aus- 
gezeichneten Richtungen anzugeben. 


I. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaten. 

Die Lage eines Punktes sei duieh l'olarkdoulinateii r, i'K r beslinnut, 
die mit den Koordinaten X. Y, Z des Pimkt»-s iii i-inem festen Adiscn- 
system OXYZ durch die Gleuhniigen vei knüpft smd 

X -- r sin D cos<yj , 
y r sin7>snif/', 

Z r cos . 

Gesucht sind die Komponenten dei Gescliwiiidigkeit und tlei Beschleu- 
nigung des Punktes in Richtung des Radiusvektors r, in rli>r dazu senk- 
rechten Richtung in dCT durch r und OZ bestiinint<-ii ICbeiie (man nc-iint 
sie gewöhnlich Meridianebene) und in der Kiclilung si-nkreclit zu der 
MOTdianebene. Diese drei Richtungen werden liimfig kurz als r-, ii- 
9:>-Richtung bezeichnet. Man •wähle eine Gerade durch den UispruligÖ 
paxa lel der i?-Richtung als bewegliche ar-Achse. eine Gei ade duich O 
pwallel der 95-Richtung als y-Achse und eine Gerade durch O parallel der 
r-Richtung als z-Achse. Die drei Eulerschen Winkel, die die Lage des 
bewegten Systems O^y^f gegen das feste System OXYZ bestimmen, 
and J. 95, 0. Also sind (§ 16) die Komponenten der Winkelgeschwindig- 
keit des Systems Oxyz nach den Achsen Ox, Oy, Oz selbst 

sin ö . ^ cos ,*> . 

n ™ bewegten System die" Koordinaten 

i nach §17 die Komponenten der Geschwindigkeit des 
Punktes nach den bewegten Achsen 

rtpsini?, r, 


2 * 
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•und die Komponenten der Beschleunigung in der i?-, (p- und r-Richtung, 
wiederum nach § 1 7, 

^ [r4) y ^^sini^cos^ + oder r # + — r 9?2sini9’cos^, 

dt 

^ (r 9? sini?) + r 9? sini? + ^ ^ cosi? oder ^ ^ {r^ sin^-i? cp ) , 

und 

r — 


Bewegt sich der Punkt m einer Ebene, so können wir die ^f-Achse 
in diese Ebene legen und zum Ausgangsstrahl i? = 0 eines Systems 
ebener Polarkoordinaten wählen, die mit den bisher benutzten Größen 
r und 1? uberemstimmen Die Großen r und d' werden dann gewöhn- 
liche ebene Polarkoordinaten. Da (p verschwindet, sind die Kompo- 
nenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung in der r- und 
Richtung 

r und r4 

und 

Y — r’d^ und r # + 2 n? . 


•2. Geschwindigkeit und Beschleunigung in Zylinderkoordinaten. 

Die Zyhnderkoordmaten z, cp eines Punktes sind mit seinen 
Koordmaten X, Y, Z in einem festen rechtwinkligen Achsensystem ver- 
knüpft durch die Gleichungen 

X=^cos9?, y = ßsin99, Z=^z, 

Gesucht sind die Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleunigung 
des Punktes parallel zur ^-Achse, in Richtung des Lotes aus dem 
Punkt auf die x:-Achse und in der zu diesen beiden senkrechten Rich- 
tung. Man bezeichnet sie gewöhnhch kurz als z-, e- und gp-Richtung. 
Die Koordmate cp heißt das Azimut des Punktes 

In diesem Falle legen wir die bewegten Achsen Ox, Oy, Oz durch den 
Nullpunkt parallel zur q-, cp- bzw. j?-Richtung. Die Komponenten der 
Winkelgeschwindigkeit des Systems Oxyz bezug auf ‘die Achsen Ox, 
Oy, Oz selbst sind offenbar 

Ü>1 = 0, CÜ2 = 0, CÜ3— 9?. 

Die Koordinaten des bewegten Punktes im bewegten System sind 
^ , 0 , 2 :. Nach § 17 ergibt sich für die Komponenten der Geschwindigkeit 
des Punktes in diesen Richtungen 

für die Komponenten der Beschleunigung 
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3. Geschwindigkeit und Beschleunigung als Funktionen der 
natürlichen Koordinaten. 

Wir benutzen die Foimcln des § 17 ferner dazu, die Komponenten 
der Geschwindigkeit und Beschleunigung eines im Raume beliebig be- 
wegten Punktes nach der Tangente, Haupt- und Binormalen seiner Bahn- 
kurve zu bestiiiinicn. 

Wir betrachten zunächst den Fall der Bewegung eines Punktes in 
einer Ebene. Duich einen festen Punkt 0 legen wir als und y-Achse 
Parallele zu der Tangente und inneren Normalen der Bahnkurve des 
Punktes. Diese Achsen rotieren um 0 mit der Winkelgeschwindigkeit (p, 
wenn (p der Winkel der Tangente an die Bahnkurve mit einer beliebigen 
festen Richtung in der Ebene ist. Bezeichnet v die Geschwindigkeit 
des Punktes, s das zur Zeit t durchlaufene Bogenstück, q den Krüm- 
mungsradius der Bahnkurve, so haben wir 

ds ds 

dt * ^ d<p ' 

die Winkelgeschwindigkeit der Achsen läßt sich demnach in der Form 

— schreiben. 

Q 

Da die Komponenten der Geschwindigkeit in Richtung der be- 
wegten Achsen v, 0 sind, so folgt aus § f 7, daß die Komponenten der 

. . V® 

Beschleunigung m Richtung der gleichen Achsen v und — sind. Wegen 

. ^ _ d>v 

di dt ds ds 

ergibt sich, daß die Beschleunigung des bewegten Punktes in Richtung 

d V 

der Tangente der Bahnkurve die Größe ü y- , in Richtung der inneren 

Normalen die Größe — hat. 

Q 

Nun ist die Geschwindigkeit eines bewegten Punktes bekannt, 
wenn man zwei aufeinander folgende Lagen des Punktes kennt; die 
Beschleunigung ist daher durch drei aufeinander folgende Lagen be- 
stimmt. Wenn nun auch die Bahnkurve des Punktes nicht mehr eben 
ist, so kann man sie doch zur Bestimmung der Beschleunigung in jedem 
Augenbhek als in ihrer Schmiegungsebene gelegen auffassen, da diese 
Ebene ja drei benachbarte Bahnpunkte enthält. Deshalb sind die 
Komponenten der Beschleunigung des Punktes in Richtung der Tan- 
gente, Haupt- und Binormalen 

dv 


0 . 
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4. Die Beschleunigung in Richtung des Radiusvektors und der 

Tangente. 

Für die Beschleunigung eines Punktes mit ebener Bahnkurve läßt 
sich noch eine andere Komponentenzerlegung angeben ^). Sei r der 
Radiusvektor von emem fest gewählten Koordinatenursprun'g der Ebene 
nach dem bewegten Punkt, j> das Lot aus dem Ursprung auf die Tangente 
der Bahnkurve, s das zur Zeit t durchlaufene Bogenstuck der Bahn, q der 
Krümmungsradius der Kurve in dem Punkt, v oder s die Geschwindig- 
keit des Punktes zur Zeit t, h das Produkt p v . Dann kann die BescMeu- 

ÄV 

nigung des Punktes in eine Komponente in Richtung des Radius- 

h dh 

Vektors zum Ursprung und eine Komponente — — in RicMumg der Tangente 
zerlegt werden. ^ 

Denn die Beschleunigung kann in Komponenten ü — in Richtung der 

2 a s 

Tangente imd — in Richtung der Normalen zerlegt werden. Nun laßt 
Q 

sich ein Vektor F, der in Richtung des Radiusvektors nach außen 

p 

weist, zusammensetzen aus den Vektoren — F — in Richtung der inneren 
dr ^ 

Normalen und F ^ in Richtung der Tangente. Der in Richtung der 
inneren Normalen weisende Vektor — hat daher in Richtung des Radius- 

Vektors nach innen die Komponente — , in Richtung der Tangente die 
rv^dr 

Komponente — ^ . Die Beschleunigung hat mithin die Komponenten 

dv rv"^ dr 
ds Qp ds 


in Richtung der Tangente und 


rv^ 

qP 


in Richtung des Radiusvektors nach innen. 

h^r 

p^Q 


Die letztere Komponente ist , und die erstere läßt sich in der 


1 dv^ dp 

2 ds p ds 


oder 


^ h dh 


Form darstellen 

1 ä[v'^p’^) 

2p^ ds 
Damit ist Siaccis Ergebnis bestätigt. 

Aufgabe \ . Man hesUmme die Komponenten der Beschleunigung eines Punktes, 
der sich auf der Rvngfläche 

X ^ a sini^) cos 9? , y = (c -j- a sin^) sm^ , z a cosi? 
bewegt, \n Richtung der Mendiankurve, der Normalen und des Breitenkreises, 

Sie stammt von Siacci: Ath della R, Acc, di Tonno Bd. 14. S. 750. 
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P habe die Koordinaten tp^ O sei der Mittelpunkt der Ringüäche, C der 
Mittelpunkt des Mendianschnittes, auf dem P hegt Die Pblarkoordinaten von C 
in bezug auf 0 sind c, g>, und die Polarkoordmaten von P m bezug auf C smd 
a, "O-t (p Also sind die Komponenten der Beschleunigung von C gegen 0 

in Richtung des Breitenkreises 

und 




in Richtung von O C nach außen, d. h. 


und 


—c^®sini? in Richtung der. Normalen 

— c^^cos^ in Richtung des Meridians. 

Die Komponenten der Beschleunigung von P gegen C smd 
fl — Ä 9 *sini? cosd m Richtung des Meridians, 

Q. dt , o 

- 7 ^— (sin^?^ . <p) in Richtung des Breitenkreises, 

—fl — fl sin^'O- in Richtung der Normalen. 

Daraus bestimmen sich endlich die Komponenten der Beschleumgung von P im 

Raum. ad- — (c + fl sini^) 9 ?® cos^ in Richtung des Meridians, 

— a — fl sin®i9' c (p^ sin-^ in Richtung der Normalen, 

ca A ^ ~ (sin®^ . <p) m Richtung des Breitenkreises 

^ smi> dt 

Aufgabe 2 Die TangentiaU und NormaJkofnponente der Beschleunigung eines 
tn einer Ebene beweglichen Punktes seien konstant. Man beweise, daß die Bahnkurve 
des Punktes eine loganthmische Spirale ist. 

Die Voraussetzungen besagen- 
de; 

V — = a , wo fl konstant ist. 


ds 


also 

und 

also 

oder 


— = c, wo c konstant ist, 

0 

s 5 = C p , wo C konstant ist, 

s = C , wo <p den Winkel der Tangente mit einer festen Rich- 
tung bedeutet. 

Durch Integration dieser Gleichung folgt 

wo A und B konstant sind. Dies ist die natürliche Gleichung der loganthmischen 
Spirale 

Aufgabe 3 Die Beschleunigung eines Punktes zu bestimmen, der sich auf 
einer loganthmischen Spirale mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um den Pol 
bewegt. 

Nach dem Satze von Siacci smd die Komponenten der Beschleunigung 


h dh 


p^Q 


in Richtung des Radiusvektors und in Richtung der Tangente. Ist aber 

G> die konstante Winkelgeschwindigkeit, so wird h z= (X)r^ Also sind die Kom- 
ponenten der Beschleunigung* 

— und — T“ * 
p^Q p^ ds 
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f Y CLy 

Da — , — und -7- auf der Spirale konstant sind, sind beide Beschleunigungs- 
' p Q ds 

komponenten dem Radiusvektor direkt proportional 


Übungsaufgaben. 

1 Die momentane Rotationsachse emes um emen festen Punkt beweglichen 
Körpers sei in dem Körper fest. ' Man zeige, daß sie dann auch im Raume fest ist, 
daß also die Bewegung eine Drehung um eme feste Achse ist. 

2 Em Punkt sei auf rechtwmklige Achsen Or, Oy bezogen, die um den Ur- 
sprung roit der Winkelgeschwindigkeit co rotieren 

Er habe gegen den Punkt x a , y = 0 eine Beschleumgung vpm Be- 
trage jnaj Abstand Man zeige, daß die Bahnkurve alsdann folgender- 
maßen konstruiert werden kann: 

1 Man nimmt einen Punkt x = n^al(n — I), y = 0; 

2 eine gleichförmige Kreisbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit 
(« — 1 )g) um diesen Punkt; 

3 eme gleichmäßige Kreisbewegung mit der Winkelgeschwindigkeit (w 1 ) o) 
in entgegengesetztem Sinn um die letztere 

3. Die Geschwmdigkeit eines Punktes in emer Ebene ist die Resultierende 
emer Geschwmdigkeit v m Richtung des Radiusvektors nach emem festen Punkt 
und einer Geschwmdigkeit u' parallel zu emer festen Richtung. Man beweise, daß 


dv vv' - 

— cosi^ und 

dt r 


dv' vv' 
dt r 


die zugehörigen Beschleunigungen smd, wo ^ der Wmkel des Radiusvektors mit 
der festen Richtung ist. 

4 Em in einer Ebene beweghcher Punkt sei bezogen auf schiefwinklige 
Koordmatenachsen, die mit emer festen Richümg in der Ebene die Wmkel « , ß 
bilden, wo cct ß gegebene Punktionen der Zeit smd. Man zeige, daß 


und 

die Komponenten der Geschwindigkeit des Punktes sind und berechne die Kom- 
ponenten der Beschleunigung 

5. Em Punkt bewegt sich in emer Ebene. sei der Logarithmus des Quo- 
tienten seiner Abstände von zwei festen Punkten der Ebene, <p der von ihnen 
emgeschlossene Wmkel, 2 k der Abstand der beiden festen Punkte. Man zeige, daß 

'd‘ — COS99 


die Geschwmdigkeit des Punktes ist. 

6. Ein Punkt durchlaufe zweimal dieselbe Bahnkurve, und das Produkt der 

Geschwindigkeiten in entsprechenden Stellen der beiden Durchlaufungen sei kon- 
stant. Man zeige, daß die Beschlennigungen sich wie die Quadrate der Geschwm- 
digkeiten verhalten und daß sie gleich große aber entgegengesetzt gerichtete Winkel 
mit der Normalen der Bahnkurve bilden. (J v Vieth.) 

7. Ein Punkt bewege sich auf einer Parabel vom Parameter 4 ä Im Ab- 
stand r vom Brennpimkt hat er die Geschwindigkeit v. Man zeige, daß sich seme 
Beschleunigung znsammensetzt aus Beschleumgungen R und N m Richtung des . 
Radiusvektors und der Normalen, wo 


Ä =t; 


dv 

dr 


N = 


g* d 
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8 Du’ V und y rotieren mit den ‘Winkelgeschwmdigkeiten co^ hzw 

und sctiheüfn den Winkel v ein Man zeige, daß der Punkt (v, y) die Komponenten 
der BesLldeimigiing 

T ^ \ 2 xiOj) ctgi/i — (y 0)0 + 2y Wo) —1— , 

smi/» 

y — y ci>5 — (a: wi 2 a Wj) (y + 2y Wj) ctgi/> 

in Richtung der Achsen besitzt. 

9 The t’resLhwindigkeit eines Punktes setze sich zusammen aus Komponenten 
n, V in Richtungen, die mit einer festen Geraden die bezüglichen Winkel tp 
bilden. Miin beweise, daß die Komponenten /, f der Beschleumgung des Punktes 
in (Uesen Ruhtiingen gegeben sind durch 

/ ^ u iV- ctg;f — , 

wo X der Winkel der beiden Bezugsrichtungen ist. Haben die Verbindungslinien 
des bewegten Punktes mit zwei festen Punkten die T-ängcn r, 5 und die Neigungen 
i5^, 9 ? gegen di(‘ Verbindungsgerade der beiden festen Punkte, so bestimme man 
die Beschleumgung des Punktes als Funktion von ct>» <y'. den Ableitungen von <p, 

10. i4, /i» C seien drei feste Punkto. ü, w die Geschwindigkeitskomponenten 
eines Punktes P in bezug auf die Richtungen PA, PB, PC, Man leite für die Be- 
schleunigungen in den nhmlichcn Richtungen den Ausdruck 


ü -i- «u 



COS/lP/?\ 

^ P~Ä^ ) 


it w 


f \ cosAPC\ 
[pC PA j 


und zwei entsprechende ab. 

11. Die Bewegung eines ebenen Flilchcn.stückcs ist gegeben durch die Winkel- 
geschwindigkeit (o und die üe.schwindigkeitskompüncntcn «, v des Ursprungs in 
Richtung der Achsen Ox, Oy auf dem Flücheastück. Zu bestimmen smd die Ge- 
schwindigkeitskoniponenten eines beliebigen Punktes {x, y) des Flächenstückes. 
Man zeige, daß die Gleichungen 



zwei Kreise auf dem Flächenstück dorstellen. Der eine ist der geometrische Ort 
derjenigen Punkte, die auf Rückkehrpunkton ihrer Bahnen in der Ebene ange- 
kommen sind; der andere ist der geometrische Ort der Krümmungsmittelpunkte 
der in der Ebene gelegenen Hüllkurven aller Geraden des Flüchenstückes. 

12. Ein Punkt beschreibt eine Raumkurve. Man zeige, daß seine Beschleuni- 
gung in zwei Komponenten zerlegt werden kann: eine in Richtung des Radius- 
vektors aus der Projektion eines festen Punktes auf die Schmiegungsebene, eme 
in Richtung der Tangente. Ihr Wert ist 


Z I* 

#>» Q 


und 


T dT ^ £i 
ds ' ^ ds 


Darin ist Q der Krümmungsradius, q der Abstand des festen Punktes von semer 
Projektion auf die Schmiegungsebene; r und p sind die Abstände dieser Projektion 
von dem bewegten Punkt und der Tangente, T ist eme willkürliche Funktion 
(das Produkt aus p und der Geschwindigkeit) und ^ der Bogen. (Siacci) 

13. Ein Kreis, eine Gerade und ein Punkt liegen in einer Ebene. Die Lage 
des Punktes ist bestimmt durch die LAnge t der von ihm an den Kreis gezogenen 
Tangente und die Länge p des aus ihm auf die Gerade gefällten Lotes. Seine Ge- 
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schwmdigkeit habe die Komponenten «, v in den durch die beiden Strecken t, p 
bestimmten Richtungen, die imtemander den Winkel ^ emschheßen mögen. 
Man zeige, daß 

« — ttü und V + uvlt 


die Komponenten der Beschleunigung in den Richtungen t, p smd. 

14 Ein Punkt durchläuft einen Kreisbogen r. / seien die Abstände des 
Punktes P von den Endpunkten A, B emer festen Sehne Man zeige, daß P m 
den Richtungen AP, BP die Beschleunigungen 




r cos «) 


_ dv' , vv', 

und — - H (f^ — r cos «) 

dt rr ' 


hat, wenn man mit v,v* die Geschwmdigkeiten m den Richtungen r, / und mit 
(X den Wmkel APB bezeichnet 

Ein Punkt beschreibt einen Halblcreis unter der Wirkung von Beschleuni- 
gungen, die ständig auf die Endpunkte eines Durchmessers hm gerichtet und m 
jedem Punkt den Abständen r, / von den Endpunkten des Durchmessers umge- 
kehrt proportional sind. Man zeige, daß die Beschleunigungen den Wert 




und 


4 a* 

y/B 


haben, wo a den Radius des ICreises und V die Geschwindigkeit des Punktes m 
Richtung des Durchmessers bedeutet 

15. Die Bewegung eines starren Körpers m zwei Dimensionen ist defimert 
durch die Geschwindigkeit u, v emes beliebigen Punktes C des Körpers und seine 
Winkelgeschwindigkeit ci. Man bestimme die Koordinaten eines Punktes I gegen 
C , der die Geschwindigkeit 0 hat, und zeige, daß sich jeder andere Punkt P senk- 
recht zu PI bewegt 

Man bestimme ferner die Koordmaten emes Punktes I von verschwmdender 
Beschleumgung und stelle die Beschleunigung von P als Funktion semer Koor- 
dinaten m bezug auf den Punkt I dar. 

16. Ein Punkt auf emer Ebene bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit V 
gegen die Ebene, die sich gleichzeitig um eme zu ihr senkrechte Gerade mit der 
Wmkelgeschwmdigkeit m dreht. Man zeige, daß die Bahn des Punktes gegeben 
ist durch die Gleichung 

= yr^ — a* H arc cos — , 

(i) cj r 

wo r und & in bezug auf feste Achsen gemessen sind und a der kürzeste Abstand 
des Punktes von der Rotationsachse ist 

17. Die Beschleunigung eines bewegten Punktes Q sei in jedem Augenblick 

durch CO a dargestellt, wo co em fester Punkt ist und a sich gleichförmig auf emem 
Kreis mit dem Mittelpunkt co bewegt. Man beweise, daß m jedem Augenblick 
die Geschwindigkeit von Q durch Op dargeateUt wird, wo O ein fester Punkt ist 
und p sich gleichförmig auf emem Kreis bewegt. Man bestimme die Bahnkurve 
von Q (Camb. Math. Tnpos, Part I, 1902). 

18. Ein Punkt bewegt sich auf der Durchdringungskurve des Ellipsoids 

^ 

~ -j- ^ 4- ~ SS 1 unddeseinschahgen Hyperboloids ^ — -f- ^ ^ ^ * 

und seine Geschwmdigkeit in dem Punkt, wo die Bahnkurve das zweischahge 
Hyperboloid 1- f- — — = 1 tnfft, ist 

if ^ — U 

U«“ — i“) (6® - ft) (c* — /<)/' 
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wo h konstant ist. Man bestimme die Beschleumgungskomponente des Punktes 
in Richtung der Flcichennormalen des EUipsoids zu 

hr ah c {jj. — A) 

19 Ein starrer Körper rollt, ohne zu gleiten, auf einer Ebene. Seme Winkel- 
geschwindigkeit liat in jedem Augenblick die Komponenten o>j, co^ in Richtung 
der Tangenten an die Krümmungshmen im Berührungspunkt des Körpers, cog in 
Richtung der Normalen seiner Oberfläche. Man zeige, daß der berührende Punkt 
des Körpers die Beschleunigungskomponenten 

— coq , — Ä]_ 0)2 0)3 , Ri o)| “I“ R^ ü>5 

besitzt, wo A\, i?a die Hauptkrümmungsradien der Oberfläche des Körpers im 
Berührungspunkt sind. 


I 



Zweites Kapitel. 

Die Bewegungsgleichnngen. 

§ 19. Die Begriffe der Ruhe und Bewegung. 

In dem vorhergehenden Kapitel haben wir häufig von „ruhenden'* 
und „bewegten" Systemen gesprochen. Solange es sich um rein kine- 
matische Betrachtungen handelte, war es nicht notwendig, auf den 
letzten Sinn dieser Worte einzugehen. Wir verstanden unter der „Be- 
wegung** eines Systems mchts weiter als eine Änderung semer ursprüng- 
lichen Konfiguration m bezug auf ein anderes als „ruhend" bezeich- 
netes System, ohne uns Rechenschaft darüber abzulegen, was absolute 
„Ruhe" bedeutet. 

Gehen wir aber dazu über, die Bewegung der Körper als Folge 
bestimmter Ursachen zu betrachten, so dürfen wir diese Frage nicht 
länger unbeachtet lassen. 

In der Umgangssprache gebraucht man das Wort ,, ruhend" von 
irdischen Dingen gewöhnhch, um zum Ausdruck zu bringen, daß sie 
eme unveränderliche Lage m bezug auf die Erdoberfläche an der be- 
treffenden Stelle emnehmen. Aber die Erde dreht sich um ihre Achse 
und läuft gleichzeitig um die Sonne, während die Sonne ihrerseits mit- 
samt allen Planeten sich mit großer Geschwindigkeit in einer nicht sehr 
genau bekannten Richtung im Raume fortbewegt. Deshalb scheint jeder 
Versuch, irgend etwas tatsächlich „Ruhendes" zu finden, aussichtslos 
zu sein. 

Im neunzehnten Jahrhundert hielt man den Äther im Raum, den 
Träger des Lichtes und dir elektrischen und magnetischen Erschei- 
nungen, abgesehen von kleinen Schwingungen, für ruhend. Damit 
hatte man eme Basis für absolute Ruhe. Dieser Auffassung wurde jedoch 
durch das moderne Relativitätsprinzip'^) die Grundlage entzogen. Dieses 
besagt nämhch, daß es selbst im Bereich der elektromagnetischen Er- 
scheinungen unmoghch ist, absolute Ruhe von einer allen Teilen des 
Systems eigenen gleichförmigen Translationsbewegung zu unterscheiden. 

Demgemäß setzen wir auch in der D5mamik, wenn wir von der Be- 
wegung der Körper sprechen, immer die Existenz eines Koordinaten- 

1 ) Vgl. Whittaker* H%story of the Thßories of Aether and Eleciritnty, Kap 12 . 
London 19^0; oder Conway: Relaiiviiy London 191S 
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Systems voraus, in bezug auf welches die Bewegung betrachtet wird. 
;i^ ist üblich, dies BczitgssysUm als ,, ruhend" zu bezeichnen, ohne damit 
absolute Ruhe belmupton zu wollen. Betrachten wir die Bewegungen 
irdischci Kurpei an einer Stelle der Erdoberfläche, so nehmen wir das 
Bezugssystem als ruhend gegen die Erde an. Es zeigt sich, daß alsdann 
die ini folgenden anzugebemlen Gesetze die Beobachtungstatsachen mit 
einem genügenden Grad von Genauigkeit erldaren. Mit andern Worten, 
die durch die Bewegung der Erde verursachte Störung ist so gering, daß 
man sie bei dei Bewegung irdischer Körper in den meisten Fällen ver- 
nachlässigen darf. 

Weiter müssen wir uns über den Sinn klar werden, der dem Wort 
„Zeit" beizulegen ist. In dem vorhergehenden Kapitel bezeichnete es 
nur einen Paiameter, von dem die Konfiguration des betrachteten Systems 
stetig abhing. Das Rclativitütsprinzip enthüllt die großen Schwierig- 
keiten, mit denen jodiT Veisuch einer Erklärung des Zeitbegriffs be- 
haftet ist. Insbesondere ist es durchaus nicht leicht, die GleichzeiUgkeit 
zu definicien, also zu erkhiren, was man unter der Aussage versteht, 
daß zwei Ereignisse an verschiedenen Stellen des Raumes „gleichzeitig" 
stattfmden. Jedoch können wir die folgende Methode der Zeitmessung 
angeben, die mit den gebrüuchliclien Instrumenten ausführbar ist und 
unsern gegenwärtigen Zwecken genügt: Wir nehmen an, daß das Zeit- 
intervall zwischen zwei Ereignissen gemessen wird durch den Winkel, 
den die Erde bei ihrer Achsendrehung zwischen dem Eintritt der beiden 
Ereignisse durchläuft. Dabei wird der Winkel gegen die Fixsterne ge- 
messen, deren kleine Eigenbewogungen bei dieser Beobachtung vernach- 
lässigt werden können. Diese Winkelmcssung kann in die übliche 
Messung in mittleren Sonncnslunden, -minuten und -Sekunden umge- 
rechnet werden, wenn man den Winkel von 360*^ d.er Zeitdauer von 


24-365i 

366^ 


Stunden gleichsetzt. 


§ 20. Die Gesetze der Bewegung i). 

Als einfachsten Fall der Bewegung irdischer Körper mit der Erde 
als Bezugssystem betrachten wir die Bewegung eines freien Massenpunfi^ 
tes im Vakuum, d. h. eines sehr kleinen materiellen Körpers, der sich 
vollkommen unabhängig von seiner Umgebung bewegt. Man beobachtet 
die zu verschiedenen Anfangsbedingungen der Bewegung gehörenden 
Bahnen des Massenpunktes urxd berechnet daraus, nach den Methoden 
des vorangehenden Kapitels, die Beschleunigung in beliebigen Punkten 
der Bahnen. Dabei ergibt sich, daß die Beschleunigung für alle Bahnen 


Die Bewegungsgesetze wurden von Newton gefunden. Phtlosophtae 
naturalts principia mathemattca, London 1687. S. 12. (hn folgenden zitiert als 
Pnnctpta.) 
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konstante Größe und Richtung — senkrecht abwärts — besitzt. Diese 
Beschleunigung heißt Schwere oder GruviUition und wird allgemein mit g 

bezeichnet. Ihre Größe beträgt in unseren Breiten ungefähr 981 ^ . 

Auf Grund dieser Erfahrungstatsache können wir die Bahn eines 
beliebigen freien irdischen Massenpunktes im Vakuum berechnen, 
sobald die Anfangsbedingungen bekannt sind. Die Rechnung fuhren 
wir an dieser Stelle mcht aus, da sie in ein spateres Kapitel gehört. 

Der nächst einfache Fall einer Bewegung ist der zweier Massen- 
punkte, die durch einen gewichtslosen undehnbaren Faden verbunden 
sind und sich im Vakuum an der Erdoberfläche bewegen können. 
Solange der Faden ungespannt ist, bewegt sich jeder der beiden Massen- 
punkte mit der Schwerebeschleumgung, als ob der andere nicht vor- 
handen Ware. Sobald der Faden aber gespannt ist, beeinflussen sie ihre 
Bewegung gegenseitig. Wir können, wie zuvor, die Bahn eines der beiden 
beobachten und daraus die Beschleunigung berechnen, die seine Be- 
wegung in jedem Augenblick erfährt. Daraus ergibt sich das Erfahrungs- 
gesetz: Die Beschleunigung läßt sich in 'jedem Augenblick als Resultante 
zweier Vektoren darstellend von denen einer die Beschleunigung g ist und 
der andere in die rnorrientarie Richtung des Fadens fällt. 

Die Wirkung des einen Massenpunktes auf die Bewegung des 
anderen äußert sich also dann, daß der Schwerebeschleunigung eine 
andere Beschleunigung überlagert wird, die in Richtung der Verbin- 
dungslinie der beiden Punkte wirkt und sich mit der Schwere vektoriell 
zusammensetzt. Aus den beobachteten Bahnen der mit A und B be- 
zeichneten Punkte können wir die Größe der momentanen Bcsclileu- 
nigung /i bzw. /g berechnen, die A durch B bzw. B durch A erfährt. 
Diese Rechnung ergibt, daß das Verhältnis : /g während der Bewegung 
konstant ist. Untersuchen wir Bewegungen mit verschiedenen Anfangs- 
geschwmdigkeiten, bei verschiedenen Temperaturen u. dgl., so kommen 
wir zu dem Ergebms, daß dieses Verhältnis eine den Körpern A^ B eigen- 
tümliche physikalische Konstante isß). 

Aus der Beobachtung komplizierterer Systeme ergibt sich, daß diese 
experimentell gewonnenen Gesetze sich so verallgemeinern lassen, daß 
sie eine ausreichende Grundlage sowohl für die irdische als auch für die 
kosmische Dynamik bilden. Das verallgemeinerte Erfahiungsgesetz 
läßt sich so aussprechen ; Bei der Bewegung eines Syste'ms untereinander 
verhu'ndener Massenpunkte setzt sich die Beschleunigung eines einzelnen 
Massen/punkUs zusam'men aus derjenigen, die der Punkt bei völlig freier 
Bewegung haben wurde, und a'us BescMeunigungen in Richtung der Ver- 

Dieses Verhältnis ist tatsächlich der Quotient der Gewichte von B und Ä. 
Das Verhältnis der an der gleichen Stelle der Erdoberfläche beobachteten Gewichte 
zweier irdischer Körper ist eine wohldefmierte Größe und variiert nicht mit dem 
Beobachtungsort 

>..02 


§ 21 . Kraft 
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hndungslinien mit den übrigen Massewpimkten, die seine Bewegung be- 
einflussen, Überdies kann man den Punkten A, B, C . . , Zahlen mR, 
mc ... zuordnen derart, daß die Beschleunigung in der Richtung AB, die 
von der Einwirkung von B auf A herrührt, zu der Beschleunigung in der 
Richtung BA, die von der Einwirkung vonA auf B herrührt, im Verhältnis 
mR : mA steht. Die Quotienten der Zählen mA, m-R. . . sind physikalische 
Konstanten der Massenpunkie. 

Die durchgängige Übereinstimmung der Beobachtungsresultate 
mit den auf dieses Gesetz gegründeten Rechnungen der Djmamik ist als 
Beweis für seine Gültigkeit anzusehen. 

Man beachte, daß durch das Gesetz nur die Quotienten der Zahlen 

mR... bestimmt sind. Man legt nun einem bestimmten Punkt A 
die Einheit der Masse bei und bezeichnet dann die Quotienten 
mjm^, ... als die Massen der Punkte B,C, . .. 

Es ergibt sich, daß die Masse eines aus zwei oder mehr materiellen 
Punkten zusammengesetzten Massenpunktes die Summe der Massen 
der einzelnen Punkte ist. Infolge dieser additiven Eigenschaft der Masse 
kann man von der Masse eines endlich ausgedehnten Körpers beliebiger 
Größe und Gestalt sprechen* Nach Übereinkunft wählt man als Massen- 
einheit die Masse des tausendsten Teiles eines gewissen Platinstücks, des 
Urküogramms. Diese Einheit heißt ein Gramm, und die 2Mtü, die das 
Verhältnis der Masse eines beliebigen Körpers zu dieser Masseneinheit 
angibt, ist die in Gramm ausgedräckte Masse des Körpers. 

§21. Kraft. 

Wir haben gesehen, daß die gegenseitige Einwirkung zweier Masson- 
punkte A und B sich immer in der Entstehung einer Beschleunigung fA 
von A und einer Beschleunigung /p von B äußert, und daß diese Beschleu- 
nigungen den Massen mA bzw. mR umgekehrt proportionale Vektoren 
m Richtung AB bzw. BA sind. Die Vektorgröße fA ist daher gleich 
der Vektorgröße mR fR, hat aber entgegengesetzte Richtung. mA fA heißt 
die von dem Massenpunkt B auf den Massenpupkt A ausgeübte Kraft, 
mR fR die von dem Massenpunkt A auf den Massenpunkt B ausgeübte 
Kraft. 

Mit Hilfe dieser Ausdrucksweise können wir das Gesetz der gegen- 
seitigen Einwirkung in einem System verbundener Massenpunkte so 
aussprechen- Die gegenseitigen Kräfte eines ^eden Paares verbundener 
Massenpunkie aufeinander sind gleich und entgegengesetzt. Man bezeichnet 
es als daä Gesetz von Aktion und Reaktion. 

Setzt man die Kräfte, die auf ein^n Massenpunkt A infolge seiner 
Verbindung mit anderen Massenpunkten wirken, vektoriell zusammen, 
so ergibt die resultierende Kraft den Gesamteinfluß der übrigen Punkte 
auf A . Durch mA geteilt ist sie gleich der Beschleunigung, die A durch die 


i 
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andern Punkte erfahrt; die Resultierende dieser Beschleunigung und 
derjenigen, die A in völlig freiem Zustand haben wurde (z. B. infolge der 
Schwere), stellt die wirldiclie Beschleumgung des Massenpunktes A dar. 

Allgemein gilt das Folgende Erfahrt ein Punkt der Masse m infolge 
irgendwelcher Ursachen eine durch einen Vektor / daxgestellte Be- 
schleunigung, so heißt der Vektor mf die infolge jener Ursache auf den 
Massenpunkt wirkende Die Resultierende aller infolge beliebiger 

Ursachen wirkenden Kräfte heißt die auf den Punkt wirkende Gesamt- 
kraft. Sind also in einem beliebigen Augenbhck X, Y,Z die Kom- 
ponenten der gesamten auf den Punkt wirkenden Kraft nach festen 
rechtwinkligen Achsen, x,y,z die Komponenten der Beschleunigung, 
mit der die Bahn beschrieben wird, so bestehen die Gleichungen 

my — Y, mz=Z 

Wir führen hier' noch zwei andere häufig benutzte Begriffe ein. 

Unter dem Moment einer Kraft um eine Gerade L versteht man 
das Folgende. Die vom Angriffspunkt der Kraft ausgehende Strecke K, 
deren Richtung und Länge die Richtung und Größe der Kraft dar- 
stellt, wird senkrecht auf eine Ebene senkrecht zu L projiziert. Das 
Produkt der Lange der Projektion in den Abstand der Geraden L von 
der K enthaltenden Geraden heißt das Moment der Kraft um die 
Gerade L. 

Sind die Komponenten X, Y, Z der Kraft auf einen einzelnen freien 
Massenpunkt x, y, z gegebene Funktionen der Koordinaten des Punk- 
tes, so defimeren sie ein Kraftfeld. 

§ 22. Arbeit. 

Wir betrachten nun ein System von Massenpunkten, dessen Be- 
wegung entweder vollkommen frei oder gewissen Beschränkungen unter- 
worfen ist. Diese Beschränkungen rühren entweder von einem gegebenen 
Zusammenhang der Massenpunkte untereinander her oder von Bin- 
dungen, die durch nicht zu dem System gehörende Massenpunkte verur- 
sacht werden. Ein Punkt der Masse m habe bei einer bestimmten Kon- 
figuration des Systems die rechtwinkligen Koordinaten x, y, z. X, Y, Z 
seien die Komponenten der dabei auf ihn wirkenden Gesamtkraft. 
x-\-öx, y + dy, z -f dz seien die Koordmaten eines dem Punkt x, y, z 
benachbarten Punktes, in den der Massenpunkt m ohne Verletzung der 
dem S3^tem auferlegten Bedingungen verschoben werden kann. (Ist m 
z. B. gezwungen, sich auf einer gegebenen Flache zu bewegen, so müssen 
beide Punkte auf der Flache liegen.) Dann heißt 

Xdx + Ydy + ZSz 

'i) Die Kraft ist die uw m Newton. Principia I. def. 8. 
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die Arleit'^)y die an dem Punkt m von den darauf wirkenden Kräften 
während der infinitesimalen Verschiebung aus der Lage (x, y, z) in die 
Lage (x+ &x, y + ^ y, Z+ dz) geleistet wird. 

Offenbar kann man diesen Ausdruck physikalisch deuten als das 
Produkt der Strecke, um die der Punkt verschoben ist, und der Kom- 
ponente der Kraft {X, Y, Z) in dieser Richtung. 

Da Kräfte sich vektoriell zusammensetzen, ist die Summe der 
Komponenten beliebig vieler in einem Punkt angreifender Kräfte in 
einer bestimmten Richtung gleich der Komponente ihrer Resultierenden 
in dieser Richtung. Daher ist die Arbeit einer Kraft an einem Punkt hei 
einer gegebenen Verrückung gleich der Summe der Arbeiismengen, die bei 
der gleichen Verrückung von Kräften geleistet werden y in die die gegebene 
Kraft zerlegt werden kann 

Der Massenpunkt nv werde im Verlauf einer Bewegung des Systems 
aus einer beliebig gewählten Anfangslage in eme in endlichem Abstand 
befindliche Endlage übergeführt. Als die während der endhchen Ver- 
rückung an dem Punkt von den auf ihn wirkenden Kräften geleistete 
Arbeit definieren wir die Summe der Arbeitsmengen, die bei den sukzes- 
siven infinitesimalen Verrückungen geleistet werden, aus denen die end- 
liche Bewegung zusammengesetzt gedacht werden kann. Diese Arbeit 
wird also dargestellt durch das Integral 

wo die Integration zwischen der Anfangs- und Endlage über den Bogen s 
der von dem Massenpunkt beschriebenen Bahn zu erstrecken ist. 

Diese Definitionen können nun auf das gesamte Punktsystem aus- 
gedehnt werden. Aus emer beliebigen Aüfangskonfiguration heraus 
mögen die Massenpunkte irgendwelche Verrückungen erfahren, die mit 
dem Zusammenhang des Systems und den darin bestehenden Bmdungen 
vertraglich smd. Unter der an dem System von den darauf wirkenden 
Kräften bei der Bewegung geleisteten Gesamtarbeit verstehen wir dann 
die Summe der an den Punkten des Systems geleisteten Arbeitsmengen. 

§ 23. Kräfte, die keine Arbeit leisten, 

In dynamischen Systemen kommen häufig Kräfte vor, die dadurch 
charaktensiert sind, daß sie wahrend der Bewegung an dem System keine 
Arbeit leisten. 

Wir erwähnen unter ihnen: 

1. Die Reaktionskräfte ruhender glatter Oberflächen; das 
! Wort glatt besagt, daß die Reaktionskraft senkrecht zur Flache 

1) Newton definiert die actio agentis als Produkt der Geschwindigkeit in die 
Komponente der Kraft in Richtung der Bewegung ; sie ist offenbar der Differential- 
[ quotient der Arbeit nach der Zeit. Vgl. Princtpia Bd, I, S, 25. od. 1687« 

r 

? Wblttaker, Dynamik. ^ 
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wirkt und daß aus diesem Grund bei jeder infinitesimalen Verrückung 
der Punkt, in dem die Reaktionskraft angreift, senkrecht zur Richtung 
der Reaktionskraft verschoben wird, so daß keine Arbeit geleistet wird. 

2. Die Reaktionskraite ruhender vollkommen rauher Oberflächen; 
die Bezeichnung vollkommen rauh besagt, daß ein die Flache berührender 
Körper darauf nur rollen, nicht gleiten kann und daß aus diesem Grunde 
der Punkt, in dem die Reaktionskraft angreift, bei einer infimtesimalen 
Verrückung bis auf unendhch kleine Großen von höherer als erster 
Ordnung mcht verlagert wird, so daß keine Arbeit geleistet wird. 

3. Die gegenseitigen Reaktionskraite zweier starr verbundener 

Massenpunkte; es seien nämlich z-^ und die Koordinaten 

dieser Massenpunkte und X, V, Z die Komponenten der Kraft, die der 
erste Punkt auf den zweiten ausübt, so daß —X, — Y, — Z die Kom- 
ponenten der von dem zweiten Punkt auf den ersten ausgeubten Kraft 
sind. Dann ist die Gesamtarbeit dieser Kräfte bei einer willkürlichen 
Verrückung 

X{dx^-- dx,) + Y (öya - dy^) +Z{dz^-dz^). 

Da der Abstand der beiden Punkte fest bleibt, haben wir 
d <(*a - + (ya - yj)® + {z^ — z^^} = 0 

oder 

(^2 — * 1 ) (^*2 — + (y2 — Vi) ihi - «Syi) + («2 — 2i) (^«2 — ^^ 1 ) = 0 . 

Weil die Kraft in Richtung der Verbmdungslime der Massenpunkte 
wirkt, ist 

Z ; y : 2 = («a — *1) • (ya - yi) : (2a — ^i) • 

Die beiden letzten Gleichungen ergeben zusammen 

X(Sx^-- + Y{8y^ -dy^ + Z{öz^^dz^)=0. 

Also wird an dem System durch die gegenseitige Kraft der Punkte 
aufeinander keine Arbeit geleistet. 

4. Vom Standpunkt der D3manuk aus wird ein starrer Körper als 
System von Massenpunkten aufgefaßt, die untereinander so verbunden 
sind, daß ihr gegenseitiger Abstand unveränderlich ist. Aus 3. folgt, daß 
die Reaktionskräfte zwischen den Punkten, die bewirken, daß diese 
Bedingung erfüllt ist (man nennt sie Molekularkräfte im Gegensatz zu 

Kräften wie etwa die Schwere), bei einer beliebigen Bewegung des 
Körpers keine Arbeit leisten. 

5. Die Reaktionskräfte in einem ruhenden Zapfen, um den ein 
Körper des Systems drehbar ist, in einem Schraubengewinde oder einem 
Scharmer zwischen zwei Körpern gehören offenbar ebenfaUs zu den 
Kräften, die keine Arbeit leisten. 

Bei der Berechnung der Gesamtarbeit aller an einem System wäh- 
rend einer beliebigen Verrückung angreifenden Kräfte smd derartige 
Kräfte zu vernachlässigen- 
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§ 24. Die Koordinaten eines dynamischen Systems. 

Vom Standpunkt der Dynamik aus besteht ein materielles System 
aus Massenpunkten, die Bindungen und Zusammenhängen verschiedener 
Art unterworfen sind. So wird ein starrer Körper als ein System vgn 
Massenpunkten angesehen, die durch geeignete innere Reaktionskräite 
in unveränderlichem Abstand voneinander gehalten werden. 

Ist die Konstitution eines solchen Systems gegeben, nämlich Gestalt, 
Große und Masse seiner Teile und die darauf wirkenden^ Zwangskrai te, 
so kann seine Konfiguration zu behebiger Zeit als Funktion gewisser 
Größen angegeben werden, die mit der Konfiguration variieren und die 
Koordinaten des Systems heißen. So ist die Lage eines einzelnen freien 
Massenpunktes im Raum vollkommen festgelegt durch seine drei recht- 
winkligen Koordinaten x, y, bezogen auf irgend ein ruhendes Achsen- 
system, Die Lage eines einzelnen Massenpunktes, der sich nur in einer 
ruhenden, beliebig gebogenen engen Rohre bewegen kann, ist durch eine 
Koordinate völlig bestimmt, namhch durch die Lange 's des Rohren- 
bogens zwischen dem Punkt und einem als NuUpunkt gewählten' be- 
liebigen Punkt der Rohre. Die Lage eines starren Körpers' von dem ein 
Punkt festgehalten wird, ist durch drei Koordinaten völlig bestimmt, 
namhch durch die drei Eulerschen Winkel (p, yj des §’ iO Die I-age 
zweier durch einen gespannten undehnbaren Faden verbundener Punkte 
kann durch fünf Koordinaten festgelegt werden, nämlich durch die drei 
rechtwinldigen Koordinaten eines der Punkte und zwei det Richtungs- 
kosinus des Fadens, denn wenn diese fünf Größen bekannt sind, ist 
die Lage des zweiten Punktes eindeutig bestimmt. 

Aufgabe, Wieviel unabhängige Koordinaten bestimmen die momentane Lage 
eines starren Körpers, der bei semer Bewegung ständig eme gegebene ruhende 
glatte Fläche berühren muß? ^ ^ 

Wir werden gewöhnlich die Anzahl der zur Bestimmung der Kon- 
figuration eines Systems erforderhchen Koordinaten, der Lagenkoordi- 
naten, mit n bezeichnen und uns auf solche Systeme beschränken, iür 
die n endlich ist. Die Koordinaten selbst bezeichnen wir mit \ , ., q^* 
Wenn die Bindungen des Systems mit der Zeit variieren (wenn das System 
z. B aus einem Massenpunkt besteht, der sich auf einer Fläche bewegen 
muß, die ihrerseits mit konst^ter Winkelgeschwindigkeit um eine feste 
Achse rotiert), so kann es zur Bestimmung der Konfiguratj^on des Systems 
notwendig werden, den Koordinaten q^^, i.hir)zupifügen^ 

Die Großen werden häufig 'die'» ^oqrdinaten 

•?i» 22^ • • •> 2n entsprechenden Geschwindigkeiten genannt , 

Ein schwerer biegsamer Faden, der sich frei im Raum h,ewegeA kaap.-ist em 
Beispiel für diejenigen ‘dynamischen Systeme, die 'durch :Ö^c£ränkimg aui 
endhehes n ausgesöhlossen sind; denn die Konfiguratidn d^ ‘Fadens läiflt sich 
nicht mit Hilfe endlich vieler Parameter darpt^lem " x ' * . a ^ 'r 
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§ 25 . Holonome und nichtholonome Systeme. 

Wir müssen nun zwei Arten dynamischer Systeme auseinander- 
halten, deren Verschiedenheit für die analytische Behandlung der Be- 
wegung große Bedeutung hat. Der Unterschied möge an einem einfachen 
Beispiel erläutert werden. 

Wir betrachten die Bewegung einer Kugel von gegebenem Radius, 
die zwangläufig eine gegebene feste Ebene berührt, die wir zur 
A;-y-Ebene machen. Die Lage der Kugel ist in jedem Augenblick durch 
fiinf Koordinaten völlig bestimmt, nämlich durch die beiden recht- 
winkligen Koordinaten x, y des Kugelmittelpunktes und die drei 
Eulerschen Wmkel (p, y) des § 10, die die Drehung der Kugel um ihren 
Mittelpunkt festlegen. Die Kugel kann jede behebige Lage annehmen, 
sofern sie in Berührung mit der Ebene bleibt; daher können die fünf 
Koordinaten x, y, <p, yj voUig willkürliche Werte haben. 

Ist nun die Ebene glatt, so ist die Verrückung aus einer Lage 
mit den Koordinaten x, y, 'd‘, (p, y> in eine benachbarte, die durch die 
Koordinaten x dx,y dy , d'-\~d'd‘,cp-\-6q),y)-{-dy} defimert ist, 
wo dx, dy^d'd'y ö(p, dy) willkürliche unabhängige infimtesimale Größen 
sind, eine mögliche Bewegung, d. h. die Kugel kann sie ausfuhren, ohne 
die dem System auferlegten Bedingungen zu verletzen. Ist die Ebene aber 
vollkommen rauh, so ist dies bei willkürhcher Wahl -VQn8x,6y,6d'yd(p^6y) 
nicht mehr der Fall. Denn nun muß die Verrückung des Berührungs- 
punkts (bis auf Gheder höherer als erster Ordnung) verschwinden. Dies 
besagt, daß die Größen öx, dq)^ dy) nicht mehr unabhängig sind. 

In der Tat müssen sie zwei nicht -integrablen linearen Differential- 
gleichungen genügen. Für eine Kugel auf einer vollkommen rauhen Ebene 
ist also eine durch willkürliche infinitesimale Koordinatenänderungen 
definierte Bewegung nicht notwendig eine mögliche Bewegung. 

Ein dynamisches S 3 rstem heißt holonom, wenn eine durch wülkur- 
hche infinitesimale Koordinatenänderung dargestellte Bewegung stets 
eine mögliche Bewegung ist (Beispiel: die Kugel auf der glatten 
Ebene); wenn diese Bedingung mcht erfüllt ist, heißt es nicht-holonom 
(Beispiel: die Kugel auf der rauhen Ebene). 

Die willkürlichen infinitesimalen Koordinatenänderungen 

^qi, 

eines dynamischen Systems, die für ein holonomes System stets 
‘eine mögliche Bewegung definieren, müssen für ein nicht-holonomes 
System eine Anzahl, etwa m, Bedingungsgleichungen erfüllen, um einer 
möglichen Bewegung zu entsprechen. Die Zahl n — m heißt 'die Anzahl 
der Freiheitsgrade des Systems. Holonome Systeme sind also dadurch 
charakterisiert, daß die Anzahl der Freiheitsgrade gleich der Anzahl der 
unabhängigen Koordinaten ist, die die Konfigufatioü. des Systems fest- 
legen. 
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§ 26. Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen eines 
holonomen Systems^). 

Wir betrachten nun die Bewegung eines holonomen Systems 
mit n Freiheitsgraden. Seme Konfiguration zur Zeit t sei durch die 
Koordinaten bestimmt, Zi seien die Koordinaten eines 

Punktes mit der Masse mi m einem ruhenden rechtwinkligen Achsen- 
system. Diese Koordinaten eines einzelnen Systempunktes sind (ver- 
möge unserer Kenntnis der Konstitution des Systems) bekannte Funk- 
tionen der Lagenkoordinaten q-^, q^y . . und möglicherweise der Zeit, 
Diese Abhängigkeit sei daxgestellt durch die Gleichungen 

^ A (?lf • • y iny 

Vi == i)y 

^2» • • 

Es seien die Komponenten der gesamten (molekularen und 

äußeren) auf den Punkt einwirkenden Kraft. Dann lauten die 
Bewegungsgleichungen dieses Punktes 

X^ \ f Wj = Y^ , z^ = • 


Wir multiplizieren diese Gleichungen bezüglich mit 

^A ^ ^ 

Bq^ * dqr ' dq^ ' 

addieren sie und summieren über alle Punkte des Systems. So erhalten wir 


^m,{x 


dq, dq, + 


oqj ^ \ Bqr Bq^ Bq^J 


wo dasS 5 nmbol 2 die Summation über alle Punkte des Systems bedeutet, 
also entweder eine Integration (wenn die Punkte starren Körpern an- 
geboren), oder eine Summation über eine Anzahl Punkte. Es ist aber 

8qr % ög’n cif / dq/ 


also 


. dfi . dii 


($) 


?1+ 


8% 

8q^8q, 


d (. dxA 


dt 

dq^ 8qr 

dxj 

dqr 


?2 + --- + 



8t8qJ 


Lagrange: Micanique Andfytigue 1788, Secopde Partie, SeCtion IV. Die 
Gleichtingen fmden sich zuerst m einer früheren Abhandlnng von Lagrange; 
MiscelU Taurtn, Bd. 2. 176O- 
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daber ist 






Nun stellt die Größe 


(^ + yJ + 

die Summe der Massen aller Punkte des S3rstems dar, jede multipliziert 
mit dem halben Quadrat der zugehongen Geschwindigkeit. Diesen 
Ausdruck bezeichnet man als die kinetische Energie des Systems^). 
Vermöge unserer Kenntnis der Kohstitution des Systems können wir die 
kinetische Energie als Funktion von 

9l> ?2> • • » int 9.1» 9%* * • '* 9n* ^ 

berechnen®). Wir bezeichnen sie künftig mit 


^ ^9i> 9%» • • •» 9ni 9i» • • > 9^* 

und setzen voraus, daß sie als Funktion ihrer Argumente bekannt ist. Da 

^ A 4. 4- A 4- ^A 


ist Tlnd und ij gleichfalls hneare Funktionen von q^, • • -»qn sind, 
erweist sich T als quadratische Funktion von ?n‘ Wenn die 

Funktionen /, (p, ip die Zeit nicht explizit enthalten, (was immer der Fall 
jst, sobald die Bindungen des Systems von der Zeit unabhängig sind), 
sind X, y, z homogene lineare Funktionen von qz,..-» qm und T ist 
eine homogene quadratische Funktion von q-^, q^, • • -»qn- 

Aus der Defmitioii folgt, daß die kinetische Energie eines Systems wesent- 
lieh positiv ist; T ist daher eine positiv definite quadratische Form in ^ 3 , . 
Deshalb smd die Disknmmaute und ihre Hauptunterdotermmanten beliebiger Ord- 
nung positiv. 

Aus den Bewegungsgleichungen haben wir so die Gleichung ge- 
Wonnen 



Die linke Seite dieser Gleichung hängt von den einzelnen Punkten des 
Systems nur noch insoweit ab, als sie zu der kinetischen Energie T bei- 
tragen. Wir versuchen nun auch die rechte Seite in eme Form zu bringen, 
in der die einzelnen Punkte mcht mehr explizit auftreten. 


Daa Produkt aus Masse und Quadrat der Geschwmdigkeit eines Punktes 
nannte Leibniz die vis vivai Acta erud 1695t 

' Die Methoden zur Ausführung dieser Berechnung für starre Körper werden 

im 5. Kapitel dargestellt 


§ 26. Die Lagrangesclien Bewegungsgleichungen ein^s holoaomeii Systems. 39 


Dazu lassen wir das System eine Bewegung ausfüJiren, bei der 
die Koordinate qr in qr + ^q? übergeht, wahrend die Koordinaten 
^1, S'r+n . • "Md die Zeit — sofern sie als Koordinate auf- 

tritt — ungeandert bleiben. Da das System holonom ist, kann dies 
ohne Verletzung der Systembedingungen geschehen. Die Koordinaten 
des Punktes gehen bei dieser Bewegung über in 






dwi . 


Daher ist die Gesamtarbeit aller in den Punkten des Systems an- 
greifenden Kräfte 

Vf'v iA _L V % 










Unter den auf das System wirkenden Kräften sind nun solche, die 
keine Arbeit leisten. Zu ihnen gehören, wie wir in § 23 sahen: 

1. Die molekularen Kräfte zwischen den Punkten starrer Körper 
des Systems; 

2. Die Druckkräfte in Gelenkstangen invarianter Länge, die Re- 
aktionskraite in festen Zapfen und die Zugkräfte in gespannten undehn- 
baren Faden; 

3. Die Reaktionskräfte ruhender glatter Flachen oder Kurven, 
mit denen Körper des Systems in Berührung bleiben müssen, oder die- 
jemgen rauher Flachen, soweit diese in holonomen Systemen auf treten 
können; 

4 . Die Reaktionskräfte glatter Flachen oder Kurven, mit denen 
Körper des Systems in Berührung bleiben müssen, während diese 
Flächen oder Kurven selbst vorgeschriebene Bewegungen ausführen. 
Denn die oben betrachtete Bewegung vollzieht sich unter der Voraus- 
setzung, daß t, sofern es überhaupt als Koordinate auftritt, nicht variiert, 
d. h. daß die Flachen oder Kurven während des Ablaufs der betrachteten 
Bewegung ruhen. Damit ist dieser Fall auf den vorigen zurückgefuhrt. 

Die Kräfte, die neben diesen ohne Arbeitsleistung wirkenden Kräften 
an dem System angreifen, heißen äußere Kräfte. Daraus folgt, daß 



die von den äußeren Kräften geleistete Arbeit bei der Bewegung dar- 
stellt, die dem Übergang von qr zu entspricht, waluend die 

'übrigen Koordmaten ungeändert bleiben. Da wir die Konstitution des 
Systems und die angreifenden Kräfte kennen, ist diese Größe eine be- 
kannte Funktion von ?2, . . Jn, Wir bezeichnen sie mit 


dt 




Qr 


Demnach ist 


(r = 1,2, . . w) . 
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II. Kapitel: Die Bewegungsgleichungen. 


So erhalten wir n gewöhnliclie DifferentialgleicKungen zweiter Ordnung, 
in denen abhängigen Veränderlichen, t die unabhängige 

Veränderliche sind. Da die Zahl der Differentialgleichungen gleich 
der Zahl der abhängigen Variablen ist, sind die Gleichungen theoretisch 
hinreichend zur Bestimmung einer Bewegung mit gegebenen Anfangs- 
bedingungen. Dieses Ergebnis fassen wir folgendermaßen zusammen: 

Es sei T d-ie kinetische Energie eines dynamischen Systems und 
Ql ^^1 "1" Qi • "t“ ön Arbeit der äußeren Kräfte hei einer will- 
kürlich gewählten Lagenänderung ((5^1, wobei T, . . .,<3n 

vermöge unserer Kenntnis der Konstitution des Systems bekannte Funktio- 
nen der q-y, q^, , . q^, ^ 2 ^ • • •» 1 Dann kann man die Bewegungs- 

gleickungen des Systems in der Form schreiben 



(r=:1,2,.. ,n) . 


Man nennt sie die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. Die unbekann- 
ten Reaktionskrafte (z. B. die Zwangskrafte) gehen in die Gleichungen 
nicht ein. Die Bestimmung dieser Reaktionskräfte ist Aufgabe eines 
besonderen Zweiges der Mechanik, der Kinetostatik^). Man kann also 
sagen* In den Lagrangeschen Gleichungen sind die kinetostatischen Kräfte 
eliminiert. 


§ 27. Konservative Kräfte ; das kinetische Potential. 

Gewisse Kraftfelder haben die Eigenschaft, daß die von den Kräften 
des Feldes geleistete Arbeit bei der Bewegung eines d5niamischen Systems 
nur von der Anfangs- und Endlage des Systems abhängt; d. h. sie hat 
denselben Wert, gleichviel aus welcher Folge infinitesimaler Verdickun- 
gen die endliche Bewegung sich zusammensetzt. 

Dxe Schwere erzeugt bekanntlich ein Kraftfeld dieser Art. Die Arbeit der 
Schwerkraft bei der Bewegung eines Punktes der Masse m aus emer Lage in der 
Höhe h in eine andere Lage in der Höhe k über der Erdoberfläche ist (ä — A), 
hängt also nicht von dem Weg ab, auf dem der Punkt aus der einen Lage in die 
andere übergeführt wird. 

Kraftfelder dieser Art heißen konservativ. 

Die Konfiguration eines dynamischen Systems sei durch die Koordi- 
naten qy, q^,...,qn gegeben. Man nimmt eine Konfiguration des Systems, 
etwa die zu den Koordinaten 

gehörige, als Grundkonfiguration. Sind die auf das System wirkenden 
äußeren Kräfte konservativ, so ist die von diesen Kräften bei einer 
Verrückung des Systems aus der Konfiguration {q^, q^, ?n) m die 

Grundkonfiguration geleistete Arbeit eine bestimmte Funktion, der 

1) Vgl. Heun: Jahresher. d. D. Math. V. Bd. 9, S. 1. 1900. 
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§ 28 Die explmte Form der Lagraagescheii Gleidningen. 


q\, 32. • • •. 3 ». Verrückung unabhängig ist. Diese 

mit F(?i, 32, • • 3n) bezeichnete Funktion nennt man die •poteiüielle 
Energie^) des Systems m der Konfiguration [ q ^, 3*, . . 3»). Die Arbeit 
der äußeren Kräfte bei einer -wilLlkurlichen Lagenanderung d3i, bq^ . . ■, ^q«. 
ist dann offenbar gleich der infinitesimalen Abnahme der Funktion V , 


also gleich 




— 6q,-...--^Jqn. 


Die Lagrangeschen Gleichungen nehmen daher die Form an 


^( 8 T\ er ^ dV 

dt \dqj dqr Ö3, 


(r= 1,2, 


Fuhren wir eine neue Funktion L der Variablen 3^, 3*, . . ., 3«, 3 i. 32 . • • ■> 3 'n. i 
ein vermöge der Gleichung 

L = T-V. 


so können wir die Lagrangeschen Gleichungen so schreiben 


±(^\ 
dt \dq,) 



(r=i, 2 ,.. ,«). 


Die Funktion L heißt kindisches Potential oder Lagrangesche Funktion. 
Sofern nur dynamische Untersuchungen in Frage kommen, wird ein 
holonomes System unter der Einwirkung konservativer Kräfte durch 
diese Funktion aUein vollständig charakterisiert. 


§ 28. Die explizite Form der Lagrangeschen Gleichungen. 

Wir zeigen nun, wie man aus den Lagrangesche Gleichungen die 
zweiten Ableitungen der Koordinaten nach der Zeit explizit erhalten 

Die Konfiguration des dynamischen S3istems sei durch die Koordi- 
naten 3i. 32. . • 9n allein, ohne t, völlig bestimmt, so daß die kinetische 
Energie des Systems eine homogene quadratische Funktion von 
3 , 3«. . . 3« -wird. Nach § 26 ist dies stets der Fall, wenn die Nebenbedm- 

^ngen von der Zeit unabhängig sind, im allgemeinen aber rächt, wenn 
die NebenbedingTingen erzwungene Bewegungen einschließen (wie bei da 
zwangläufigen Bewegung eines Punktes auf einer rotierenden Kurve). 

Die kinetische Energie sei also 

y?o ati = Uli ist und die Koeffizienten «n bekannte Funktionen von 
3i. 32. • • ■ ' 

1) Die PotentialEunktion wurde durch. Lagrange 1773 emgeftthrt: Oewores 
Bd. 6, S. 335. Der Name Potential rührt von Green her (I828). 
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ll. Kapitel; Die Bewegungsgleichungen. 


Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Systems lauten 

oder dt\dqj dq^ 

Tt {2 ?•) - ^2 ^ ir=i.2 n) 

oder ^ n n 

2 + 2 2 l^rl {r=i,2... .,n) , 

« = 1 Z=1 ^ 

WO das Chnstoffelsche SymboB) die Größe ““ 

bedeutet. L ^ J \ ?w S'i Qt J 

Da diese Gleichungen hnear in den Beschleunigungen sind, können 
sie nach den qg aufgelost werden. D sei die Determinante 



«12 . . 

. «i„ 

l-l 

^22 ' 

■ ^271 


^2 * 



und Ars ihre zu Ors gehörende Unterdetenninante. Multiplizieren wii 
die n Gleichungen des obigen Systems mit A^^j . . 

addieren wir sie und berücksichtigen wir, daß ^Arv^s den Wert D 
oder Null hat, je nachdem, ob s = v oder s + ist, so erhalten wir 

^'^<'+22 2^'^ 


Z = 1 r»l 

n n 71 




i=l r«l 


' iH 1 

y y , ^rvQr (v = 1 , 2 . . . , > 2 ) . 

f=l 


Diese n Gleichungen, die q^, . ?n explizit als Funktionen von 
?ii $^21 ■ ■ -1 3"«* ^ 1 * ^ • - y qn darsteUen, sind den Lagrangeschen Be> 

wegungsgleichungen äquivalent. 

§ 29. Die Bevsregung eines Systems, das gezwungen ist, 
gleichförmig um eine Achse zu rotieren. 

In vielen dynamischen Systemen ist ein Teil durch äußere Ein- 
wirkung gezwungen, sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um 
eine ruhende Achse zu drehen. Die Bewegung einer Glasperle auf einem 
rotierenden Draht ist ein einfaches Beispiel dafür. Zwar kann man, wenn 
das System holonom ist, auch dann die Lagrangeschen Gleichungen 

Das Symbol wurde von Chnstoffel eingeführt: Journal für Math Bd. 70. 
1869, es ist von- Bedeutung für die Theone der quadratischen Differentialformen. 


! 



§ 29 Die Bewegung eines Systems 
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benutzen. Bequemer ist jedoch oft die Anwendung des im folgenden 
abgeleiteten Satzes, der die Untersuchung eines derartigen Systems auf 
die eines solchen zurückfuhrt, in dem keine erzwungene Rotation statt- 
findet. 

Das System möge, ohne Berücksichtigung der erzwungenen Rota- 
tion, n Freiheitsgrade haben. Wahlen wir die gegebene Achse als z- 
Achse, und rechnen wir das Azimut <p von einer durch diese Achse gehenden 
Ebene an, die mit der vorgeschriebenen Winkelgeschwindigkeit rotiert, 
so können die Zyhnderkoordinaten eines beliebigen Punktes m des 
Systems als von der Zeit t unabhängige Funktionen der Koordinaten 
^i> 1 daxgestellt werden, in die die Zeit t mcht eingeht. Ist 

dann T die kinetische Energie des Systems bei der tatsächlichen Be- 
wegung und + 02^0^2 + • • • + die Arbeit der äußeren 

Kräfte bei einer willkürlichen infinitesimalen Bewegung, wo Ö2> • • • ^ ö« 
nur von den Koordinaten $'21 • • • * ?n abhängen sollen, und ist T-^ die 
kinetische Energie des Systems, wenn die erzwungene Winkelgeschwin- 
digkeit gleich Null gesetzt wird, so ist 

T = + r^ + r^[(p+ cü)^}, 

Fi= l^m{z^ + 

Da wir das System kennen, ist i^mr^= W eine bekannte Funk- 
tion von g'i, ^2» • * * » Größe ^mr^cp ist ebenfalls eine bekannte 

Funktion der ^1, q^, und zwar ist sie linear in 

^1, 5^2» • • -1 ?« Sie wird Null, wenn bei verschwindendem cü kein Punkt eine 
Bewegungskomponente in der 95-Richtung besitzt. Ist w = 1 , also nur 
eine Koordinate q vorhanden, so wird die Große die totale Ableitung 
einer Funktion von q nach t. Diese beiden Falle kommen am häufigsten 
vor, und wir tragen beiden Rechnung durch die Annahme, daß ^mr^cp 

die Form -rr hat, wo Y eine gegebene Funktion der Koordinaten 
dt 

9x, ? 2 , • • • , ?« ist. Daher .ist 

dV 

J= Ti+cü^ + cü^W. 


und die Lagrangeschen Gleichungen 

dtxdqr) dq. 


(>■= 1 , 2 ,...,«) 


können in der Form geschrieben werden 



(r=l,2,. .,«) 


oder 


d /arA dTi _ 
dt \ dq, ) dq, 



^ay^Wy + Qr {r=\,2, ..,«). 
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II. Kapitel. Die Bewegungsgleichnngeii. 


Diese Gleichungen zeigen, daß die betrachtete Bewegung sich so voll- 
zieht j als wäre die erzwungene Winkelgeschwindigkeit Mull und als erhielte 
die potentielle Energie das Zusatzglied Durch eine Ab- 

änderung der potentiellen Energie können wir also von einem System 
mit erzwungener Rotation um eine gegebene Achse zu einem solchen 
ohne diese Rotation übergehen. Die Scheinkräfte, mit deren Hilfe man 
hier die Wirkung der erzwungenen Rotation darstellt, bezeichnet man 
auch als Zentrifugalkräfte. 


§ 30 . Die Lagrangeschen Gleichungen in Quasi-Koordinaten. 

In der in § 26 gegebenen Form der Lagrangeschen Gleichungen sind 
die Variablen die Koordinaten §'2^ • • • > Zeit t. Da die 

Kenntnis dieser Größen zusammen mit der des Systems zur Bestimmung 
der Lage jedes Systempunktes hinreicht, bezeichnet man ^2» • • • > als 
wahre Koordinaten des Systems. Welche Form nehmen aber die Lagrange- 
schen Gleichungen an, wenn wir die Beschränkung auf wahre Koordi- 
naten fallen lassen^) ? 

Ein durch n wahre Koordinaten q^,.--,qn definiertes System 
habe die kinetische Energie T. Die Arbeit der äußeren Kräfte bei einer 
Verriickung (<5^i, dq ^, . . sei Qi^q^ + + • • • + Dann 

lauten die Lagrangeschen Gleichungen 


( 1 ) 



(x — 1,2,...,^). 


Es seien n vonemander unabhängige Linearkonlbinationen 
cüi, oig, . . der Geschwindigkeiten ^1, ^2* • • - ^ 9» definiert durch die 
Gleichungen 

(2) (Of == g'i + «ar ^2 + • • • + kn (r = 1, 2, . . ri)t 


wo öCii, «21 , . . «nn gegebene Funktionen der g'j, q^,>..,qn bedeuten. 
Ferner seien n Linearkombinationen dniidn^ • • ^^dn^ der Differentiale 
dq^,dq^, . . .tdqn definiert durch die Gleichungen 

dnr = 0(.^r^qi + <^%r^q% + ' * ^ + ^nr^qn (^ = 1, 2, . . ., w), 


deren Koeffizienten a mit denen des vorstehenden Gleichungssystems 
übereinstimmen. 

Diese letzteren Gleichungen wurden unmittelbar integrabel sein, 


weim die Relationen 






für alle Werte «, r, m erfüllt waren. 


Sqm Sq>c 

In diesem Falle wurden wahre Koordinaten existieren. Da die Glei- 


1) spezielle Fälle des in diesem Abschnitt behandelten Satzes waren Lagrange 
und Euler bekannt. Die verallgemeinerte Form der Gleichungen ist von Boltzmann: 
Wiener Sitzungsberichte Bd. lil, S 1603- 1902; und Hamei: Zeitschr. f Math, u 
Phys. Bd 50, S 1 1904. 


§ 30. Cie Lagrangesdien Gleichungen in Quasi-Koordinaten. 
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chungen aber nicht notwendig integrabel sind, sind auch dni, dn^, . . dn^ 
nicht notwendig Differentiale von Koordinaten ^2»- • •y^n^ Wir be- 
zeichnen sie als Differentiale von Quasi-Koordinaten. 

Die nach ^2» • • • ^ aufgelösten Relationen ( 2 ) mögen die 
Gleichungen 

( 3 ) ■ ^y< ß>tl ^«2 ^2 ■ • • "f” ß*tn f » 2, . . . , w), 

ergeben. Durch Multiplikation der Lagrangeschen Gleichungen ( 1 ) mit 
ßui ß%r» • • »y ßnr luid Addition erhalten wir 

Nun ist die Arbeit der äußeren Kräfte an dem System bei 

H 

einer willkürlichen Verruclcung, daher ^ßnrQ»* < 5 ^r die Arbeit bei einer 

Verrückung, bei der alle Größen &7t mit Ausnahme von dn^ verschwinden. 
Wenn also die Arbeit der äußeren Kräfte an dem System bei einer will- 
kürlichen infimtesimalen Verrückung {dn^, ötc^, . . . , 671^) gleich 

+ ... + nnd 7 t^ 

ist, so haben wir 

2ßAm-wh-'- 

Vermöge der Gleichungen (3) können wir q^, q^, .... q^ aus der 
Funktion T eliminieren, so daß T eine Funktion von coj^, (o^, .... co„, 
?i. ?2. • • •» ?n wird. (Zur Vereinfachung nehmen wir an, daß f in T mehl 
explizit vorkommt.) Diese Form von T werde mit T bezeichnet. Dann ist 

df 

und deshalb 


M ^ S 

Nun ist 


dt Xdcog) dcOg dt 


Daher erhalten wir 



r 0 für r + s , 
1 1 für r = 5 . 


8 T 



dt\dwr) ^<0, 


-Za 


HT — -LJ-r • 




Außerdem ist 


^ = . V doc^,._ 

Sqn , 8co, dq^ Öy» ^ 'T' 8(o, dq„ ’ 
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II. Kapitel* Die Bewegüngsgleichungen 


folglich 

m-ssp. 


6T . ( d»^, 



"V« ^ oder 4^ würden mm -r— darstellen, wenn 

S?« a^ir 

31, eine wahre Koordinate wäre. Wir benutzen dafür das S3nnbol , 


gle ic hviel ob 3r, eine wahre Koordmate ist oder nicht. Der Ausdruck 


22^ 

X m 


IdoL^ 



5 ?« / 


hangt nur von der Beziehung zwischen den wahren Koordinaten und 
den Differentialen der Quasi-Koordinaten ab und ist unabhängig von der 
Beschaffenheit und Bewegung des Systems. Wir bezeichnen ihn mit 
. Somit erhalten wir 


dt 


fdT\ , "VV 


-- ^^_7T 

~ djtr~ ■ 


(r=i, 2 ...,n) 


Diese fl Gleichungen sind die Bewegungsgleichungen m Quasi-Koordi- 
naten. Sind die Quasi-Koordinaten wahre Koordinaten, so sind die 

Großen Vfsi alle Null, da die Bedingungen erfüllt sind, und 

die Gleichungen reduzieren sich auf die gewohnhdien Lagrangeschen 
Gleichungen 


dAdkJ Bji, " 


(r = l,2, 


Aufgabe, Ein stairer Körper sei um einen seiner Punkte drehbar. Als 
Koordinaten des Körpers kann man die drei Eulerschen Winkel <p, V’ 
wählen, die (§ 10 ) die Lage der im Körper festen mitbewegten Achsen Oxye 
gegen die im Raum festen Achsen OXYZ bestunmen. Die willkürhche Be- 
wegung (dl?. S(p, 6yf) des Körpers sei der Resultante der infmitesimalen 
Rotationen djtjj d^g um Ox, Oy, 0 ^ Aqm valent, so daß man djti, dji^ als 
Differentiale von Quasi-Koordmaten wählen kann, aij, 0)3 seien die Kompo- 
nenten der momentanen Winkelgeschwindigkeit des Körpers nach den Achsen 
Oxyz, so daß dsti, dn^, d^^ die den Geschwmdigkeiten « 1 , cüg, co^ entsprechenden 
Differentiale der Quasi-Koordmaten amd Man beweise, daß die Bewegungs- 
gleichungen des Körpers lauten 



i dT\ 


BT 

+ 


dT 

dT 

= 17i, 

dt ' 

^ dtoj 

— a>3 

dco^ 

ö)a 

ÖOJ. 

djti 

d 1 

ldT\ 


df 

+ 


df 

df 

= 77a , 

57* 

KdmJ 

- 6 O 1 

öto. 

0^8 

dcol 


d 1 



df 

+ 


df 

df 


57* 

\da>J 

- wa 


Cüi 

dco^ 

ÖTTa 

=3 ■ 


§31 Kräite, die aus einer PotentialiunMion entspringen. 


47 


Dann ist T die kinetisclie Energie des Körpers, dargestellt als Funktion von 
coi, ojj, cog, cp, \p\ TTj, iZg, TTg sind die Momente der auf den Körper wirkenden 

äußeren Kraft um die Achsen Ox, Oy, Oz Unter -k— ist zu verstehen* 


ÖT öd- ST Sq) dT dyj 

&d' djij. dcp djc,. dyj dsr ,. ' 


Später wird sich zeigen, daJß T nur von cog, oig abhängt, so daß die Glieder 
^ n 

wegfallen 

§ 31. Kräfte, die aus einer von den Geschwindigkeiten 
abhängigen Potentialfunktion entspringen. 

Gelegentlich kann eine Potentialfunktion oder die potentielle Energie 
auch für solche dynamische Systeme eingeführt werden, deren wirkende 
Kräfte nicht allein von der Lage, sondern auch von den Geschwindig- 
keiten und Beschleunigungen des Körpers abhangen. 

Ein dynamisches System habe die Lagenkoordmaten g'j, , q^^. 

Die Arbeit der äußeren Kräfte bei einer willkürlichen Verrückung 
■ • . . sei 

öl + Qi + ■ • • + Qn^Qn • 


Laßt Qr sich dann in der Form darstellen 
^ _öF 

dq^ dt dqr, 


{r = \,2,.. .n), 


wo V eme gegebene Funktion von q^, q„ . . . , g», gj, gj, . . . , g» ist, so 
werden die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 


d t \ dqj dqr " dt \dqj 


(r= 1,2, . . .,w). 


Definieren wir daher ein kiiq.etisches Potential L durch die Gleichung 

L == r -- F, 

so erhalten die Gleichungen die übhche Gestalt 


dt\dqj 


(y= 1,2, 


Die Funktion V kann als eine Verallgemeinerung der potentiellen 
Energie aufgefaßt werden. Ein Beispiel für em derartiges System gibt 
die Bewegung eines* Punktes, der dem Weberschen Gesetz der elektro- 
dynamischen Anziehung^) nach einem festen Punkt unterworfen ist. 
Dabei wirkt auf den Punkt die Kraft pro Masseneinheit 



1) Weber, W: Annalen d, Phys, Bd 73, S. 193 1848. Vgl. Whittaker: 

History of the Theoih.es of Aeiher and Electrictiy S. 226 — 231- ' 
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II. Kapitel; Die Bewegungsgleichungen 
In Anziehungszentrum bedeutet. 

^ j ^ V cV 

■Aufgabe. Die Kräfte Q, O n 

Lagenkoordinaten ffi, ff,. .. ff dynamischen Systems mit den 

funktion V ab, sc dai " verallgememerten Potential- 


d?r ^ dt \ dqj 


Man beweise, daß 0.0 n i t. 

den n(2n-i) oÄSgen’ÄSn“® ^Funktionen von 5 ^ 31 ^^, die 

■ggf_ 

Uff* dg, d-/ \ H- . 

i.£ _ d0,\ 

_ . _ d?, 2 dt\8gt 'd^J- 

tentiaJs der Kräfte^vgL^^ Bedingungen für die Existenz emes kinetischen Po- 
Hehnholfa: Journal für Math. Bd, loo 1806 

§ 32. Anfahgsbewegungen. 

mischen ysSoten^ 

nen lösen. Jedoch kann man «n ® bekannte Funküo- 

immer (außi m d^ »ifferenüalgleichungen 

mcht zi hetralrb^SyjV'Tn "“S^'^^^ten, L wm hier 
«r die abhäijigen VeriableTL 7 mtegriered, d. h. 

— «j + Jji ^ + . . . , 

?a == «8 + + C2^* + + . . . . 



Ei«Se„"dii .*.»... derdi 

der Koeffizienten der verschiedenen mid Nullsetzen 

konvergieren im aJlgemSnm S Entwicklungen 

KonvCTgenzkreises der komplexe^ ^E^Te 

AdfedWdß über den Aniangs- 

an rechnet, so smd iT' Ti TT' i”f •*“ 

»as Mgenie BeispS Ägi '^fnT^rd^^^rT*' - 
bdwegnrrg eines S^emstrtonTen Tnn 
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Beisptel Ein Punkt von der Masse 1 sei in emer Ebene beweglich und ur- 
sprünghch in Ruhe Auf ihn wirke em Kraftfeld, das in emem beliebigen Punkt 
{x, y) der Ebene die Komponenten X, Y in Richtung fester rechtwinkhger Achsen 
hat. Man bestimme den Krümmungsradius der Bahn zu Begmn der Bewegung. 

Es seien ^ f , y -H ^ die Koordinaten emes dem Ausgangspunkt [x, y) 
benachbarten Punktes, wo f und infimtesimale Größen smd. Dann lauten die 
Bewegungsgleichungen 


? = + y + ^) 




dX(x,y) dX[x,y) 


dx 


+ 'n 


dy 


V = y) + ^ 


dY{x,y) 


dx 


+ V 


dY{x,y) 
dy + 


Setzen wir für f und tj die Entwicklungen an 




(sie enthalten keine medngeren Potenzen als da ?/, ^ für ^ = 0 verschwinden), 

und führen wir sie m die Differentialgleichungen em, so ergibt der Vergleich der Ko- 
effizienten der verschiedenen Potenzen von t die Relationen 


« = Y y ) . 
d = j-y(^,y). 




= 0 , 


Die Bahn des Massenpunktes in der Umgebung von (x, y) ist daher gegeben durch 
die Reihen 


t-^. + ±{x§+y^,.+ .... 

WO M = 

Sind die Koordinaten f , ?? einer Kurve Funktionen des Parameters u, so 
ist der Krümmungsradius im Punkte u bekanntlich 


d^rj dr\ 

dv^ du du^ du 


Der gesuchte Krümmungsradius der Bahnkurve im Anfangspunkte m = 0 ist daher 


3 + y*)* 



§ 33. Ähnlichkeit dynamischer Systeme^)* 

Zu irgend emem System miteinander verbuüdener Massenpunkte 
und starrer Körper kann man auf Grund veränderter Maßstabe ein 

1) Newton Pnncipia Lib. II, Sect. 7, Frop. 32. 


Whittaker, Dynamik. 
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II, Kapitel; Die Bewegungsgleidiungen. 


I. 




ähnliches System konstruieren. Stehen die Massen bzw, Kräfte der 
beiden Systeme, die wir das Urbild und Abbild nennen können, je in 
festem Verhältnis zueinander, so sind die Wirkungen beider Systeme 
ähnlich, erfolgen aber nicht mit derselben Geschwmdigkeit, sondern 
mit Geschwindigkeiten, die in konstantem Verhältms zueinander stehen. 
Wir bestimmen die Beziehung zwischen den verschiedenen Maß- 
stabsandeningen. Die linearen Abmessungen des Urbilds und Abbilds 
mögen sich wie x : 1 verhalten, die Massen entsprechender Punkte wie 
y . 1 , die Geschwindigkeiten wie z:\, so daß die Zeiträume zwischen 
entsprechenden Phasen im Verhältnis 1 : z stehen. Die Kräfte endhch 
mögen sich wie w ; 1 verhalten. 

Jeder Massenpunkt genügt einer Bewegungsgleichung der Form 

mx = X . 

Ändert sich also m im Verhältms y : 1, 5: im Verhältnis xz^ X im 
Verhältnis w :i, so muß 

w = xy z^ 

sein. Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen den Zahlen x, y, z, w. 

Beispiel. Sind die ^wirkenden Kräfte die der Schwere, so ist u; = y und folg- 
lich 1 , Die Geschwindigkeiten verhalten sich also umgekehrt wie die 

Quadratwurzeln aus den linearen Dimensionen. 

Sind die Kräfte diejenigen der gegenseitigen Gravitation der Punkte, so daß 
jeder Punkt jeden anderen mit einer Kraft anzieht, die dem Produkt aus den 
Massen und dem reziproken Quadrat der Entfernung proportional ist, so wird 

* i n 

w = Die Geschwindigkeiten stehen daher im Verhältnis 


§ 34, Bewegung bei Umkehrung der Kraftrichtung. 

Wir betrachten den speziellen Fall der Ähnhchkeit w/ — — 1. 

Die Bewegung eines Systems, dessen Bindungen von der Zeit unab- 
hängig sind und dessen wirkende Kräfte nur von der Lage des Massen- 
punktes abhängen, ist bestimmt durch die Lagrangeschen Gleichungen 



(y=l,2, 


Darin ist die kinetische Energie T eine homogene quadratische Funk- 
tion der Geschwindigkeiten die noch beliebig von den 

Koordinaten q^, abhängt, wahrend eine Funktion der 

Lagenkoordinaten q-^, q^, allein ist. Wir führen eine neue un- 

abhängige Variable ein durch die Gleichung t = wo i = ist. 
Akzente sollen Differentiationen nach dieser neuen Variablen t andeuten. 


d (8T\ dT 

Da — und ^ homogen vom (—2)*®“ Grade in dt sind, gehen die 
obigen Gleichungen über in 




(r=l,2,...,w), 


( 



§ 35 . Stoßbewegting. 51 

WO £ in derselben Weise von q%> ^ - ^qn abhängt wie T 

von qiy ^2» • • *> qn» 9^2» • ■ '» ?«• 

Bedeutet aber x an Stelle von t die Zeit, so sind die letzteren Glei- 
chungen die Bewegungsgleichungen des ursprünglichen Systems unter 
der Einwirkung gleich großer, aber entgegengesetzt gerichteter Kraite. 
Sind überdies ßv • • •» i®» die Anfangswerte von 

^2» • • •! ^n, qx» fhr eme spezielle Bewegung des ursprünglichen 

Systems, so sind —ißit ^^^2 ^ißn die entsprechen- 

den Werte in dem transformierten Problem. So erhalten wir den 
Satz : In einem beliebigen dynamischen System, dessen Bindungen von 
der Zeit imabhängig imd dessen wirkende Kräfte Funktionen der Lageur* 
koordvnaten allein sind, bleiben die Integrale der Bewegirngsgleichungen 
reell, wenn man t durch ix imd die Anfangsgeschwindigkeiten ß^, ß^, » , .,ßn 
durch ^ißi, —iß ^» . . --ißn ersetzt. Die so erhaltenen Ausdrücke stdlen 
die Bewegung des Systems für den Fall dar, daß an ihm, unter sonst 
gleichen Anfangsbedingungen, gleich große, aber entgegengesetzt gericUete 
Kräfte angreifen. 


§ 35. Stoßbewegung. 

In bestimmten Fallen, z. B, bei dem Stoß starrer Körper, ändern 
sich die Geschwindigkeiten der Massenpunkte eines dynamischen Systems 
so schnell, daß die dabei verstrichene Zeit in der analytischen Darstellung 
des Vorganges vernachlässigt werden kann. 

Die Gesetze^) derartiger „impulsiver Bewegungen^* zeigen weit- 
gehende Analogie mit denen der Bewegung infolge endlicher Kräfte 
und lassen sich folgendermaßen aussprechen. Das Produkt aus dem 
Betrag der Masse des Punktes und dem Vektor seiner momentanen 
Geschwindigkeit ist ein Vektor auf einer Geraden durch den Punld: 
und wird als die momentane Bewegimgsgröße des Punktes bezeich- 
net^). Die Bewegungsgröße eines Punktes mit der Masse m und 
den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z hat daher in Richtung 
der Achsen die Komponenten mx, my, mz. Als Komf>onente der 
Bewegimgsgröße eines Systems von Massenpunkten in einer bestimmten 
Richtung bezeichnet man die Summe der Komponenten der Bewegungs- 
großen aller Punkte m dieser Richtung, Die impulsive Geschwindigkeits- 
anderung in emem System kann damit erklärt werden, daß den einzelnen 
Systempunkten plötzlich Bewegungsgrößen erteilt worden sind. 

Die Große einer Einwirkung, die eine impulsive Bewegung eines 
Systems verursacht, ist durch diejenige Bewegungsgröße zu messen, 

1 ) Sie waren m den von Wallis und Wren 1668 entdeckten Stoßgesetzen 
enthalten: Phil, Trans, Nr. 43, S. 864 , 867. 

*) Bewegungsgröße ist die quantitas moiits in Newton." Prindpia Buch I, 
Def. 2. Die Idee kann bis auf Descartes zuruck verfolgt werden. 


4 * 
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die sie einem einzelnen freien Massenpunkte erteilen wurde. Hat ein 
Punkt der Masse m vor dem Impuls die Geschwindigkeitskomponenten 
^oi ^0 Richtung im Raume fester Achsen, nach dem Impuls die 
Geschwindigkeitskomponenten Uy ü, w, dann stellt der Vektor mit den 
Komponenten 

w(w — Uq)^ m (v — Vo)y m{w — Wq) 

auf einer Geraden durch den Punkt den auf den Massenpunkt wirkenden 
Impuls dar. 

Für die Diskussion der impulsiven Bewegung eines Systems ver- 
bundener Punkte ist offenbar ein Erfahningsgesetz notwendig, ähnlich 
dem Gesetz der Aktion und Reaktion endlicher Kräfte. Wir können es 
sö aussprechen: Der Gesamtimpuls auf einen Massenpunkt des Systems 
setzt Sich zusammen aus dem äußeren Impuls auf den Punkt und aus 
Impulsen %n Richtung sevner Verbindmgslinien mit allen Punkten des 
Systems^ die durch Bindungen seine Bewegung beeinflußen. Der äußere, 
d. h. der dem Punkt von außerhalb des Systems erteilte Impuls wird da- 
bei gemessen durch die Bewegungsgröße, die er als freier Punkt erhalten 
wurde, und die von zwei verbundenen Massenpunkten einander erteilten 
Impulse sind von gleicher Große,, aber entgegengesetzter Richtung, 

Werden die Komponenten eines Impulses als Zeitintegrale der 
Komponenten einer gewöhnlichen endlichen Kraft von außerordenthchei 
Größe, aber sehr kurzer Wirkungsdauer aufgefaßt, so steht das soeben 
ausgesprochene Gesetz im Emklang mit dem Gesetz der Aktion und 
Reaktion endlicher Kräfte. 

Änderung der kinehschen Energie infolge von Impulsen 
Die Änderung der kmetiachen Energie eines dynamischen Systems, auf dessen 
Punkte eine gegebene Impulsfolge einwirkt, kann folgendermaßen bestimmt werden 
Ein Punkt der Masse m erleide einen Impuls 1, dessen Richtungskosinus 
gegen feste Koordinatenachsen l, fi, v amd Seme ursprünghche Geschwindig- 
keit Vq m einer durch die Kosmus Lq, Mq, Nq bestimmten Richtung werde in 
eiije Geschwindigkeit v m Richtung L, N übergeführt. Die Gleichungen der 
impulsiven Bewegungen sind 

^ m{v L -t-v^Lq) IX, m{v M — = Ifi, m{v N — = Iv . 

Multipliziert man diese Gleichungen beziehungsweise mit 

• i{vM + v,Mo), 4(oiV + o„N,) 

und addiert, so erhält man 

i — + + N^v) . 

Die Ändening der kinetischen Energie des Systems ist daher gleich dem 
Pto dukt aus dem Impuls und dem Mittelwert der Geschwmdigkeitskomponenten 
deq Massenpunktes vor und nach dem Stoß in Richtung des Impulses. 

Wir betrachten nun ein dynamisches System, das aus verbundenen Massen- 
pU^rkten und starren Körpern zusammengesetzt ist, denen gegebene Impulse erteilt 
werden. Wenden wir unser Resultat q-uf jeden .einfeelnen Ißestandteil des Systems 
^ und summieten, qo ergibt aich^ Die Änderung der kinetischen Energie des Systems 
ist gleich der ^umme der ihm erteilten Impulse, deren jeder multipliziert ist m%t dem 



§ 36 Die Lagrangeschea Gleichuügeu der StQßbewegung 
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Mittelwert der Geschwxndigheitskomponcnten des betreffenden Angriffspunktes vor und 
nach dem Impuls in Richtung des Impulses Dabei können offenbar die gegen- 
bcitigen Impulskräite der Moleküle der starren Körper des Systems vernachlässigt 
werden 


§ 36. Die Lagrangeschen Gleichungen der Stoßbewegung. 

Die Gleichungen der Stoßbewegung eines dynanuschen Systems 
können in eine Form^) gebracht werden, in der sie den Lagrangeschen 
Gleichungen der Bewegung unter dem Einfluß endlicher Kräfte analog smd. 

Es seien XiyYi, die Komponenten des gesamten (äußeren und 
molekularen) Impulses auf einen Massenpunkt Wi des Systems mit den 
Koordinaten Xx,y%> z^. Die Gleichungen der impulsiven Bewegung 
des Punktes sind dann 


(Xi — tVi — y,o) = (^£ 

wo Xio, yiü, ^lo und Xi, y^y die Geschwindigkeitskomponenten des 
Massenpunktes vor und nach dem Impuls bedeuten 

Sind ji, ^2, . . die n unabhängigen Lagenkoordinaten des 
Systems, so ist daher 


l 


•.{(*. - Xio) || + ( 3 '* “ ^ Wr } “ 

'SqJ’ 




wo die Summation über alle Punkte des Systems zu erstrecken ist. 

Fuhrt man die Summation auf der rechten Seite dieser Gleichung 
aus, so ergibt sich wie in § 26, daß die molekularen Impulse zwischen 
Massenpunkten des Systems fortgelassen werden können. Die Große 




y 


Vann daher leicht bestimmt werden, wenn die äußeren Impulse bekannt 
sind. Wir bezeichnen sie mit Q, Dann wird also 


i 

Wie in § 26 ist aber 

^ = 4^, also = 

und entsprechend 

Sxi ö /i , ' 


dxi 


+ 


(y. - y.o) 5^} “ • 


1) Vgl. Lagrange MSc Anal. (2® 6d ) Bd 2, S. l83- 
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•WO ^ro qr die zu der Koordinate qr gehörenden Geschwindigkeiten • 
vor und naci dem Stoß bedeuten. Ist also 


2'=i2:«»a^ + y! + 4) 

4 


die kinetische Energie des Systems nach dem Impuls, so kann die obige 
Gleichung in der Form geschrieben werden 


8T 

8qr 





0 


f8T\ er 

wo j ^er Größe im Augenblick vor dem Impuls entspricht. 

Analoge Gleichungen ergeben sich für die übrigen Koordinaten 
?2i • • •» Wir erhalten daber das System der n Lagrangeschen 
Gleichungen der Stoßhewegung 


ÖT 

dq^ 





Es sind algebraische Gleichungen zur Bestimmimg von ^2» • • •> 
als Funktionen von jxo» ?2o» • • ?no» iricht Differentialgleichimgen wie 
die Lagrangeschen Gleichungen für endliche Kräfte, da die zweiten Ab- 
leitungen der Koordinaten nach der Zeit nicht eingehen. 


Übungsaufgaben. 

1. Zwei im Raum bewegliche staxre Körper sind durch einen gespannten 
undehnbaren Faden verbunden, der von einem Punkt des einen zu emem Punkt 
des anderen führt. Außerdem ist einer der Körper gezwungen, auf einer gegebenen 
ruhenden Flache zu rollen ohne zu gleiten Wie viele Freiheitsgrade hat das System, 
und durch wie viele unabhängige Koordinaten ist seine Konfiguration bestimmt ? 

2. Ein Punkt sei auf krummlinige Koordinaten a, b, c bezogen, und das Quadrat 
seiner Geschwmdigkeit sei 

2 X" = ^ fl® -j- B fe® "t* C c ® -|- 7iiF h c 2 G c fl — |- uh • 


Man zeige, daß die Geschwindigkeitskomponenten g, r in Richtung der Tangenten 
au die Koordinatenkurven durch drei Gleichungen vom Typus 


dt \dä) da 




gegeben sind. 

3. Ein im Raum frei beweghcher Punkt sei ursprünghch im Nullpunkt in 
Ruhe und unterliege der Einwirkung eines Kraftfeldes, dessen Komponenten 
X, y, Z m einem wiUkürhchen Punkt {x, y, durch die Entwicklungen gegeben 
sind: 

X =: a bx + quadratische und höhere Gheder in a?, y, x, 

Y z=icx + quadratische und höhere Gheder in x, y, x, 

Z = Af® + kubische und höhere Glieder in x,y,x 


Man bestimme die Krümmung und Torsion der Bahnkurve im Nullpunkt, 



Drittes Kapitel. 

Integrationsprinzipien. 

§ 37. Durch Quadraturen lösbare Probleme. 

Im letzten Kapitel haben wir gezeigt, daß die Besthmnung 
der Bewegung eines holonomen dynamischen S3^tems mit einer end- 
lichen Anzahl von Freiheitsgraden von der Lösung eines Systems ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen abhängt. Sind ^2* • • «i die Ko- 
ordinaten, die die Konfiguration des Systems zur Zeit t bestimmen, und 
ist n die Anzahl der Freiheitsgrade, so besteht das System der Be- 
wegungsgleichungen aus n Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
?i» ?2» • • 'j abhängigen Veränderlichen, t als unabhängiger Ver- 

änderlicher. Das Gleichungssystem ist von der Ordmmg 2n\ dabei 
versteht man unter der Ordnui^g des Systems die Summe der Ord- 
nungen der höchsten in den Gleichungen auftretenden Ableitungen 
der abhängigen Veränderlichen. Aus der Theorie der gewöhnHchen 
Differentialgleichungen ist bekaimt, daß die Anzahl der wiUkurhchen 
Integrationskonstanten in der allgemeinen Lösung eines S5rstems von 
Differentialgleichungen gleich der Ordnung des Systems ist. Folglich 
enthalt die allgemeine Losmg eines holonomen dynamischen Problems 
von n Freiheitsgraden 2n Integrationskonstanten. 

Nun kann jedes System k^^ Ordnung von Differentialgleichungen 

auf die Form 

Xi,i} {r=l,2....,Ä) 

dt 

gebracht werden, wo bekannte Funktionen ihrer Argu- 
mente sind. Dazu fuhrt man als neue Veränderliche . • .,*i die 

ursprünglichen abhängigen Veränderhchen und ihre Ableitungen em 
bis zu den höchsten in den ursprünglichen Gleichnngen auftretenden 
Ableitungen, diese selbst ausgenommen. Z. B. kann das Gleichungs- 
System vierter Ordnung 

^ = Qx (?i. 

(in dem Q^. Q2 beliebig gewählte Funktionen der angegebenen Argumente 
sein sollen) durch die Substitution 
Xi = ?i. = ?a> 


*8 = ?i* 


*4=?a 
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in das System 

dX't dXa 


^^3 nt ,\ 

^4 * — Ql ^ 3 » ^' 4 ) » 


■ (?2 (*'' 1 * ’^! i > •'' 3 » ^ 4 ) 


ubergefulirt werden. 
Man kann daher 


als die Normalfonn eines Diffcrentialgleichungssysteins Ordnung 
betrachten. 

Hat eine Funktion f[Xi,x^,,,.,XkJ) die Eigenschaft, daß ^ 

verschwindet, wenn man für x-^,x^, , , ,,Xi beliebige Funktionen von t 
einsetzt, die den obigen Differentialgleichungen genügen, so heißt die 
Gleichung 

f{x^yX^, . 0 =konst. 


ein Integral des Systems. Die Bedingung dafür, daß eine gegebene Funk- 
tion / ein Integral des Systems liefert, ist leicht zu finden. Denn aus der 
df 

Gleichung j: = 0 folgt 


oder 


df df . 


5*1 


• + ä7 “ 0 


dt 


4. y 


Diese Relation muß identisch erfüllt sein, damit die Gleichung 
/ Qcv ^Äj» 0 = honst. 

ein Integral des Systems der Differentialgleichungen sein kann. 

Zuweilen bezeichnet inan auch die Funktion / selbst, nicht die Gleichung 
/ = konst., als Integral des Systems. 

Die vollständige Lösung des Systems der Differentialgleichungen 
Ofdhung ist gegeben durcli k Integrale 

fr ^2» • • 'j ^h> l) ” il L 2, . . •} h') 

mit den willkürlichen Konstanten ä^, Äg, . . ., a*, wenn die Integrale 
unabhängig sind, d. h. wenn keines von ihnen eine Folge der übrigen ist. 
Denn sind, 

Xf = ^2, . . ajg, t) 

die Werte von x^, aTb, . . ., x^ als Funktionen von t, a^y die man 

aus diesen Gleichungen finden kann, und wählt man dann ein behebigeö 
System von Funktionen x-^yX^y • • >,xtc von t, die den Differential- 
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gleichungen genügen, so hat man nach dem oben gesagten den wiU- 
kurhchen Konstanten Or nur geeignete Werte zu erteilen, damit die 
Gleichungen 

/r {^1^ ^2» • * ■» /) = Ä/i (y == 1, 2, . •, Ä) 

für diese bestimmten Funktionen x^, . . a;* erfüllt sind. Daher ist 
dies System von Funktionen x^.x^^, . in den durch die Glei- 
chungen Xr = defimerten Funktionen enthalten. Die Lösung eines 
dynamischen Problems von n Freiheitsgraden ist mithin äquivalent der 
Bestimmung der 2n Integrale eines Systems von Differentialgleichungen 
Ordnung. 

So hat z B die Differentialgleichung zweiter Ordnung 


die beiden Integrale 


5 = 

+ ?* = « 1 . 


arctgy — ^ = Ä 2 » 


wo flj, «2 willkürhche Konstanten sind 
q und q ergibt i 

'T = /l? 


Die Auflösung dieser Gleichungen nach 
q = a\ sm(^ + , 

q = a\ cos [t + ßg) • 


Diese Gleichungen stellen die Lösung der Differentialgleichung dar 

Wir beschäftigen uns zunächst mit den elementareren Problemen 
der Dynamik, die durch elementare Funktionen oder unbestimmte 
Integrale elementarer Funktionen, also durch sogenannte Quadraturen, 
vollständig gelost werden können. Im allgemeinen sind die Probleme 
der Dynamik nicht durch Quadraturen lösbar. Diese Möglichkeit ist 
vielmehr immer durch eme besondere Beschaffenheit des kinetischen 
Potentials bedingt. Das vorliegende Kapitel erörtert die besonderen 
Formen, in denen das kinetische Potential der dürch Quadraturen lös- 
baren Probleme am häufigsten auftritt, und den tieferen Grund der Lös- 
barkeit derselben. 


§ 38. Systeme mit zyklischen Koordinaten. 


Die Bewegung eines konservativen holonomen dynamischen Systems 
von n Freiheitsgraden mit den Koordinaten ^ 2 » • • • i ö'n dem 
kinetischen Potential L ist nach § 27 bestimmt durch die Differential- 
gleichungen d (dL\ BL / . o ^ 

s(äs)-äS-'> fr-'.i-.»)- 


Die Große heißt die zu der Koordinate gehörende Impulsgroße 
öq^ 

oder das Moment 

Es kann sein, daß einige der Koordmaten, etwa q-^, q^, . . , L 

nicht explizit Vorkommen, wahrend die zugehörigen Geschwmdigkeiten 
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^23 • • • » explizit auftreten. Dann bezeichnet man diese Koordinaten 
als ignorierbar oder zyklisch. Das Auftreten zyklischer Koordinaten ist, 
wie sich zeigen wird, eme der häufigsten Ursachen für die Lösbarkeit 
spezieller Probleme durch Quadraturen. 

Zu den k zyklischen Koordinaten gehören die Lagrangeschen Be- 


wegungsgleichnngen 

iO- 

{r= 1,2, . 

...k). 

Ihre Integration ergibt 

S-* 

(»'=1,2,. 



wo ßi, jSg, . . . , ß], Integrationskonstanten sind. Diese Gleichungen sind 
offenbar k Integrale des Systems. 

Wir zeigen nun, wie man mit Hüfe dieser k Integrale die Ordnung des 
Systems der Lagrangeschen Differentialgleichungen reduzieren kann^). 
Wir setzen ä 

Mit Hilfe der k Gleichungen 

^ = ßr (r = i.2,...,k) 


können wir die den zyklischen Koordinaten entsprechenden Geschwindig- 
keiten g'i, q 2 » • • 3ls Punktionen von 

qb+lf * • • I ^h+2f • • t Qn* ßl» ß^* ‘ > ßk 


darstellen und damit R durch diese Größen ausdrücken. 
Nun bezeichne df den Zuwachs einer Funktion / von 

qk+Zt • • •! qn> ?ii ?2 j ' • 

oder qjs+i, Jä+2» • • ö'n, qk-i-lt ^k+Z, • • ?n» ßl* ^ 2 » • • -M 

bei willkürlichen infinitesimalen Änderungen 

^ik+i* ^^h+Z* • *1 ^^ 9 » • • •> 

der Argumente. Dann ist nach der Definition von R 

k 


Es ist aber 


und 




1) Die folgende Transformation ist tatsächlicli ein Spe 2 dalfall der im zehnten 
Kapitel besprochenen Haamltonschen Transforpaation. Sie wurde jedoch von 
Routh 1876 selbständig entwickelt, etwas später auch von Helmholtz. 


§ 38. Systeme mit zyklischen Koordinaten. 
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wegen 


8q^ 


Daher ist 


f=*+i 


= /5,. 


^ r=Ä;+l r=l 


q,dßr. 


Da die infinitesimalen Größen auf der rechten Seite dieser Gleichung 
willkürlich und unabhängig sind, ist die Gleichung äquivalent mit dem 
folgenden Gleichungssystem 

8L ^ dR 
3qr ~ 8q^ 

8L 8R 

hr ~ hr 

dR 


= (r = Ä + f, Ä + 2, . . ., 1 


(r= A + 1, Ä + 2, 


?r = 


dß. 


{r = i,2,...,k). 


Setzen wir diese Werte in die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 
ein, »folgt jjj , 

Nun ist R eine Funktion der Veränderlichen 

?i+l» ?Ä+2? • • • » in> ?Ä+1 » ^k+2t • • ■ I 

und der Konstanten ßi, ß^» • • • » ßi allein. Somit haben wir ein neues La- 
grangesches Gleichungssystem erhalten, das wir als zu einem neuen dyna- 
mischen Problem mit Ä Freiheitsgraden gehörig auffassen können. 
Die neuen Koordmaten sind ?jb+ 2 > • • •> ?n; das neue kinetische 
Potential ist R. Sind die Veränderlichen ?ä+i, • • •» durch die 

Lösung des neuen dynamischen Problems als Funktionen von t be- 
stimmt, so findet man die übrigen ursprünglichen Koordinaten, näm- 
lich g'i, Qz, • • aus den Gleichungen 

/ Sr 

j^dt {r=-i,2,...,k) 

Ein dynamisches System mit n Freiheitsgraden und k zyklischen Koordi- 
naten kann also auf ein dynamisches Problem mit nur n—k Freiheits- 
graden zurückgefuhrt werden. 

Die Grundlage dieser Reduktion ist die Tatsache, daß man, sobald das 
kinetische Potential nicht explizit von der Koordinate q^, wohl aber von der zu- 
gehörigen Geschwindigkeit ir abhängt, ein Integral der Bewegungsgleichungen 

SL 

unmittelbar angeben kann, nämlich = konst. Es ist dies ein Spezialfall emes 

viel allgememeren Satzes, den wir später ableiten werden. Er besagt, daß, wenn 
em dynamisches System eine bekannte infmitesimale Berührungstransfonnation 
gestattet, em Integral des Systems sofort angegeben werden kann. 

Bezieht sich das ursprünghche Problem auf ein konservatives 
dynamisches S 5 ^tein, dessen Bmdiongen von der Zeit unabhängig sind, 
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so zerfallt das kinetische Potential L in zwei Teile * die kinetische Energie, 

! die eine homogene quadratische Funktion in • • • » ^st und von 

qk-\-i> •• , in beliebiger Weise abhangt, und die potentielle 

Energie (mit entgegengesetztem Vorzeichen), in der allem qic+^i • • >^n 
auf treten. Aber in dem neuen d5mamischen System, das durch die 
||, Reduktion entstanden ist, laßt sich das kinetische Potential R nicht 

■ derartig zerlegen. Tatsächlich enthalt R im allgemeinen die Geschwindig- 

?: keiten auch linear. Ganz allgemein gilt wenn die Losung eines Systems 

' Lagrangescher Differentialgleichungen auf die Lösung eines zweiten 

■ Lagrangeschen Gleichungssystems mit kleinerer Variablenzahl zurück- 
gefuhrt ist, so zerfallt das kinetische Potential des neuen Systems nicht 
mehr notwendig in zwei Teile, die einer kinetischen und einer potentiellen 

]\ Energie entsprechen. Wir bezeichnen gelegentlich S5^teme Lagrange- 

■ scher Gleichungen, deren kinetisches Potential nur Glieder nullten und 

I zweiten Grades in den Geschwindigkeiten enthalt, als natürliche Systeme, 

als nicht-natürliche diejenigen, die dieser Bedingung nicht genügen 
' Als Beispiel führen wir die Reduktion des dynamischen Systems von zwei 

Freiheitsgraden aus, das die kinetische Energie 

: r = JL • + 

2 fl + 6 Jl + 2 

und die potentielle Energie 


besitzt, wo a, fc, c, d gegebene Konstanten sind. ^ ^ 

Offenbar ist eine zyklische Koordinate, denn kommt in T und V mcht 
explizit vor 

Das kinetische Potential des Systems ist 


L = . 


+ ":r ^ ^ ' 


2 a -\-h ql 2 

das der zykhschen Koordinate entsprechende Integral ist daher 

a + bq\ 

wo der Wert der Konstanten ß durch die Anfangsbedingungen der Bewegung 
bestimmt ist 

Das kinetische Potential des neuen durch die Reduktion erhaltenen Systems ist 

dL 


J{ = L- 


dgi 


= c - dql- iß^{a + bqi) . 

Das Problem ist demnach znrückgefühxt auf die Lösung der emen Gleichung 

dt Idffa/ doo ~ ^ 


oder 


Kdq^J dq^ 

5a + (2i + ö/J*‘)^a = 0. 


Die Lösung dieser linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien- 
^ q 2 ^A sm{{2d -\‘bß^)^ i ’i- e} , 


I 


§ 39» Spezielle Fälle der Reduktion 
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wo A und s Integrationskonstanten sind, die sich aus den Anfangsbedingungen 
der Bewegung bestimmen Diese Gleichung stellt die Koordinate als Funktion 
der Zeit dar; der Wert von qi als Funktion der Zeit ergibt sich aus 

?i-ßf{a + bql)dt 

ZU 

qi={ßa + ißbA^)t- , sm 2 {( 2 d + &/?“)*< + «}. 

4(2i + 6/?‘>)» ^ ^ 

Damit ist das Problem vollständig gelöst. 


§ 39. Spezielle Fälle der Reduktion: die Integrale der 
Bewegungsgröße und des Moments der Bewegungsgröße. 

Wir betrachten nun die beiden häufigsten Typen zykhscher Ko- 
ordinaten in dynamischen Problemen. 


L Systeme mit einem Integral der Bewegungsgroße. 

Ein konservatives holonomes dynaimsches System mit n Freiheits- 
graden habe die Koordinaten die kmetische Energie T 

und die potentielle Energie V. Seine Bewegungsgleichungen sind dann 


dt \ BqJ dqy “ Bq^ 


(r= 1,2, . . .,m) 


Eine Koordinate, etwa q -^ , sei zyklisch und habe überdies die Eigen- 
schaft, daß einer Änderung von q-^ um den Wert h bei der die Koor- 
dinaten Ja» ‘ ungeändert bleiben, eme Translation des ganzen 

Systems um die Strecke l in einer bestimmten Richtung im Raum 
entspricht. Diese Richtung machen wir zur ^-Achse eines ruhenden 
rechtwinkligen Koordinatensystems. Da q^ eine zykhsche Koordinate 
ist, haben wir das Integral 


-r— = konst. 
aji 


Wir untersuchen nun die physikalische Bedeutung dieser Gleichung. 
Es ist . a 


WO die Summation üher alle Punkte des Systems zu erstrecken ist, oder 


dT 


/. di, , . dy,- . SzÄ 

sn (. Sx^ , ,Syt ,i 

+ y, 


=^m,Xi. 


ßXi 

da m diesem Fall 



0 , 



0 ist. 
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Nun stellt nach § 35 die ::t;-Komponente der Bewegungs- 

größe des Systems der Punkte dar. Dies ist also in diesem Fall 

dT 

die ph5rsikalische Bedeutung der Größe -p - . 

Daher können wir das Integral 

dT , ^ 

p- = konst. 

folgendermaßen deuten: 

Läßt sich ein dynamisches System wie ein starrer Körper in einer 
gegebenen Richtung verschieben, ohne die Nebenbedingimgen zu verletzen, 
und bleibt die potentielle Energie dabei ungeändert (die Abhängigkeit der 
kinetischen Energie von den Geschwindigkeiten wird offenbar durch die 
Translation mcht beeinflußt, so daß die entsprechende Koordinate 
zyklisch ist), so ist die Komponente der Bewegimgsgröße in dieser Richtung 
konstant. 

Dies ist der Satz von der Erhaltung der Bewegungsgröße^). Man sagt, 
daß S5;^teme, für die er gilt, ein Integral der Bewegungsgröße besitzen. 


II. Systeme mit einem Integral des Momentes der Bewegimgsgröße. 

Wir wählen wieder ein S57stem mit den Koordinaten q^, q^, • • • ,qn» 
der kinetischen Energie T und der potentiellen Energie F; überdies 
sei die Koordinate q-i zyklisch und so beschaffen, daß emer Änderung von 
q^ um eine Größe öc, bei der alle anderen Koordinaten ungeändert bleiben, 
eme Rotation des gesamten Systems um eine gegebene, im Raum feste 
Gerade durch den Winkel (x entspricht. Diese Gerade sei die ;?-Achse 
eines ruhenden rechtwinkhgen Koordinatensystems. 

Da q^ eine zykhsche Koordinate ist, ergibt sich das Integral 
dT 

(1) ^ = konst., 

oji 

das wir nun physikahsch zu deuten haben. 

Wie vorher ist 



wo über alle Punkte des Systems zu summieren ist. Setzen wir aber 


so ist 
also 


Xi = ri cos (pi, = /{ sin 93f , 
d(pi—dqj^, 


dx^ dxi 


hi _ 
hl hi 


=iriCoscpi^ Xi, 


dzi 


= 0. 


Dieses Gesetz ist hervorgegangen ans Newtons Bemerkung {Princtpia 
Buch I, Einleitung zu Abschnitt XI), daß der gemeinsame Schwerpunkt einer 
Anzahl starrer Körper, die allem unter der Einwirkung ihrer gegenseitigen An- 
ziehung stehen, m Ruhe ist oder sich gleichförmig geradlinig bewegt. 



und daher 
( 2 ) 


§ 39. Spezielle Fälle der Reduktion. 
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{~^yi + yi**) • 

Bedeutet r den momentanen Abstand eines Punktes der Masse m 
von einer gegebenen Geraden, co die Winkelgeschwindigkeit des Punktes 
um die Gerade, so bezeichnet man das Produkt mr^co als das Moment 
der Bewegungsgröße des Punktes um die Gerade. 

Der bewegte Punkt gehe im Zeitintervall ä t aus der Lage P in die 
benachbarte Lage P' über. Dann ist das Moment seiner Bewegungs- 
große um eine behebige Gerade OK durch einen willkürlich gewählten 

Punkt 0 offenbar der Grenzwert des Quotienten ^ x doppelter Flächen- 
inhalt der Projektion des Dreiecks OPP' auf eine zu OK senkrechte 
Ebene. 

Sind also /, w, n die Richtungskosinus von Oif, X, fj,, v die der 
Normalen der Ebene OPP', so ist das Moment der Bewegungsgroße um 
OK gleich dem Produkt von IX + mfJ> + nv in das Moment der Be- 
wegungsgröße um die Normale der Ebene OPP\ Versteht man daher 
unter Äa, die Momente der Bewegungsgrößen eines Punktes um 
drei zueinander rechtwinklige Achsen Oxyz, so ist nach dem vorigen 
das Moment der Bewegungsgröße um eine beliebige Gerade durch 0 
mit den Richtungskosinus Z, m, n gegen die Achsen 

Dieses Ergebnis können wir so aussprechen: 

Momente der Bewegungsgrößen um Achsen d^irch einen Punkt setzen 
sich wie Vektoren zusammen. 

Das Moment der Bewegungsgröße eines^ dj^namischen Systems um 
eine gegebene Achse wird definiert als die Summe der Momente der 
Bewegungsgrößen der einzelnen Punkte um die Achse. Insbesondere ist 
das Moment der Bewegungsgröße eines Systems von Punkten mit den 
Massen m^ und den Koordinaten Xi, y^, um die jsf-Achse^^» rj wo 


x^ = r* cos<pi , yi^n sin cpi 

und die Summation über alle Punkte des Systems erstreckt ist. Dieser 
Ausdruck für das Moment der Bewegungsgröße eines Systems kann in 
der Form geschrieben werden 


• 

Der Vergleich mit Gleichung (2) lehrt, daß das Moment der Bewegungs- 

ST 

große des letrachtden Systems um die z- Achse gleich ist 

Gleichung (1) besagt daher, daß das Moment der Bewegungsgroße 
des S 3 rstems um die j?-Achse konstant ist. Daraus folgt: Läßt sich ein 
dynamisches System wie ein starrer Körper um eine gegebene Achse drehen^ 
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ohne die Nebenbedingungen zu verletzen, und bleibt die potentielle Energie 
dabei ungeandert, so ist das Moment der Bewegungsgröße des Systems um 
diese Achse konstant 

Dies ist der Saiz von der Erhaltung des Moments der Bewegungs- 
größe^). 

Aufgabe. Ein S3rsteni von n freien Massenpunkten bewege sich unter dem 
Einfluß der gegenseitigen Anziehungskräite. Diese Kräfte seien Ableitungen eines 
kinetischen Potentials V, das die Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten 
der Punkte enthält, so daß die Bewegpingsgleichungen der Punkte lauten 


dV d (dV\ 

Man beweise, daß diese Gleichungen die Integrale besitzen 




r 

Xy + 

dxj 

= konst. , 



T 

>'r + 

(3F\ 

dyj 

= konst. , 



Zi’- 


öl/\ 

dgj 

= konst , 




-^r 

öyj 

= konst. , 




- 

dij 

= konst. , 

T 

iXrVr- 

• ■ ^ 

— yr 

dxJ 

= konst. 


Diese Integrale können als Verallgemeinerungen der Integrale der Bewegungs- 
größen und der Momente der Bewegungsgrößen aufgefaßt werden. (Lövy ) 


§ 40. Der allgemeine Satz von dem Moment der 
Bewegungsgröße. 

Der Satz von der Erhaltung des Moments der Bewegungsgroße ist 
ein Spezialfall eines allgemeineren Satzes, der in der folgenden Weise 
abgeleitet werden kann. 

Wir betrachten ein System aus einer Anzahl freier oder verbundener 
aufeinander wirkender Massenpunkte. Sind sie noch anderen Bin- 
dungen als den gegenseitigen Reaktionskräften unterworfen, so 
rechnen wir diese zu den äußeren Kräften. Wir nehmen eine be- 
liebige im Raum feste Gerade und wählen eine der Lagenkoordmaten 
des Systems, etwa so, daß eine Änderung von allein, ohne Änderung 
der übrigen Koordinaten, eine Rotation des Systems als Ganzes um die 

Keplers Gesetz, daß der Radius von der Sonne zu einem Planeten in 
gleichen Zeitränmen gleiche Flächenräume überstreicht, wurde von Newton auf 
alle Bewegungen unter dem Einfluß einer Zentralkraft ausgedehnt Daraus hat 
sich das Gesetz von der Erhaltung des Moments der Bewegungsgröße entwickelt. 


§ 41 . Die EnergiegJöichung. 
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gegebene Gerade bewirkt, und zwar um einen Winkel, der gleich der 
Änderung von ist. Die Bindungen der Punlfte seien so beschaffen, 
daß diese Bewegung des Systems möglich ist. 

Die Lagrangesche Bewegungsgleichung für die Koordinate lautet 


Sie reduziert sich auf 


Jl gr _ 

dt 


da der Wert von q^ (zum Unterschied von q-^ keinen Einfluß auf die 

kinetische Energie taben kann, so daß — = 0 ist. Nun ist -7^ dafe 

dq^ ^ öq^ 

Moment der Bewegungsgröße des S5^tems um die gegebene Gerade, 
Qi^ii ist die Arbeit der äußeren Kräfte an dem System bei einer infmi- 
tesimalen Verrückung dq^, d. h, bei einer infimtesimalen Rotation des 
Systems um die gegebene Gerade durch den Winkel 6 q^. Daraus ergibt 
sich als Moment der äußeren Kräfte um die gegebene Gerade. Wir 
haben daher den Satz: Die zeitliche Änderimg des Momentes der Be- 
wegungsgröße eines dynamischen Systems um eine gegebene Gerade ist 
gleich dem Moment der äußeren Kräfte um diese Gerade. Wenn das 
Moment der äußeren Kräfte verschwindet, folgt hieraus offenbar der 
Satz von der Erhaltung des Moments der Bewegungsgröße. 

Ähnlich läßt sich der Satz ableiten: Die zeitliche Änderung der 
Bewegungsgröße eines dynamischen Systems im einer festen Richtung ist 
gleich der Komponente der gesamten auf das System wirkenden äußeren 
Kräfte in dieser Richtung. 

Für impulsive Bewegung gelten die entsprechenden Sätze: 

Die impulsive Zunahme der Komponente der Bewegungsgröße eines 
Systems in einer bestimmten Richtung ist gleich der Komponente aller 
äußeren auf das System wirkenden Impulse in dieser Richtung. 

Die impulsive Zunahme des Moments der Bewegungsgröße eines 
Systems um eine beliebige Achse ist gleich dem Moment der äußeren auf 
das System wirkenden Impulse um diese Achse, 


§ 41. Die Energiegleichung. 

Wir führen nun ein Integral ein, das in allen d3niamischen Unter- 
suchungen, ja in allen physikalischen Fragen, eine große Rolle spielt. 

Die Bmdungen eines konservativen dynamischen Systems mit den 
Lagenkoordmaten q^, ö'», ■ • kinetische Potenüal L seien 
von der Zeit unabhängig, so daß L eine gegebene Funktion der Variablen 
qv ^2- • • > , ?n aUein ist, in der t nicht explizit vorkommt. 

Weitere Beschränkungen legen wir L zunächst nicht auf; die Unter- 
suchung gilt also sowohl für natürhche Systeme als auch für mcht- 

5 


Wblttakor, Dynamik. 
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natürliche Systeme, die durch Reduktion aus Systemen mit zyklischen 
Koordinaten entstehen. 


Es ist 


dL . BL . BL 



Durch Integration ergibt sich den Lagrangeschen Gleichungen zufolge 


V 


SL 




-L = , 


WO h eine Konstante ist. Diese Gleichung ist ein Integral des Systems; 
man nennt sie das Integral der Energie oder das Gesäz von der Erhdtmg 
der Energie'^), 

In natürlichen Systemen, deren Bindungen von der Zeit imab- 
hängig sind, läßt sich, wie wir gesehen haben, das kinetische Potential L 
in der Form T — F darstellen, wo die kinetische Energie T des Systems 
eine homogene Funktion zweiten Grades in den Geschwindigkeiten ist, 
wahrend V von den Lagenkoordinaten allein abhängt. In diesem Fall 
wird also das Integral der Energie 



= 27- r+ 7= 7+ 7, 




da 7 homogen zweiten Grades in ^2^ • • • i ?n ist. 

Daraus folgt: In konservativen natürlichen Systemen ist die Summe 
von kinetischer und potentieller Energie konstant Diesen konstanten 
Wert h bezeichnet man als die Gesamtenergte des Systems. 

Das vorstehende Ergebms kann man auch direkt aus den elemen- 
taren Bewegungsgleichungen ableiten. Denn aus den Bewegungs- 
gleichungen für einen einzelnen Massenpunkt 




GaMei war die Tatsache hekaimt, daß die Geschwindigkeit eines aus der 
Ruhelage auf einer schiefen Ebene herabgleitenden Massenpunktes nur von der 
Höhe des zurückgelegten FaJlraumes abhangt. Von diesem elementaren Spezial- 
fall aus entwickelten Hu^^ens, Newton, Johann und Daniel Bemouilh sowie Lagrange 
das Prinzip 


folgt 


§ 42. Rsdulctioii nut Hilie der Hnergiegleicliuiig. 
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^ m, {XiX, + y,y, + ir^ 5») = V {X,ii + Y.y< + Zik) , 

* % 

wo die Smrmation über alle Punkte des Systems zu erstrecken ist, oder 

+ =2^{Xdx + Ydy+Zdz). 

I I 

Die Zunahme der kinetischen Energie des Systems auf einem infini- 
tesimalen Stuck seiner Bahn ist daher gleich der Arbeit der Kräfte an 
dem System auf dieser Wegstrecke, mithin gleich der Abnahme der poten- 
tiellen Energie des Systems. Die Summe von kinetischer und potentieller 
Energie des Systems ist folglich konstant. 

Die Energiegleichung 

= X dx -i- Ydy Z dz 

(wo zur Vereinfachung das System als aus einem einzigen Punkt bestehend an- 
genommen wird) gilt mcht allem, wenn x, y, z Koordinaten m einem ruhenden 
System bedeuten. Das Bezugssystem kann auch eine gleichförmige Translations- 
bewegnmg in einer bestimmten Richtung ausführen. 

Es seien nämlich rj, ^ die Koordmaten des Punktes in bezug auf em im Raum 
festes System, das dem bewegten S 3 ^em Oxyz parallel ist, so daß 
X = ^ at t y = rj — bt , z = C — ct , 

wo fl, b, c die konstanten Geschwindigkeitskomponenten des Ursprungs 0 des 
bewegten Systems smd. Nun ist schon bewiesen, daß 

+ =Xd^^Ydij + ZdC 

oder 

a)*+ (^ + 6)»+ (i + c)*} =X(dx + adt) +Y{dy-\-bdtj-\-Z{dx+cdti 

oder 

d^m{x^ + y^ + z^)-\.dm(ai + by + ci)=Xdx + Ydy-\-Zdz + {aX-\-bY+cZ)dt. 

Es ist aber 

dm[ax -\-by cz) z= m{ax -^b^ cS) dt 
=:w(fl| + &^ + cf)i^ 

= {aX -\-hY + cZ)dt» 

daher 

d{m{x^J^y^ + ^) =Xdx-\-Ydy + Zdz, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Es sei noch bemerkt, daß man aus diesem Resultat die drei Bewegungs- 
gleichungen des Punktes ableiten kann. Man setzt nämlich x = ^ — at usw. und 
zieht die Energiegleichung in den Koordinaten x, y, z von der Energiegleichung 
in den Koordinaten f, rj, f ab. 


§ 42. Reduktion eines dynamischen Problems 
auf ein Problem mit weniger Freiheitsgraden mit Hilfe der 

Energiegleichung. 

Ein konservatives djmamisches Problem mit nur einem Freiheitsgrad 
kann auf Grund der Energiegleichung durch Quadraturen allein gdöst 
werden. Denn ist q die Koordinate, so stellt das Integral der Energie 


5 * 
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eine Beziehung zwischen q und q her. Bestimmt man aus dieser Gleichung 
q exphzit als Funktion von q: 

?=/(?). 

so ergibt weitere Integration die Lösung des Problems 

Hat das Problem mehr als einen Freiheitsgrad, so reicht das Energie- 
integral allein für die Lösung mcht aus. Doch kann es, wie die zu zyk- 
hschen Koordinaten gehörenden Integrale, zur Reduktion des Systems 
auf ein System mit weniger Freiheitsgraden benutzt werden^). 

Dazu ersetzt man in der Funktion L die Größen q^^q^,* • , durch 

ö'i ^1 ^81 • ■ i ^1 q'n , wo ^ = - 3 — ist. Die resultierende Funktion werde 

dq-^ 

mit i3 (^ 1 , ^ 2 , , Ja , . . . , g'J bezeichnet. Durch Differentiation 

der Gleichung 


folgt 

• . 2n, ?i. qi,...,q^) = Q (?,. 3 - 2 , $ 8 , • • 

■ > ?«» ?!• ? 2 > • • • > ?«) 

0 ) 

ÖL ÖQ '^qr 
'Wi~ ~Hi~ ’ 


( 2 ) 

ÖL i BQ 

~Wt ~ Ti~^, 

(r = 2 , 3 ,...,w), 


ÖL ÖQ 

(r= ' 1 , 2 , 3 , ••«) 

0 ) 

öq^ ~ öq^ 

Die Gleichungen ( 1 ) und ( 2 ) ergeben 


(4) 

öQ ÖL qr ÖL 

^l~'Wl ^Tl^kr' 



In dem Integral der Energie 


ersetzt man nun q^ durch q^ für alle Werte r von 2 bis n einschheß- 
hch und berechnet aus dieser Gleichung q-i als Funktion der Größen 

Hilfe dieses Ausdruckes für q^ stellt 

man dann die Funktion 

^ ^kr kl 

als Fvuiktioa von g^.g's,- •. Si». ffi.Sa. • • •. ?n '^sr. Die so erhaltene 
1) Whattaker: Mess, of Math. Bd. 30. 1900. 


2 

r=al 



§ 42 . Reduktion mit Hilfe der Energiegleichung. 
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Funktion werde mit L' bezeichnet. Ans Gleichung (4) ergibt sich dann, 

j dQ 

daß i' mit übereinstimmt, nur anders ausgedrückt ist. 

Die Energiegleichung, die nach (4) in der Form 

Ql ^ * ' ‘ ^ ^ 

geschrieben werden kann, wird als Rdation aufgefaßt, die implizit 
als Funktion der Veränderlichen g'g , ^ darstellt, und 
nach 5 ^ bzw. differenziert. Dann ergibt sich 

. . . dq^ ^ dQ . d^Q 

^q'r ' 

. . . dQ . d^Q 

^ ög? ßqr ~ dq, 6 dq^ ' 

Aus der Differentiation der Gleichung 

dQ 


die als Identität in den Variablen ffz. g, , • • • , ?5i . ?i . ?4 • ■ ■ • . aufgefaßt 
wird, folgt aber 

dV _ dW dgi 

~ %1 '5?;' 

dU e^Q B^Q d‘q^ 
ö?r ~ Bq^ dqr d j? öy, ’ 

Durch Vergleich von (5) und (7) findet man 

8L' i oQ / o « \ 

3 j n r)n' ^ 2, 3j • • • > w), 

Bqr ?i ög; 

und durch Vergleich von (6) und (8) 

BL' i BQ / . 3 ^ 

-ä — = —-s— {r = i,2, . ,n). 

Bqr ?i Bqr 

Kombiniert man diese Gleichungen mit (2) xmd (3), so wd 

Bq'r Bqr “ q^ Bqr ‘ 

Die Einführung (heser Werte in die Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen ergibi; das System 

i (BL'\ BL' _ , _ . 


(r = 'l,2, . ,«). 


oder endlich 


dt \Bq'r, 

d (BV 




^ - -^=0 


dt \B^r 


(r= 2, 


(r = 2,3...w' 
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Diese Gleichungen können aber als die Bewegungsgleichungen eines neuen 
dynamischen Systems angesehen werden, in dem U das kinetische Potential 
und ^ 3 , . . . , ö'n die Koordinaten bedeuten, wahrend die Rolle der 
Zeit als unabhängige Veränderliche spielt Im allgemeineii wird das neue 
System, ebenso wie die durch Reduktion der Systeme mit zyklischen 
Koordinaten erhaltenen Systeme, nicht-natürlich sein, d. h. JL' wird 
mcht nur Glieder nullten und zweiten Grades in den Geschwmdigkeiten 
enthalten. Da die Gleichungen des Systems aber die La- 
grangesche Form haben, sind die meisten Satze über dynamische Systeme 
auch hier anwendbar. Das Energieintegralermöglichi demnach die Reduktion 
eines gegebenen dynamischen Systems mit n Freiheitsgraden auf ein anderes 
dynamisches System mit nur n — \ Freiheitsgraden. 

Im allgemeinen besitzt das neue dynamische System kein Energie- 
integral, da die unabhängige Veränderhche q-^ in dem neuen kinetischen 
Potential L' explizit auftritt. Ist aber q-^ in dem urspninghchen System 
eine zyklische Koordinate, dann kommt q^ bei kemem Schntt des vor- 
stehenden Reduktionsprozesses explizit vor, also auch nicht in L\ 
Daraus folgt, daß m diesem Fall auch das neue System ein Integral 
der Energie besitzt, nämlich 



Dies kann nun seinerseits benutzt werden, um die Anzahl der Freiheits- 
grade des Systems weiter zu vermindern. 

Nach den vorangehenden Sätzen kann ein beliebiges konservatives 
dynamisches System mit n Freiheitsgraden und w — 1 zyklischen Koordi- 
naten durch Quadraturen vollständig gelost werden. Dazu können wir 
entweder so verfahren, daß wir zunächst die Reduktion mit Hilfe der 
zyklischen Koordinaten vornehmen imd so zu einem System mit nur 
einem Freiheitsgrad gelangen, das ein Energiemtegral besitzt und des- 
halb in der zu Beginn dieses Paragraphen angegebenen Weise gelöst 
werden kanp. Oder wir emiedngen zunächst mit Hilfe des Energie- 
integrals die Anzahl der Freiheitsgrade um 1, mit Hilfe des Energie- 
integrals des neuen Systems wieder um 1 usw., bis wir endlich ein 
System von einem Freiheitsgrad erhalten, dessen Lösung wieder iji 
der angegebenen Weise gefunden werden kann. 

Aufgabe. Das kinetische Potential eines dynamischen Systems sei 

^ = 4/tea) kl + • 

Man zeige, daß die Relation zwischen den Veränderlichen' und jg durch die 
Differentialgleichung ^ 

gegcb^ ist, wo ^ durch, die Gleichung defiuiert ist 

L'= { 2 * - 2 {/(?,) + 


§ 43* Trennung der Veränderlichen. 
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Man zeige ferner, daß das durch die Differentialgleichung definierte nicht-natür- 
hche System ein Energieintegral besitzt, und löse mit seiner Hilfe das Problem 
durch Quadraturen. 


§ 43. Trennung der Veränderlichen; dynamische Systeme 
vom Liouvilleschen Typus. 

Eine besondere Klasse durch Quadraturen lösbarer dynamischer 
Gleichungssysteme bilden diejenigen Systeme, deren kmetische und 
potentielle Energie die spezielle Form haben 

r= ivy{qi)ql+ iVz{q^ ql+ 

V = + w^{q^ + . . . + Wn[qf) , 

wo Vi, ^2» • • • » ^1» ^2^ • • • » Willkürliche Funktionen ihrer Argumente 
sind. Das kinetische Potential zerfällt dann in eme Summe von Ghedem, 
deren jedes nur von emer Veränderlichen und ihrer Ableitung abhangt. 
In diesem Falle werden nämhch die Lagrangeschen Gleichungen 

^K(?r)gr> — il'r(?r) ?? = -Wr{?r) (»' =1,2,...,«) 

oder 

jr + 9? = (r=1,2, . . , «). 


Diese Gleichungen können unmittelbar integriert werden und ergeben 


i»r(9r) 9? + “'r(9f) = Cf (r = 1 , 2 , . . , «), 


wo Cj, Cg, . . . , Integrationskonstanten sind. Diese neuen Gleichungen 
können wieder integriert werden, da die Veränderhchen und l ge- 
trennt sind. So erhalten wir 



(r = 1 , 2 , . . ,n), 


wo ^2^ ^2^ ‘ • -1 y» Integrationskonstanten sind. Die letzteren Gleichungen 
stellen die Lösung des Problems dar. 

Eine bedeutende Erweiterung dieser Klasse dynamischer Probleme 
vollzog Liouville^); er zeigte, daß alle d3mamischen Probleme, deren 
kinetische und potentielle Energie auf die Form 

r = J {Wi(S'i) + «2(^2) + • • + ^n(^n)} ^ + ^2(^2) ^ + • • • + ^n(^n) ?«) » 

^1(^1} + ^ 2 (? 2 ) + . . • + to) 


gebracht werden kann, durch Quadraturen lösbar smd. 

Ersetzt man nämlich die Veränderlichen qi, q2f • ^ » q^n durch die 
Veränderlichen 5 ^?, wo 


/V«f(9r)‘^9r = 9'r 


(r = 1 , 2 , . . . , «) 


1) Journal de Math. Bd 14, S.257. 1849 . 
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ist, und läßt man dann die Akzente wieder fort, so erhält die kinetische 
bzw. potentidle Energie die Form 

iM(?i + d + •• • +?«). 

F = -^ + ie’s(? 2 ) + • . + je'«(?n)> 

u 

mit 

u = U^iqi) + «2(^2) + • ■ • + ^n(s^n) • 


Die Lagrangesche Gleichung für die Koordinate lautet 


oder 

Mit 2uq^ 


fdT 

'\ 8T 


di \Ö5'j 

V eq, - 

dqj_ 


+ a=- 

nmltipliziert ergibt die Gleichung 


dq^ • 




Aus dem Energieintegral folgt aber 

4 ^ + • • + (7w) = Ä ■ 


F, 


wo h konstant ist. Die Gleichung für die Koordinate q^ kann daher in 
der Form geschrieben werden 

=' 2 ?i-^{(ä- 7 )m} 

ß 

= 2?i 

= 2^<Ä«i(?i)-ze'i(?i)}. 


Durch Integration folgt 

i 4- yi . 

WO j'i eine Integrationskonstante ist. Entsprechende Gleichungen er- 
halten wir für alle Koordinaten jj, j'gi • • •> ?»». Die zugehörigen 
Konstanten yi» Vn müssen auf Grund des Energieintegrals des 

Sy^ems der Bedingung + ^2 + • • • + = 0 genügen. 

Die Gleichungen ergeben 

<Ä«l(gi) — = {ÄM4(?2) - “'2{?a) + = . 

= - teinC?«) + . 


Übungsaufgaben . 
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Dieses System von Gleichungen, die sich durch Trennung der Ver- 
änderlichen unmittelbar integrieren lassen, gibt die Lösung des Problems, 

Für weitere Untersuchungen über diesen Gegenstand sei verwiesen auf 
Hadamard: BulL des Sc Math Bd 35, S. 106. 1911; und Burgatti: Rom, Acc, 
L, Rend. (5) Bd 20, S. 108. 1911. 


Übungsaufgaben. 


1 . Auf einen Punkt einer Ebene mit den Koordinaten x, y und der Masse m 
wirke eme Kraft, deren Komponenten X, Y die Zeit t nicht enthalten. Man zeige, 
daß durch Ehmination von t aus der Differentialgleichung die Lösung des Problems 
abhängig wird von der Lösung der Differentialgleichung dritter Ordnung 


— 

dx 


Y-X^\ 
dx I 

I 

dx^ ) 


-2Ar = 0. 


2. Ein System freier Massenpunkte sei in Bewegung. Ihre potentielle Energie, 
die allem von ihren Lagenkoordinaten abhängt, bleibe ungeändert, wenn das System 
in behebiger Konfiguration eine Translation um eine behebige Strecke in bdiebiger 
Richtung wie ein starrer Körper ausführt. Welche Integrale der Bewegung kann 
man sofort hmschreiben ? 

3. In einem dynamischen System mit zwei Freiheitsgraden sei die kmetische 


Energie 


die potentielle Energie 


T = ” [ ^ fjfl gJ 


V=c-\-dq^, 


wo a, 5, c, d Konstanten sind Man zeige, daß ^2 Funktion der Zeit durch eine 
Gleichung der Gestalt 

(?2 - *) (?» + 2 *)* = A (# — <o)* 
gegeben ist, wo h, k, Konstanten sind 

4. Das kinetische Potential eines dynamischen Systems ist 


wo a, b, c gegebene Konstanten smd. Man zeige, daß als Funktion von t durch 
die Gleichung ?, = #)(< + «) 


gegeben ist, wo e eme wiUkürhche Konstante und p die Weierstraßsche eUiptische 
Funktion ist 

S. Man beweise, daß in einem System mit zyklischen Koordinaten die kine- 
tische Energie die Summe einer quadratischen Funktion T' der Geschwindigkeiten 
der nicht-zykhschen Koordinaten und emer quadratischen Funktion K der zu den 
zyklischen Koordinaten gehörenden Impulsgrößen ist. 

Im Falle dreier Koordinaten x, y, 97, von denen (p zyklisch ist, bestimTne man 
die Bewegungsgleichungen vom Typ 


d 

/dT'\ 

dT 

dK 


r <5 

( ö<p\ 

d 

[S<p\\ 

dt 


dx + 

dx 


[dx 

(dy)' 

dy 



Darin bedeutet V die potentielle Energie, K die zyklische Impulsgröße; die Diffe- 
rentialquotienten von 4^ nach x und y sind aus der Imearen Gleichung berechnet, 
durch die JC als Funktion von x, y, <p dargestellt wird (Camb, Math. Tripos, 1904.) 
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6. Bas kinetische Potential eines d 3 maniischen Systems von zwei Freiheits- 


graden ist 




Man zeige unter Benutzung des Energieintegrals, daß die Lösung von der Lösung 
des Problems mit dem kinetiBchen Potential 


V 








abhängt. Mit HiHe des Energieintegrals dieses letzteren Systems zeige man weiter, 
daß zwischen und die Beziehung 

^ ?2 = Pi^i + — 1 ) 


besteht, wo c und s Integrationskonstanten sind und p die Weierstraß sehe elhp* 
tische Funktion bedeutet. 

7 Die kinetische Energie eines dynamischen Systems sei 


r =5 (?! + ?!) (?? + ?!). 

die potentielle Energie 

v = — ^ — . 

?! + ?! 


Man zeige (mit Hilfe des Satzes von Liouvüle oder auf andere Weise), daß 
zwischen und q^ die Beziehung 

a^ql 4* cosy = sin^y 


besteht, wo a, b, y Integrationskonstanten smd. 

8. Die kinetische Energie emes Massenpunktes mit den rechtwinkhgen Ko- 
ordinaten x,y ist i 4“ y*)» die potentielle Energie 


;»ra 


— 

y2 




WO A, A\ B, B\ C Konstanten sind und r, r' die Abstände des Punktes (a, y) 
von den Punkten (c, 0) und ( — c, 0) bedeuten, wo c konstant ist. Man zeige durch 
Einführung der neuen Veränderlichen 4” H" \(f r— /), daß das System 

vom Liouvilleschen Typus ist, und gebe seine Lösung an 

9. Die Beobachtung, daß eine Katze immer auf ihre Füße fällt, gab Anlaß 
zu dem folgenden Problem 

Ein System, dessen momentaner Zustand durch die Lage und Geschwmdig- 
keit jedes Elements bestimmt ist, habe ursprüngheh kerne Geschwindigkeit gegen 
den fireien Raum im Vakuum. Kann es m emem späteren Zeitpunkt seme ursprüng- 
hche Konfiguration wiedererlangen, aber mit anderer Onentiening gegen den 
Raum? Man zage, daß die Frage zu bejahen ist für em mcht konservatives System 
oder für em System, dessen Kräfte von einem mcht einwertigen Potential abgelatet 
smd, daß sie aber zu vememen ist für konservative Systeme mit emem emwerügen 
Potential. (Vgl. Painlev6 Comptes Rendus Bd. 139, S. II 70 . 1904. 



Viertes Kapitel. 

Die lösbaren Probleme der Punktdynamik. 


§ 44. Der Massenpunkt mit einem Freiheitsgrad ; das Pendel. 

Als Beispiel für die m den voraufgehenden Kapiteln behandelten 
Methoden diskutieren wir die Fälle der Bewegung eines einzelnen Massen- 
punktes, die eine Lösung durch Quadraturen gestatten 

Wir betrachten zunächst die Bewegung eines Punktes der Masse m, 
der sich reibungslos auf einer ruhenden Raumkurve unter Einwirkung 
von Kräften bewegt, die nur von seiner Lage auf der Kurve abhangen. 

Der Punkt sei zur Zeit t um ein Bogenstück 5 dieser Kurve von 
einem darauf willkürhch gewählten festen Punkt entfernt. Die Tangen- 
tialkomponente der äußeren Kraft sei / (s) . 

Die kinetische Energie des Punktes ist 

iws®, 

die potentielle Energie offenbar 

-/ f{s)ds, 

. *0 

wo So eine Konstante ist. Die Energiegleichung lautet daher 

= j i{s) ds c , 

*0 

wo c eine Konstante ist. 

Die Integration dieser Gleichung ergibt 






WO l eine zweite lutegrationskonstante ist. Diese Gleichung stellt die 
Lösung des Problems dar, da sie eine Beziehung zwischen s und t mit 
zwei Integrationskonstanten ist. 

Die Konstanten c und l können mit Hilfe der Anfangsbedingungen 
der Bewegung des Punktes physikalisch gedeutet werden. Denn bewegt 
sich der Punkt zur Zeit t — aus dem Punkt s = der Geschwmdig- 
keit M, so fmdet man durch Einsetzen dieser Werte in die Energieglei- 
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und durch Einsetzen derselben Werte in die letzte Gleichung zwischen 
5 und i\ 

t = ^0 • 


Das berühmteste Problem von diesem Typus ist das des mathematischen 
Pendels, Hier hat die Kurve die Gestalt eines Kreises vom Radius a in 
einer senkrechten Ebene, und die einzige äußere Kraft, die an dem Punkt 
angreift, ist die Schwere^). Bezeichnet d' den Winkel des abwärts gerich- 
teten Lotes mit dem Radiusvektor aus dem Kreiszentnim nach dem 
Massenpunkt, so ist 

s = « 1 ? und /(ä) = — sin^, 
daher die Energiegleichung 

== 2gcos# + konst. = — 4gsin2 + konst. 


^2 ^ 

Im niedrigsten Punkt des Kreises möge den Wert h haben. 
Dann kann man die letzte Gleichung in der Form schreiben 
« 2^2 _ 2gh — . 

Für sin i # = y geht sie über in 


Nim gibt es zwei verschiedene Typen von Pendelbewegungen, 
nämlich die „Oszillationen”, bei denen der Massenpunkt um den tiefsten 
Punkt des Kreises hin- und herschwingt, und die „Kreisbewegung”, 
bei der die Geschwindigkeit des Punktes so groß ist, daß sie ihn über den 
höchsten Punkt der Bahnkurve hinüberträgt, so daß er den Kreis in 
demselben Sinne wieder und wieder beschreibt. Wir behandeln diese 
Fälle getrennt. 

\ . Bei der osziUatorischen Bewegung kommt der Punkt zur Ruhe, 
bevor er den höchsten Punkt des Kreises erreicht hat; y verschwindet 

h 

daher für einen Wert y < 1 . Also muß — < i sein. Setzen wir 

2a 

h =:'2aÄ®, 


wo k eine neue positive Konstante und kleiner als eins ist, so wird die 
Gleichung 






i) Bei einem wirkliclien Pendel wird die Kurve durch eine starre Stange 
ersetzt, die den Punkt mit dem Kreiszentrum verbindet und dem gleichen Zweck 
dient, den Punkt auf einer Kreisbahn zu halten. — Der Isocbronismus kleiner 
Pendelschwingungen wurde von Galilei 1632 entdeckt; die Formeln für die Periode 
gab Huygens 1673- Schwingungen endhcher Amphtude untersuchte zuerst Euler 
(1736). 


§ 44. Der Massenpunkt mit emem Freiheitsgrad; das Pendel. 


77 


Ihre Lösung ist^) 




wo ^0 eine willkürliche Konstante ist. 

Diese Gleichung stellt die Lösung des Pendelproblems für die 
Oszillationen dar. Die beiden willkürlichen Konstanten der Lösung 
sind ^0 k; sie müssen aus den Anfangsbedingungen bestimmt 
werden. Aus den bekannten Eigenschaften der elhptischen Funktion sn 
ergibt sich, daß die Bewegung periodisch ist, Ihre Periode, d. h, die 
Zeit zwischen zwei aufeinander folgenden gleichsinnigen Pendeldurch- 
gängen durch denselben Punkt, hat die Größe 4 ]/— K, wo 

1 ^ 

K=J{i (1 
0 

2. Bei der Kreisbewegung des Pendels ist h‘>2a, Setzen wir 
also 2a = ÄÄ®, so ist Ä < 1. 

Die Differentialgleichung wird dann 


Ihre Lösung ist 





Die darin auftretenden beiden Konstanten und k müssen aus den 
Anfangsbedingungen bestimmt werden. 

3. Endlicb. möge h = 2a sein, so daß der Massenpunkt gerade den 
höchsten Punkt des Kreises erreicht. Dann lautet die Gleichung 


y2 = i-(l -ya)2 
^ a 

oder ! — 

y = l/i.(l_y2). 

Ihre Losung ist _ 

y = 2:0{l/-|(#-g}. 

Appell“) hat bemerkt, daß man mit Hilfe des Satzes aus § 34 emen Einblick 
in die Bedeutung der imaginären Periode der elliptischen Funktionen bekommt, 
die m der Lösung des Pendelproblems auftreten. Denn für einen Punkt, der ohne 
Anfangsgeschwindigkeit in einem Kreispunkt in der Höhe h über dem tiefsten 
Punkt des Kreises losgelzissen wird, ist die Bewegung gegeben durch 

y = Äsn{j/i(l-g,*J, wo** = A. 


1) Vgl. Whittaker and Watson: Modern Analysis § 22, 11. 

2) Compies Rendus Bd 87. I878. 
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W-örde die Schwere senkrecht aufwärts wirken, so wäre, bei sonst gleichen 
Anfangsbedingungen, nach § 34 die zugehörige Bewegung gegeben durch 


y = Ä sn |i j/-|" (z — zo), ä| . 


Diese Bewegung hat aber die gleiche Periode wie eine Bewegung aus der Höhe 
2 a — h bei abwärts gerichteter Schwere Diese letztere ist gegeben durch 


y = Ä' sn 


Sie hat die reelle Periode 4 


fi 

{»l/^ — ^o). a| 


wo Ä' = 1 — Ä* . 


Daher muß die Funktion 


die Periode 4 


haben, die Funktion sn(M, Ä) also die Periode 4»K'. Die 

doppelte Periodizität der elliptischen Funktionen ist damit aus dynamischen 
Betrachtungen hergeleitet 

Aufgabe, Ein Punkt der Masse i bewegt sich auf einer Epizykloide, die em 
Punkt der Penpherie emes Kreises vom Radius h beschreibt, der auf einem festen 
Kreise vom Radius a rollt Auf den Punkt wirkt eine abstoßende Kraft aus 
dem Zentrum des festen Kreises, wo r den Abstand vom Zentrum bedeutet. Man 
zeige, daß die Bewegung periodisch ist und die Periode 




hat (Dies Resultat erhält man am einfachsten, wenn man die Gleichung der 
Epizykloide in der Form 








nimmt, wo der Bogen s vom Scheitel der Epizykloide aus gerechnet ist.) 


■§ 45. Bewegung eines Punktes auf einer bewegten Kurve. 

Wir behandeln nun einige Fälle der reibungslosen Bewegung eines 
Massenpunktes auf einer gegebenen Raumkurve, die selbst erzwungene 
Bewegungen ausführt. [ 

1. Gleichförmig rotierende Kurve. 

Wir setzen zunächst voraus, daß die Kurve mit gleichförmiger 
Geschwindigkeit um eine im Raume feste Achse rotiert. Ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit können wir dem Punkt die Masse eins 
beilegen. 

Überdies setzen wir voraus, daß das Feld der äußeren auf den 
Punkt wirkenden Kraft aus einem Potential abgeleitet werden kann, 
das in bezug auf die feste Achse symmetrisch ist, sich also als Funktion 
der Zylinderkoordinaten z und r darstellen laßt, wo z parallel zu der 
festen Achse gemessen wird und r den Abstand von der Achse bedeutet. 
Für einen Punkt der Kurve kann die potentielle Energie daher als 


§ 45- Bewegung eines Punktes auf einer bewegten Kurve. 
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Funktion des Bogens s ausgedrückt werden. Wir bezeichnen sie nut F(s) 
und schreiben die Gleichung der Kurve in der Form 

r = g(s) . 

Nach § 29 ist die Bewegung des Punktes die gleiche, als wäre die 
erzwungene Winkelgeschwindigkeit (o Null, während die potentielle 
Energie ein Zusatzghed — i r^ü>2 erhielte. Daher können wir die Energie- 
gleichung angeben: 

\s^-ioy^{g{s)Y + V{s) = c, 


wo c eine Konstante ist. 

Ihre Integration ergibt 

^ =/[2 c + cü® {g{s)Y — 2 F(s)]"*c? s + konst. 

Diese Relation zwischen t und s stellt die Lösung des Problems dar. 

Aufgabe 1. Die rotierende Kurve sei eben, und der Punkt durchlaufe sie mit 
konstanter Geschwindigkeit, wenn die Rotationsachse senkrecht und in der Ebene 
der Kurve gelegen ist und das Kraftfeld nur von der Schwere herrührt Man 
zeige, daß die Kurve dann die Gestalt einer nach oben geöffneten Parabel mit 
senkrechter Achse hat. 

Aufgabe 2. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem Ein fluß der Schwere 
auf einem Kreis vom Radius a, der gleichförmig um eme senkrechte Achse rotiert, 
die gegen die Ebene des Kreises um den Winkel geneigt ist. sei die m Winkel- 
maß gemessene Entfernung des Massenpunktes von dem tiefsten Punkt des Kreises 

Man zeige, daß 

1 fl cü® cos « /l fgcos oc \ 

ist, WO 

_ fl Cü* COS (K fl ö)® COS Ä 

= 1 — ■ , £2 = — 1 — 


COS^ 

mit den Wurzeln 
fl 07® COS oc 
6g ’ 

gebildet und ^0 eme Konstante ist 




3g 


2. Die Kurve bewegt sich mit konstanter Beschleunigung 
in einer festen Richtung. 

Wir betrachten nun die Bewegung eines Punktes auf einer Geraden, 
die gegen die Wagerechte um den Winkel oc geneigt und gezwungen ist, 
sich der durch sie gelegten senkrechten Ebene noit konstanter wage- 
rechter Beschleunigung / zu bewegen. 

Nehmen wir die :v-Achse wagerecht, die y-Achse senkiecht aufwärts 
gerichtet und den Nullpunkt in der Anfangslage des Massenpunktes 
an, so ist die kinetische Energie 

x = yctgx + if^, 

r=i(yctg« + /<)* + iy* 
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Die potentielle Energie ist „ _ 

V • g y ■ 

Die Bewegungsgleichung 

ä,t \dy/ dy 


ergibt daher 


oder 




y = (— g “ /ctga) sin2 oc . 

Die Integration unter der Annahme, daß der Punkt ursprunghch 

in Ruhe ist, ergibt 

y = (— gsina — /cosa)sinöt 

und daher . . 

a; = J (— g cos a + /sin a) sin öt . 

Diese Gleichungen stellen die Lösung des Problems dar. Das S 5 rstem 
enthält die Zeit explizit, daher existiert kein Integral der Energie. 


§ 46, Bewegung zweier freier Massenpunkte unter gegen- 
seitiger Einwirkung. 

Als nächstes Problem untersuchen wir die Bewegung zweier im 
Raum frei beweghcher Punkte der Massen unter dem Einfluß 

gegenseitiger Anziehung oder Abstoßung, die in der Richtung der Ver- 
bindungsgeraden wirken und von dem gegenseitigen Abstand der Punkte 
abhängen soll. 

Das System hat sechs Freiheitsgrade, da die drei rechtwinkligen 
Koordinaten jedes Punktes beliebige Werte annehmen können. Als 
Lagenkoordinaten des Systems wählen wir daher die Koordinaten 
X, Y, Z des Schwerpunkts der beiden Punkte, bezogen auf ein beliebiges 
festes Achsensystem, und die Koordinaten jv, y, z des Punktes in 
bezug auf bewegte Achsen, deren Nullpunkt in liegt und deren Achsen 
den festen Achsen parallel sind. 

Die Koordinaten von und in bezug auf die festen Achsen sind 


X- 

m^x 

Y- 

m^y 

Z- 

m^z 


+ Wa ' 


Wl + Wj ' 


+ ^2 


miX 

y+ 

m^y 


Ifl^Z 

Wl + Wj 

7»! + w, ' 

Wi + mj, 


Daher ist die kinetische Energie des Systems 


,1 (^ . Y i ( 

2 mi + mj 2 


m. 


^y 








m-i + 
WiJ 


z+ 


§ 47. AUgemeiner Fall der Zentralkräite. Der Satz von Hamilton. 81 


oder 

r = i- K + m^) (X* + ya +z®) + 1 (*a + y* + i*) . 

Die potentielle Energie des Systems hängt allein von der gegenseitigen 
Lage der Massenpunkte ab, kann also als Funktion von x, y, z dargestellt 
werden. Sie werde mit V{x,y,z) bezeichnet. 

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Systems sind 


X=0, Y = 0, Z = 0, 

Wj Wa . _ Sv ^ SV 

Wi + Wg ^ Sx ' + Wg ^ Sy * 


Sz 


Die drei ersten Gleichungen besagen, daß der Schwerfunki sich gleich^ 
förmig geradlinig bewegt. Aus den drei übrigen Gleichungen ergibt sich, 
daß Wg sich so gegen bewegt, als oh fest wäre und mit einer Kraft 


anzöge, die von der 'potentiellen Energie 






V abgeleitet 


Aufgabe. Bewegen sich, zwei Punkte frei im Raum nack irgend einem Gesetz 
gegenseitiger Aimekung, so schneiden die Tangenten an ihre Bahnkurven eine 
beliebige feste Ebene in zwei Punkten, deren Verbindungslime durch einen festen 
Punkt geht. (Mehmke ) 


§ 47. Allgemeiner Fall der Zentralkräfte. Der Satz von 

Hamilton. 

Nach dem vorigen Paragraphen läßt sich die gegenseitige Einwir- 
kung zweier freier Massenpunkte aufeinander auf die Anziehung oder 
Abstoßung eines einzelnen freien Massenpunktes von einem festen 
Zentrum zurückführen. Dies ist das bekannte Problem der Zentraikräfte. 
Es bedeutet offenbar keine Beschränkung der Allgemeinheit, wenn wir 
dem Punkt die Einheit der Masse beüegen. 

Wird der Punkt zu Anfang in beliebiger Weise fortgeschleudert, 
so bleibt er immer in der Ebene durch das Kraftzentrum und die Rich- 
tung, in der er fortgeschleudert wurde. Denn zu keiner Zeit wirkt eine 
Kraft auf ihn, die üm aus dieser Ebene hinaustreiben könnte. Daher 
läßt sich die Lage des Punktes durch Polarkoordinaten r, 'S in dieser 
Ebene festlegen, in der das Kraftzentrum zum Nullpunkt gemacht wird. 
Es sei P die auf das Zentrum der Kraft gerichtete Beschleunigung. 
Vorläufig braucht P nicht notwendig eine Funktion von r allein zu sein. 

Die kinetische Energie des Punktes ist P = i , die 

Arbeit der Kraft bei einer infinitesimalen Verrückung (3 r, d S) ist 

-Pdr. 


Newton: Pnncipia Buch I, Abschnitt W 
Whlttaker, Dynamik 


6 
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Daher sind die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des Punktes 
}'~ri9® = — P, 

A(«)-o. 

Die Integration der zweiten Gleichung ergibt 

= h , 


wo h konstant ist. Dies Integral entspnclit der zyldischen Koordinate 
und kann physikaliscl) als das Integral des Moments der Bewegungsgröße 
um das Kraftzentrum gedeutet weiden. 

Um die Differentialgleichung der Bahnkurve zu bestimmen, elimi- 
nieren wir dt aus der ersten Gleichung mit Hilfe der Relation 

d h d 

dt r® d# ’ 


So erhalten wir die Gleichung 

^ r® dd' d'&J 
oder für u = — : 


Dies ist die Differentialgleichung der Bahnkurve^) in Polarkoordi- 
naten. Ihre Integration ergibt neben h zwei neue willkürliche Konstanten. 
Eine vierte tritt auf bei der Bestimmung von t aus der Gleichung 

t — f’^dd' -f“ konst. 


Oft wird auch die Differentialgleichung der Bahnkurve in r-p- 
Koordinaten benutzt, {p bezeichnet den Abstand des Kraftzentmms 
von der Tangente an die Bahnkurve.) Man erhalt sie unmittelbar mit 
Hilfe des Satzes von Siacci (§ 18 ). Da das dort eingefuhrte h hier konstant 
ist, folgt sofort j. 

P = — 

fQ 


oder 


dr' 


Dies ist die Differentialgleichung der Bahnkurve. 

Da Ä = ü ist, wo ü die Bahngeschwindigkeit bedeutet, so folgt aus dieser 
Gleichung p 


y 


1) Im wesenthehen findet sie äch in Newton: Principia Buch I, §§ 2 und 3 
und in Qairaut: Thioria de la Lune 1765* ln dor obigen Form ist sie in Wkewell: 
Dynarmes 1823, enthalten. 


§ 47 Allgemeiner Fall der ZentiaJkräite. Der Satz von Hamilton. 83 


odet 

wo q die durch das Kraftzentmm gehende Sehne des Krümmungskreises der Bahn- 
kurve ist. 

Man fragt häufig nach dem Krafigesäz, uiüer dessen Einfluß ein 
Massenpimkt eine vorgeschriehene Bahn durchläuft. Es ist umrdttdbar 
bestimmt durch die Gleichung 


wenn die Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinaten gegeben ist. 
Ist sie dagegen in r-^-Koordinaten gegeben, so ist die Kraft bestimmt 

dr 


Ist die Gleichung der Kurve in rechtwinkligen Koordinaten gegeben, 
so verfahren wir folgendermaßen: 

Das Kraftzentrum sei der Ursprung und f{x, y) = 0 die Gleichung 
der gegebenen Kurve. Das Integral des Moments der Bewegungsgröße ist 

xy — yx = h. 


Differentiation der Kurvengleichung ergibt 


h^ — fyy = 0> wo 



Mit Hilfe dieser beiden Gleichungen erhalten wir 

•i= v= 

xix + yfy' xU-^yfy 

Eine zweite Differentiation ergibt 

. öi , , dx 

'hi, hi, \ hu 8 I hi, y 

xU + yfy ^x \xu + ytyf xU + yiy öy \xU + yfyi 


Führt man die Differentiationen aus, so folgt 

- ^ ( fyfxit~?r '^fxfyfxy fxfyy) 

{xU + yfyY 

Daraus ergibt sich aber die gesuchte Kruff JP; denn es ist i = — Pxjr , . 
Daher haben wir 

h^rjflhx-^Uyhy + flfyy) 

{xU + yfy)^ 

Diese Gleichung gibt die gesuchte Zeutralkraft^ 


6 * 
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Der wichtigste Sonderfall ist der, daß die vorgeschriebene Bahn- 
kurve ein Kegelschnitt ist. 

Dann hat der Ausdruck 


fxx iy 2 fxy fx fy H“ fyy fx 

für die Punkte des Kegelschnittes den konstanten Wert 
— {ahc + 2fgh — aP — hg^ — ch ^) , 
während die Größe 


den Wert 


~igx + fy + c) 


hat, also ein konstantes Vielfaches der Senkrechten aus dem Punkt {x, y) 
auf die Polare des Nullpunkts in bezug auf den Kegelschnitt ist. Für die 
Zentralkraft, unter deren Einwirkung ein gegebener Kegelschnitt drurch- 
laufen wird, erhalten wir so den folgenden von Hamilton herrührenden 
eleganten Ausdruck: Die Kraft auf den Massenfunkt in der Lage [x, y) 
ist direkt proportional dem Radius aus dem Kraftzentrum nach dem Punkt 
(Xj y), umgekehrt proportional de? drxUen Potenz der Senkrechten aus {x, y) 
auf die Polare des Kraßzentrums, 

Die beiden folgenden Satze, deren Beweis dem Leser überlassen sei, können 
zusammen als die Umkehrung des Satzes von Hamilton betrachtet werden. 

1 Bewegt sich ein Punkt unter der Wirkung einer Kraft, die auf einen festen 
Punkt hin gerichtet und dem Abstand von dem festen Punkt direkt, der dritten 
Potenz des Abstandes von einer gegebenen Geraden umgekehrt proportional ist, 
so ist die Bahnkurve ein Kegelschnitt, 

2. Bewegt sich ein Punkt unter der Wirkung einer auf den Nullpunkt hin 
gerichteten Kraft von der Größe 

A‘(** + y*)* + 

wo x,y rechtwinklige Koordinaten und /<, «, ß, y Konstanten sind, so sind die 
Bahnkurven Kegelschnitte, die die Geraden 

berühren. <X + 2 ß xy + yy^ 0 

Darboux [Comptes Rendus Bd. 84, S. 936) hat gezeigt, daß diese beiden 
Kraftgesetze die einzigen sind, für die die Bahnen immer Kegelschnitte sind, wenn 
die Kraft nur von der Lage der Punkte abhängt. Suchar (Now. Bd. 6, S, 532 ) 
hat andere Kraftgesetze gefunden, ln die die Geschwindigkeitskomponenten des 
Punktes eingehen 

Aufgabe 1 Em Kegelschnitt werde unter der Einwirkung der durch den 

Hamiltonschen Satz gegebenen ICraft beschneben Man zeige, daß die Um- 
2 7t . P 

laufszeit y— pQ ist, wo pQ die Senkrechte aus dom Mittelpunkt des Kegelschnitts 

auf die Polare des Kraftzentrums bedeutet. (Glaisber.) 

Aufgabe 2, Man zeige, daß ein Punkt bei passend gewählter Anfangs^ 
geschwindigkeit unter der Einwirkung der Kraft 


lir 

{A + 2 H zy ^ B + I)^ 
^) Proc. Roy. Insh Acad. 1846. 


§ 48. Durch Quadraturen lösbare Fälle von Zentralbewegung 
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einen Kegelschnitt durchläuft, dessen Asymptoten den Gnaden 
Ax^-\-2Hxy-\- ßy2__o 

parallel sind. (Glaisher.) 


§ 48. Durch Quadraturen lösbare Fälle 
von Zentralbewegung ; Integration mit Kreisfunktionen und 
elliptischen Funktionen. 

Der wichtigste Fall der Zentralbewegmig ist der, in dem die Größe 
der Zentralkraft allein von dem Abstand r abbängt. Bezeichnet /(r) die 
Kraft, so lautet die Differentialgleichung der Bahn 


Ihre Integration ergibt 



r 

dr-u\ 


WO c eine Konstante ist. Durch nochmalige Integration findet man die 
Gleichung der Bahnkurve in Polarkoordinaten: 


r r 


i 1 dr 


Ist mit Hilfe dieser Gleichung r als Funktion von bestimmt, so ergibt 
sich die Zeit durch das Integral 

& 



f 


+ konst. 


Das Problem der Zentralbewegung ist also stets durch Quadraturen 
lösbar, wenn die Kraft von dem Abstand allein abhän^, 

Aufgabe, Man zeige, daß die Differentialgleichungen der Bewegung eines 
Massenpunktes P stets durch Quadratur lösbar sind, wenn die Zentralkraft F 


die Form hat 


^ 

+ &)' 


wo ^ eme Funktion von allein ist, während a und h willkürliche Konstanten 
smd. (Armeihm ) 

Wir nehmen nun speziell an, daß die Zentralkraft einer positiven 
oder negativen ganzen Potenz der Entfernung, etwa der propor- 
tional ist, und untersuchen die Falle, in denen die Quadraturen mit Hilfe 
bekannter Funktionen ausführbar sind. 

Dazu stellen wir zunächst die Probleme auf, die mit Kreisfunktionen 
gelöst werden können. Das obige Integral zur Bestimmung von läßt 
sich in der Form schreiben 


7 ? =.J (a + + cw-”-!)-* du. 
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WO Ä, h, c Konstanten sind, ausgenommen den Fall « = — 1, wo ein 
Logarithmus an die Stelle von tritt. Soll das Problem durch 

Kreisfunktionen lösbar sein, so darf das Polynom unter der Wurzel des 
Integranden höchstens den Grad 2 haben. Aus dieser Bedingung folgt: 

— w — 1 =0,1,2, 

sJso 

w = — 1, — 2, —3. 

Der Fall w = — 1 ist jedoch auf Grund des oben Bemerkten aus- 
zuschheßen. Dagegen ist der Fall w = 1 mit aufzunehmen, da der 
Radikand durch Emfühning von als neuer Veränderlicher in eine 
quadratische Form übergefuhrt werden kann. 

Sodann bestimmen wir die Fädle, in denen die Integration mit 
Hüfe elliptischer Funktionen^) ausführbar ist. Dazu muß das Polynom 
unter der Wurzel des Integranden vom dntten oder vierten Grade^) 
in der Integrationsvariablen sein. Diese Bedingung ist aber erfüllt für 
« = 0, — 4, — S, wenn w als unabhängige Veränderliche genommen wird, 
w = 3 , 5 1 — 7, wenn als unabhäingige Veränderliche genommen wird. 

Das Problem der Zentralbewegwng, deren Kraft der Potenz des 
Abstandes proportional ist, kann also mit Hilfe von Kreisfunktionen oder 
elliptischen Funktionen integriert werden in den Fallen, 

w = 5 . 3. L 0, - 2, - 3, - 4 , - 5 , - 7. 

Aufgabe, Man zeige, daß daa Problem durch elliptische Funktionen gelöst 
werden kann, wenn n die Werte 

hat. — S'. -* i 

Den allgemeinen Fall gebrochener Werte von n diskutierte Nobile: GiornaU 
dt Mat Bä. 46, S. 313. 1908. 

Die Probleme, die mit Kreisfunktionen integriert werden können, 
die also den Werten n= 1, — 2, — 3 entsprechen, sind von besonderem 
Interesse. Der Fall w = — 2 wird im nächsten Paragraphen behandelt. 
Für ^ = 1 und « = — 3 kann man folgendermaßen Vorgehen: 

1 . n = i. 

Die anziehende Kraft ist 

f{r)==nr, 

also wird die Gleichung der Bahnkurve 


u 





Diese Falle sind zuerst untersucht von Legendre: Thiones des FoncUons 
Elhpiiques 1825; dann von J. F. Stader; Joum, f, Math, Bd. 46, S. 262, I8S3. 
Whittaker and Watson; Modern Analysis § 22, 7. 


§ 48 Durch Quadraturen lösbare F£dle von Zentralbewegung 
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wo = v ist, also 


oder 


2 (ö* — y) = arccos 


c 


- JüV 

U W 

a: 

^=y+(|- j)’°»(2#-2rt- 


WO y eine Integrationskonstante ist, oder 

vi 


Dies ist die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse (wenn /^ > 0) oder einer 
Hyperbel (wenn /^<0). Die Bahnen sind mithin Kegelschnitte, deren 
Mittelpunkt im Kraftzentrum liegf^), 

2, n = — 3 . 

Die Zentralkraft ist 


also wird die Gleichung der Bahnkurve 

u 


Ihre Integration ergibt 

u = A cos (Ä + c) , wo 


wenn 

At<Ä®, 

u = A^c\{k^ + e)y wo 


wenn 

IA>h^. 

u=^Ad‘ + e, 


wenn 

II 


wo A und s in allen drei Gleichungen Integrationskonstanten bedeuten. 
Diese Kurven werden zuweilen als Cotessche Spiralen bezeichnet. Die 
letzte ist die reziproke Spirale®). 

Im Zusammenhang mit den Kräften, die der dritten Potenz des Abstandes 
umgekehrt proportioncQ smd, mag noch folgendes bemerkt werden: Sei 

r = /(<>) 

die Bahn bei der Kmwirkung einer auf den Ursprung hin gerichteten Zentral- 
kraft P(r), dann kann die Bahnkurve 

1) Newton fand, daß, wenn eine nach emem festen Punkt gerichtete Kraft 
emen Körper auf einer Ellipse um diesen Punkt als Mittelpunkt führt, die Kraft 
dem Abstand proportional ist. Principta Buch I, § 2. Prop. X. 

*) Newton: Principia Buch I, §2, Prop, IX; R. Cotes: Harmonia Mensu- 
rarum S. 31» 98. 
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wo h eine beliebige Konstante ist, unter dem Einfluß einer Zentralkrait P(r) -f- 

bescbrieben werden, wo c eine Konstante ist. Dabei ist das Zeitmtervall, m dem 
der Radiusvektor aus dem Kraftzentrum nacb dem Massenpnnkt von dem Wert 
zu dem Wert übergeht, für beide Bahnen gleich groß. 

Denn es ist, wenn gestrichene Buchstaben «sich auf die zweite Bahnkurve 
beziehen, , . 

Wahlen wir daher die neue Konstante hf des Moments der Bewegungsgröße so, 
daß hf = hh wird (diese Gleichung beweist die oben behauptete Gleichheit der 
Zeitintervalle, denn sie läßt sich in der Form schreiben: dt' f/^ = dijr ^ ), so ist 

Ä*(l -Ä») 


P' = 


womit der Satz bewiesen ist. Man nennt ihn zuweilen Newtons Sats von den 
rotierenden Bahnen. 

Die Formen der Zentralbewegung, die zu 
^ = 5 , 3 . 0 ,- 4 , - 5, -7 

gehören, führen, wie wir sahen, auf elliptische Integrale. Kehren wir 
die Integrale um, so erhalten wir die Lösung in elhptischen Funktionen. 
Als Beispiel behandeln wir den Fall « == — 5. 

Es sei die auf das Zentrum der Anziehung hin gerichtete Kraft, 
Wir setzen voraus, daß dem Massenpunkt eine genngere Anfangs- 
geschwindigkeit erteüt wird, als er haben wurde, wenn er aus dem Unend- 
lichen bis zum Anfangspunkt der Bewegung fallen würde, so daß seine 
Gesamtenergie . . 


JÜ, 

4y4 


negativ ist. Wir bezeichnen sie mit — i y . 
Die Energiegleichung 


fs -|- ^2 AL ^ = 0 

\d&) 

Führt man durch die Gleichung 


und die Gleichung 
ergeben zusammen 




Ä(e + i)* 




§ 48 Durcli Quadraturen lösbare JFäHe von Zentralbewegung 
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die neue Veränderliche q an Stelle von r ein, so gdit die Differential- 
gleichung über in 

(ll) = +y) f “ I ~ S)- 


Die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
‘^ 3 9 2Ä* 

Sind reell, wenn y positiv ist. Ihre Summe ist -J', und die kleinere der 
beiden ist kleiner als — -J-. Bezeichnet man die größere der Wurzeln mit 
die kleinere mit ^3 imd — -J- mit so ist 

+ ^2 + ^3 ~ 0 ' 

^ ^2 ^ ^3 * 

(•^) = 4(e - ßi) ie - e^) {q - ßs). 

wo e eine Integrationskonstante bedeutet und die Funktion p mit den 
Wurzeln e^, e, gebildet wird. Also ist 

r = (— Y ^ 

h{p{&-a) + ^)*' 

Nun ist Y positiv und kann, wie aus der Energiegleichung folgt, 

nicht größer als sein. Daher ist <p{ß' — s) + -J- positiv reell und hat 

eme positive untere Grenze. Wenn aber >■ ^ bleibt die 

Funktion — e) reell und über einer endhchen unteren Grenze für 
alle reellen Werte von ^ nur dann, wenn e reell ist. Folglich ist « reell 
und kann gleich Null gesetzt werden, wenn von einer geeigneten 
Anfangsgeraden aus gerechnet wird. Daher ist 

- ^ 

die Gleichung der Bahnkurve in Polar koordinaten^). 

Die Zeit kann aus der Gleichung 


r^d^ 


oder 


'- 1 /^ 

f = JLf 

2h?Jp{ß)-> 


Die Bahnkurven wurden diskutiert und klassifiziert von W. D. M acMülan : 
Atner. Journ. Math. Bd. 30, S. 282, 1908. 
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•bestimmt werden. Die Ausführung dieser Integration ergibt für t die 
Gleichung 

2 {e^ - e,) [e, - e,) + 2 ' 

WO t(i?) die Weierstraßsche Zeta-Funktion ist^). 

Aufgabe 1 Man zeige, daß die Gleichung der Bahnkurve eines Massen- 
punktes, der sich unter dem Einfluß einer anziehenden Zentralkraft ^ bewegt, 
die Form hat 


oder 


r = fl sn füf — ^ 

— = Ä sn ^ 

" I l/l+Ä^ j’ 


vorausgesetzt, daß Ä®>4/tE>0 ist, wo h das Moment der Beweguugsgröße 
um das Kraftzentrum und E der Überschuß der Gesamtenergie über die poten- 
tielle Energie im Unendhchen ist. {Cambridge Maih. TripoSy Part I. 1894.) 

Aufgabe 2. Ein Massenpunkt wird vom Nullpunkt mit konstanter Beschleum- 
gung fjL angezogen. Man zeige, daß der Radiusvektor r, das Argument {f und die 
Zeit t als Punktionen eines reellen Hilfswmkels w dargestellt werden können durch 
Gleichungen von der Form 

r = p[%u + coj) #?(öJa H- a) , 


(•j)*# = »f(tOi + tu) + upifiD^ + a) — 


gi-0- _ ®(“i + »« + öJ, + a) o(füi - £0, — o) 

fl(QJl -f- — (Ü2 ~~ fl) O (cüj dg -f- fl) 

(Schonte ) 

Von besonderem Interesse smd die Punkte der Bahnkurve, in denen 
der Radiusvektor nach zeitweiligem Wachsen abzunehmen oder nach 
zeitweihger Abnahme zu wachsen beginnt. Ein Punkt der ersteren Art 
heißt Apozenirum, ein Punkt der letzteren Art Perizentrum, beide ge- 
meinsam Apsiden. Ist die Apsis kein singulärer Punkt der Bahn, etwa 
eine Spitze, so gilt dort 

Diese Gleichung besagt, daß die Tangente der Bahnkurve auf dem Radius- 
vektor senkrecht steht. 

Ist die Sonne das Kraftzentrum, so bezeichnet man Apozentrum 
und Penzentrum gewöhnlich als Aphel und Perihel. 

Aufgabe. Ein Massenpunkt wird von einem festen Punkt mit der Kraft 

ü 4- J1 

^ "T ^ 

angezogen. Man zeige, daß der Winkel zwischen den Radien Vektoren nach zwei 
aufeinanderfolgenden Apsiden die Größe 

JZ 


i 




hat, wo h die Konstante des Momen'ts der Bewegungsgröße ist. 
^) Vgl Whittaker and Watson- Modern AnaVysis § 20, 4. 


§■49- Bewegung nach , dem Newtonsdien Anziehungsgesetz. 


91 


§ 49. Bewegung nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz^). 

Von den durch Kreisfunktionen lösbaren Problemen der Zentral- 
bewegang, bei der die Kraft einer ganzen Potenz des Abstandes propor- 
tional ist, bleibt noch der Fall w = — 2 zu untersuchen. Er ist von 
besonderer Bedeutung für die Hünnielsmechamk, da nach dem all- 
gemeinen Newtonschen Gravitationsgesetz die gegenseitige Anziehung 
zweier HimnielskÖrper mit dem reziproken Quadrat ihres Abstandes 
variiert. 


1. Die Bahnkurven. 


Wir betrachten also die Bewegung eines Massenpunktes, der von 
emem festen, zum Koordinatenursprung gewählten Punkt mit der Kraft 
angezogen wird. Dabei ist u die reziproke Entfernung von dem festen 
Punkt. Der Massenpunkt möge in dem Bahnpunkt mit den Polar- 
koordinaten c, oc eine Anfangsgeschwindigkeit von der Größe Vq haben, 
die mit c den Winkel y einschließt, so daß das Moment der Bewegungs- 
große den Wert hat , 

° h = cvQSmy, 


Die Differentialgleichung der Bahnkurve ist 
ä^U . P fJL 






Diese lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 
hat das Integral 


u = 


üg sin® y 


{i -f e cos (i? — d?)) , 


wo e und co Integrationskonstanten sind. Sie ist die Gleichung eines 
Kegelschnitts in Polarkoordinaten, dessen einer Brennpunkt im Ur- 
sprung liegt, dessen Exzentnzität e ist, und dessen Halbparameter l 
durch die Gleichung s « • o 

gegeben wird. Die Konstante bestimmt die Lage der Apsidenlinie 
und heißt Perihellange. 


Daß der Brennpunkt des Kegelschnitts mit dem Kraftzentrum zusammen- 
fallt, stimmt mit dem Hamiltonschen Satz überein. Deim dann ist das Lot auf 
die Polare des Kraftzentrums gleich dem Lot auf die Leitlinie und daher r pro- 
portional, so daß nach dem Satz von Hamilton die Kraft proportional wird. 

Zur Bestimmung der Konstanten e und co als Funktionen der Än- 
fangswerte c, y, Vq bemerken wir, daß zu Beginn der Bewegung 


■ = a. 




Newton: Principta Buch I, § 3, Prop, XI, XII, XIII. 
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ist. Führen wir diese Werte in die Gleichung der Bahnkurve und die aus 
ihr durch Differentiation nach abgeleitete ein, so folgt 
Vq c sin®;' = fi-]- cos (ä — co) , 

Vq c sin cos y ^ fie sin (a — ct)) . 

Die Auflösung dieser Gleichungen nach e und d> ergibt 


e® = 1 + 


i^c^sin^y 


2 7^0 ^sin®y 


ctg(Ä — cü)= g . +tgy. 

' cugsinycos;' 

Ist der Kegelschnitt eine Ellipse, so bezeichnet man die große Halb- 
achse gewöhnlich als die mittlere Entfernung a des Punktes. Es ist 


l 


a = ■ 


vl- 


1 -e*’ 

und nach Substitution der schon gefundenen Werte von l und e® wird 

'"'‘(t-t)- 

Diese Gleichung bestimmt a als Funktion der Anfangswerte. 

Die Zeit, die der Massenpunkt braucht, um die elliptische Bahn 
einmal zu durchlaufen, die Umlaufszeit, ist 
2 

X Flächeninhalt der EUipse, 

da h die doppelte Flachengeschwmdigkeit ist, mit der die Elhpse von 

dem Radiusvektor über strichen wird. Die Umlaufszeit ist daher ^ 
wo h die kleine Halbachse bedeutet. Es ist aber 


h — ^ocsiny 




die Umlaufszeit also gleich 27l^|a^jfl. Es ist üblich, die Größe mit 
n zu bezeichnen; die Umlaufszeit wird dann 27tln, n heißt mittlere 
Bewegung, da es der Mittelwert von & für emen vollständigen Umlauf ist. 

Bertrand tmd Koeniga haben gezeigt, daß von allen Kraftgesetzen, bei denen 
die Kraft im Unendlichen verschwindet, das Newtonsche Gesetz das einzige ist, 
dessen Bahnlnirven sämtlich algebraisch sind, und zugleich das einzige, dessen 
Bahnkurven sämtlich geschlossen sind 

Aufgabe. Man zeige, daß für eine mit dem reziproken Quadrat der Entfernung 
variierende abstoßende Kraft die Bahnkurve em Hyperbelast ist, für den das 
Kraftzentrum äußerer Brennpunkt ist. 

2. Die Geschwindigkeit. 

Wir betrachten nun den Fall, daß die Bahnkurve eine Ellipse ist; 
die Gleichung 


-(!4) 


§ 49- Bewegung nach dem Newtonschen Anziehungsgesetz. 
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stellt einen Zusammenhang zwischen der mittieren Entfernung ä, der 
Geschwindigkeit Vq und dem Radiusvektor c un Anfangspunkt der Be- 
wegung her. Da jeder Punkt der Bahn Anfangspunkt sein kann, läßt 
sich die Gleichung so schreiben 


v^ = 

^ \r a 


wo V die Geschwmdigkeit des Massenpunktes m einem Punkt mit dem 
Radiusvektor r ist. 

Ist die Bahnkurve eine H3^erhel mit der großen Halbachse a, so 
findet man entsprechend 


^ \r a 

Für eine Parabel lautet die Gleichung 


Daraus folgt, daß die Bahnkurve eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel 
ist, ^e nachdem ist, d Ä. '\e nachdem dxe Geschwindigkeit zu Be- 

ginn der Bewegung kleiner ist als die infolge eines Falles aus der Puhelage 
im Unendlichen in die Anfangslage erreichte, gleich dieser Geschwindigkeit 
oder größer als sie ist. 

Weiter laßt sich zeigen, daß die Geschwindigkeit in 'jedem Punkte der 
Bahn in eine Komponente senkrecht zu dem Radiusvektor und in eine 
Komponente senkrecht zur großen Achse des Kegelschnittes zerlegt 

werden kann, daß also diese beiden Komponenten konstant sind. 

Denn es sei S das Kraftzentrum, P der Ort des Massenpunktes, 
G der Schnittpunkt der Normalen des Kegelschnittes in P mit der großen 
Achse, GL das Lot aus G auf SP, SY das Lot aus S auf die Tangente in P. 
Dann stehen die Seiten des Dreiecks SPG offenbar senkrecht auf der 
Geschwmdigkeit und auf den Komponenten der Geschwindigkeit in 
den beiden angegebenen Richtungen. Daher ist die Komponente senk- 
recht zum Radiusvektor 

v-SP h*SP __ h 

SY- PG'^ PL ^ l h 


und die Komponente senkrecht zu der Achse gleich der Komponente 
senkrecht zum Radiusvektor multipliziert mit SGjSP, also gleich efifh 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Aufgabe 1 Man beweise, daß bei elliptisclier Bewegung nach dem Newton- 
schen Gesetz die Projektiohen zweier Geschwindigkeiten auf die äußere Winkel- 
halbierende der zugehörigen Radienvektoren gleich smd und daß die S umm e 
der Projektionen auf die innere Winkelhalbierende gleich der Projektion einer 
Strecke konstanter Länge und Richtung ist. (Cailler.) 
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Aufgabe 2 Man beweise, daß bei elliptischer Bewegung nach dem Newton - 
sehen Gesetz das über emen vollen Umlauf genommene Integral \Tdf, wo T die 
kinetische Energie bedeutet, nur von der mittleren Entfernung, nicht von der 
Exzentrizität abhängt (Grinwis.) 

Aufgabe 3 In einem bestimmten Punkt einer Elhpsenbahn, die unter der 


u 

Einwirkung der Kraft durchlaufen wird, erleidet die Konstante plötzheh eine 

geringe Änderung. Man beweise, daß der Punkt em Endpunkt der kleinen Halb- 
achse sein muß, wenn die Exzentrizitäten der ursprünglichen und der neuen Bahn- 
kurve übereinstimmen sollen 


3. Die Anomalien bei elliptischer Bewegung. 

Beschreibt ein Massenpunkt eine Ellipse unter der Einwirloing einer 
Zentralkraft im Brennpunkt S, so wird der Winkel ASP, wo .4 die dem 
Brennpunkt nächstgelegene Apsis bedeutet, als die wahre Anomalie 'd' 
des Massenpunktes in P bezeichnet. Der zu dem Punkt P gehörende 
exzentrische Winkel ASQ, wo Q der dem EUipsenpunkt P entsprechende 
Punkt auf dem Hilfskreis mit einer der Halbachsen ist, heißt die exzen- 
trische Anomalie u des Massenpunktes in P. Wenn n die mittlere Be- 
wegung und t die Zeit bedeutet, in der der Bogen AP durchlaufen wird, 
so heißt die Größe die mitÜere Anomalie des Massenpunktes in P. Wir 
suchen nun den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Anomalien. 

Die Beziehung zwischen & und u ergibt sich folgendermaßen: 

Es ist I 

- = 1 -(- ßCOS^ 
r 


und y = a — * ^ a;, wo a: die rechtwinklige Koordinate von P in bezug auf 
den Mittelpunkt der Ellipse als Nullpunkt bedeutet, oder 

r = a(i — e cos «) . 

Daraus folgt 

(i — e cos «) (1 + ß cosi?) =1 -T- 
Diese Gleichtmg kann in der From geschrieben werden 

u /l — & 


oder 


+ 5/ 

(1— ' 
smw= ^ ^ . 

1 + ecos& 

Die Beziehung zwischen u und nt erhält man so. 

Es ist 

h 

■ X Flächeninhalt ASQ 


X Flächeninhalt ASP = 

Ä nah a 


“ (Flächeninhalt ACQ — Flächeninhalt SCQ) , 

wo C der Mittelpunkt der Ellipse ist, 

2 ia^ a^e 1 

na^ l2 2 j ' 
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also endlich 

^ ^ = w — <2 sin w 

Dies ist die sogenannte Keplersche Gleichung. 

Ein Nomogramm für die Auflösung dieser Gleichung ist von H. Chrötien 
beschrieben worden: Assoc. Franp. Congräs Reims 1907, S. 83. Die Lösung durch 
Reihenentwicklung ist von vielen Autoren behandelt, eine bedeutende neuere Arbeit 
über diesen Gegenstand ist von Levi-Civita: Atti della R.Acc. dei Ltncet, Rendiconti 
(5) Bd. 13, S 260. 1904. 

Endlich ergibt sich die Beziehung zwischen und nt aus 
nt = u -- esinu . 

Ersetzt man u durch semen Wert als Funktion von , so wird 


nt 


= arcsin 


(1 — ß2)*sini9‘\ 

. 1 + ß cosö- / 


ß (1 — sin 
1 + ß cosi? 


die gesuchte Beziehung, die die Zeit als Funktion der wahren Anomahe 
& des Massenpunktes daxstellt. 

Eine auf geometrischen Überlegungen beruhende Berechnung der wahren 
Anomahe aus der mittleren fand sich unter Newtons unveröffenthchten Auf- 
zeichnungen. 

Aufgabe 1. Man beweise, daß 

u = nt — Ir (r e) sin rnt 

r= 1 

ist, wo die Besselsche Funktion Ordnung bezeichnet^) 

Es ist nämlich 


i du 1 

n dt 1 — ß cos u 


27t 

i r d {nt) 

2jtJi^e cosM 
0 



2 jr 

cosrnt rco3rntd{nt) 

ut J i — e C03U 
0 


*) 


= ^j du -f- ^ f “ ßsm«)} du 


oo 

= 1 + 2^^ Ir {re) cosrnt ®) 
r = i 


Die Integration liefert das gewünschte Ergebms. 

Aufgabe 2. Man beweise, daß 

^ = n^ -f- 2ßsinw# -|- 4 ß®sin2n # H- . . . 


Diese Reihenentwicklung wird gewöhnhch nach Bessel benannt, obwohl 
sie schon von Lagrange stammt: Oeuvres Bd. UI, S 130. 

2) Founersche Reihenentwicklung, vgl. Whittaker and Watson: Modern 
Analysis Chapt. 9, 

®) Ebenda Chapt. 17. 
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Aufgabe 3. Man zeige, daß bei hyperbolischer Bewegung nach dem Newton- 
sehen Gesetz 


1 (^ 4 - 1 )*cos 4 ^+ (ß-- 1 )* sin ^ 


sini{> 
+ e cos 


und daß bei parabolischer Bewegung 



<=tg—+—tg»— 

*2^32 


ist, wo p den Abstand des Brennpunkts vom Scheitel bedeutet. 

Aufgabe 4 Man beweise, daß bei elliptischer Bewegung nach dem Newton- 
schen Gesetz die Summe der vier vom Perihel aus gemessenen Zeiten bis zu den 
Schnittpunkten der Elhpse mit einem Kreise konstant ist für alle konzentrischen 
Kreise und konstant bleibt, wenn der Mittelpunkt des Kreises parallel zur großen 
Achse verschoben wird (Oekinghaus.) 


4. Der Satz von Lambert. 

Lambert bewies 1761, daß bei elliptischer Bewegung nach dem 
Newtonschen Gesetz die Zeit, in der ein Bogenstück durchlaufen wird, 
nur von der großen Achse, der Summe der Abstände des Kraftzentrums 
von dem Anfangs- und Endpunkt und von der Lange der Verbindungs- 
sehne dieser letzteren beiden Punkte abhängt. Durch diese Bestim- 
mungsstücke ist die Zeit daher festgelegt, unabhängig von der Gestalt der 
Ellipse 1). 

u und w' mögen die exzentrische Anomahe im Anfangs- und End- 
punkt der Bewegung bedeuten. Dann ist 


n X Durchlaufungszeit = u' — esmu' — [u — e sin u) 

, , , u' — u u' u 

= (w — w) “ 2^sin cos 

£i 


Bezeichnet nun c die Länge der Sehne, r und / die Radien- 
vektoren, so ist 


r + / . , u-^u u ^ u 

= \ — e cos w + 1 — ^ cos u =2 — 2e cos cos 

a 2 2 


und 


also 


c2 = (cos u' — cos (sm — sin u)^ 

= 4a^ sin^ '^2^ ^ ^ ^ 

a 2 \ 2 } 


Daher ist 
r + / 4- c 
a 


= 2 — 2 cos 


fw'— w , ( «-hw'W 

j ^ h ai'ccos l^cos — ^ — jj 


1) Lamberts ursprüngheher Beweis war geometrisch und synthetisch; der 
Satz wurde veraUgemeiuert und anal 3 rtisch bewiesen von Lagrange: Oeuvres de 
Lagrange Bd. IV, S. 559. ijyS. 
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und 


also^) 


und 


r + r—c 


fw'— « / u + «'\1 

— 2 cos| 1- arccos \e cos — - — jj , 


1 />■ + >^ + c\* 

u' — u 

, / M + m'\ 

T \ a ) '' 

2 

■p 0.1 l 0 COS 1 

\ 2 / 

/r + /— c\* 


/ « + \ 

; \ a } ~ 

2 

^ dXCCOS l 0 COS 1 

\ 2 / 


Fuhrt man die Größen öt und ß ein durch die Gleichimgen 

sin- = - , sin- = - ' , 

2 2\ a r 2 2\ a ) ' 


so folgt aus den vorangehenden Gleichungen 

öt — ^ = ü' — « , 

Daher ist endlich 


ot “i“ d H uf 

cos = ecos 

2 2 


n X Durchlaufungszeit = öt — jS — 2cos ^ ^ sin — — - 

2 2 


== (ä — sina) — (jS — sinß ) . 


Dies ist der Satz von Lambert. 

Aufgabe 1. Man untersuche den Grenzfall, daß die Meine Halbachse ver- 
schwindet, die Bewegung also geradlinig wird. 

Aufgabe 2. Welche Form nimmt der Lambertsche Satz für parabolische 
Bewegung an? 

Um diese Frage zu entscheiden, lassen wir den mittleren Abstand a sehr 
groß, die W inlf ftl Ä, ß also sehr klein werden. Dann wird der Satz von Lambert 
nälierungswelBe : 


gesuchte Zeit = 


6 « 


a 


= -^ |(r + r'+ c)l - [r +.r'- 6)*J. 



Damit hat man die gesuchte Form**). 

Aufgabe 3. Man leite den Lambertschen Satz für parabolische Bewegung 
direkt aus den Formeln für die parabolische Bewegüng her. 


1) Man beachte, daß in dem Lambertschen Satz durch das Auftreten der 
Wurzeln em Vorzeichen unbestimmt bleibt. Der Leser wird ohne Schwierigkeit 
entscheiden können, welches Vorzeichen emer gegebenen Anfangs- und Endlage 
entspricht, 

») Dies Resultat gab Euler in semer Determinatxo Orbitae Cometae Anni 174:2 
(1743). öhe Lambert den allgemeinen Satz veröffenthchte. 


Whittaker, Dynamik. 
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§ 50. Das Feld einer Zentralkraft und das Feld einer 
Parallelkraft in ihrer Wechselbeziehung. 

Befindet sich bei der Zentralbewegnng das Kraftzentrum in großer 
Entfernung von dem betrachteten Teile des Kraftfeldes, so wirkt die 
Zentralkraft in den verschiedenen Lagen des Massenpunktes nahezu 
in gleicher Richtung. Im GrenzfaJl eines unendhch entfernten Kraft- 
zentnims ergibt sich so das Problem der Bewegung eines Massenpunktes 
in dem Felde einer ParaUelkraft. 

Für die Untersuchung dieses Problems fuhren wir in der Ebene der 
Bewegung rechtwinklige Achsen Ox, Oy ein derart, daß Ox der Kraft- 
richtung parallel ist. X{x) sei die Große der Kraft, die von y unab- 
hängig sei. Die Bewegungsgleichungen lauten 
i == Z (^) , j) = 0 , 

so daß die Bewegung dargesteUt wird durch die Gleichung 

X 

^ = ay + ö == J{2fX{x) dx + c)^^dx + l, 
wo a, b, c, l Integrationskonstanten sind. Ihre Werte bestimmen sich 
aus den Anfangsbedingungen, d. h. den Anfangswerten von x, y, y. 

Laßt sich so einerseits die Bewegung in dem Feld einer Parallel- 
kraft als Grenzfall der Zentralbewegung behandeln, so genügt anderseits 
die Lösung jenes spezielleten Problems, um die des allgemeineren an- 
geben zu können. Denn wenn ein Massenpunkt von einer Zentralkraft 
der Größe P im Koordinatenursprung angezogen wird, sind die Be- 
wegungsgleichungen 



Das Moment der Bewegungsgröße des Massenpunktes um den 
Ursprung hat den konstanten Wert xy — yx=ih. Wir führen neue 
Koordinaten X, Y ein vermöge der linearen Transformation 



und definieren eine weitere neue Veränderliche T durch die Gleichung 



daher 
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Wenn T als die Zeit gedeutet wird, so besagen diese Gleichungen, 
daß ein Massenpunkt mit den Koordinaten X, Y sich so bewegt, als wirkte 

auf ihn eine Kraft parallel zur F-Achse von der Größe — Da man 


aus der Losung dieses transformierten Problems die Lösung des urspning- 
liehen ableiten kann, so folgt, daß sich das Problem der Zentralbewegung 
auf das Problem der Bewegimg in dem Feld einer Parallelkraft zurück- 
fuhren läßt 


Aufgabe 1. Man zeige, daß ein Massenpunkt, der einzig der Schwere unter- 
liegt, eine nach unten geöffnete' Parabel mit senkrechter Achse beschreibt. 

Aufgabe 2 Man zeige, daß die Größe der zur Achse parallelen Kraft, unter 
deren Einwirkung die Kurve f{Xt y) = 0 durchlaufen werden kann, em konstantes 
Vielfaches der Größe 


(dfY^f d^f (dfY . . 02/ df df ö*/ idfYx 
\6x) l 'SßKdy/T’ dxdydxdy dy»\dxJS 

sein muß. 

Aufgabe 3 Beschreibt ein Massenpunkt in dem Feld einer Parallelkraft bei 
beliebigen Anfangsbedingungen stets emen Kegelschnitt, so ist die Kraft der dritten 
Potenz des Abstandes von einer Geraden senkrecht zur Kraftnehtung umgekehrt 
proportional. 


§ 51. Der Satz von Bonnet. 

Wir untersuchen nun die Bewegung eines Massenpunktes, der von 
mehreren Kraftzentren gleichzeitig angezogen wird. Die Lösung für 
unendlich viele Bewegungsprobleme dieses Typus ergibt sich aus dem 
folgenden Satze von Bonnet i): 

Wenn eine gegebene Bahnkurve unter dem Einfluß jedes einzelnen 
von n gegebenen Kraftfeldern beschrieben werden kann, wobei die Geschwin- 
digkeit in einem beliebigen Punkt P der Balm bzw, v^, v^, . , .,v^ ist, so 
kann dieselbe Bahn beschrieben werden wnter der Wirkung desjenigen 
Kraftfeldes, das sich aus der Überlagerung edler n Kraftfelder ergibt, wobei die 
Geschwindigkeit in dem Punkt P nunmehr gleich * H“ 

Wir nehmen an, dem durch Überlagerung der einzelnen Kraftfelder 
entstandenen Kraftfeld müßte noch eme Zusatzkraft R senkrecht zur 
Bahnkurve hinzugefugt werden, damit der Massenpunkt die betreffende 
Bahnkurve beschreibt. Er gehe von einem Bahnpunkt A aus derart, daß 
das Quadrat der Geschwindigkeit in A gleich der Summe der Quadrate 
der Geschwindigkeiten ist, die der Massenpunkt an der Stelle A unter der 
Wirkung der einzelnen Kraftfelder hat. Vergleicht man die Energie- 
gleichung dieser Bewegung mit der Summe der Energiegleichungen d^ 
n ursprünglichen Bewegungen, so erweist sich die kinetische Energie 
als Summe der kmetischen Energien der ursprunghehen Bewegu^en. 
Das bedeutet aber, daß die Geschwindigkeit in einem willkürlichen 
Punkt P gleich (vl + . . . + v^)^ ist. 

M Joi 4 m. de mßth. Bd. 9, S. 113. 1844; imd Notfe IV von Bd. II der letzten 
Auflage von Lagranges Anal / Oeuvres de iLagrangß Bd XU, S 353* 

7 * 
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Die Kraft in Richtung der Normalen der Bahnkurve ist daher 

Vl + + ■ . . +1»« _ p , p , j_ T 7 . r. 

m + -^2 + • • + -t- Ä , 


WO m die Masse des Punktes, q den Krümmungsradius der Bain, 
Fj, Fn die Nomialkomponenten der ursprünglichen Kräfte im 

Punkte P bedeuten. 

Da aber 


mvl_ 

— -^11 — 
Q Q 


mvl 

Q 




ist, muß die Zusatzkraft Ä = 0 sein. Die gegebene Bahn ist mithin eine 
mögliche Bahnkurve des durch Überlagerung der ursprünglichen Kraft- 
felder entstandenen Kraftfeldes, 

Aufgabe. Man zeige, daß ein Massenpunkt eine Ellipse durchlaufen kann, 
wenn in Richtung auf die Brennpunkte die Kräfte wirken 


f ® + 8 fl® 

8 r*' 


und 


r'» + 8 a» 


Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Satz von Bonnet, wenn mgn berück- 

siohtigt, daß die gegebenen Kräfte gleichwertig sind imt den Kiäften ^ bzw. ^ 

in Richtung auf die Brennpunkte zusainiaen mit einer Kraft X Abstand in 
der Richtung nach dem Mittelpunkt der Ellipse. 


§ 52. Bestimmung des allgemeinsten Kraftfeldes, in dem 
eine gegebene Kurve oder Kurvenschar beschrieben werden 

kann. 

Die Gleichung emer Kurve sei 

3>(*,y) = c. 

Faßt man. die Konstante c als Parameter auf, so stellt die Gleichung 
eme Kurvenschar dar. Unter der Voraussetzung, daß die Kraft allein 
von der Lage des Massenpunktes abhängt, soll das allgemeinste Kraftfeld 
bestimmt werden, in dem die gegebene Kurvenschar eine Schar möglicher 
Bahnkurven des Massenpunktes darstellt. 

Der Massenpunkt habe die Geschwmdigkeit v, die auf die Massen- 
einheit ausgeubte Kraft die Komponenten X, Y in Richtung der 
Koordinatenachsen. Da alsdann die Tangential- bzw. Normalkompo- 
nente der Beschleumgung gleich bzw. ist, so ergibt sich 

^ - J ^ 
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Wird für — sein Wert 
Q 


01 ^^-2 0^ 0y 0^ + 0i 0yy 


eingesetzt, so folgt 
X = — 0 t)® ^ ~ 2 ^ 0 (^ + (P®) -i 


Führt man v'^= — w (^ + cK) an und ersetzt -t“ durch 

(1$ 




SO geht die Gleichung über in 

X=U{0,0yy-0y0^)+\0y^{^,+ i . 


Nun ist u willkürlich, da es von der Geschwindigkeit abhängt, mit 
der die gegebenen Bahnkurven durchlaufen werden. Da Z, Y Funktionen 
der Lage des Massenpunktes sein sollen, kann u als wiUkurhche Funktion 
von X, y angenommen werden. Es ist daher 

Z = w ( + i ^x) 

und entsprechend 

Y = + - ^x'^y) > 

wo u eine willkürliche Funktion von x, y ist. Diese Darstellung des 
Kraftfeldes, in dem eine gegebene Kurvenschar eme Schar möglicher 
Bahnkurven ist, wurde zuerst von DaineUi angegeben^). 

Aufgabe Man zeige, daß ein Massenpunkt eine gegebene Kurve unter der 
Binwirkung willkürlicher Kräfte P^, P 2 » - . • nach gegebenen festen Punkten 
durchlaufen kann, wenn diese Kräfte den Gleichungen 


"V = 0 

Zjplds\ f, I 


genügen, dann ist der Radiusvektor vom ä*®“ gegebenen festen Kraftzentnim, 
Pt, das Lot aus ihm auf die Tangente und q der Krümmungsradius der gegebenen 
Bahnkurve 

Die Tangential- bzw. Normalkomponente der auf den Punkt wirkenden 
Kraft ist nämlich 




Aus der Gleichung 


folgt daher 


■=ypA^ 


2T = 


dv^ d . 




I) GtormOe dt Mat. Bd 18, S 271. 1880. 
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/ PhpkQ \ _ 
Plds\ rj, ) 


Aufgabe 2. Ein Massenpunkt kann eine vorgeschnebene Kurve unter der 
Wirkung jeder beliebigen der gegebenen Kräfte ^52* * • • durchlaufen, die m 
gegebenen (verschiedenen) Richtungen wirken Damit dieselbe Kurve unter der 
vereinten Wirkung von Kräften ... durchlaufen wird, deren Richtungen 

mit denen von 0a, ... zusammenf allen, muß die Bedingung erfüllt sein 

wo Cj^ die Sehne des Krümmungskreises der Kurve in Richtung von 0^ bedeutet 

(Curtis.) 

Aufgabe 3 Ein Punkt bewegt sich m emem zweidimensionalen Kraftfeld 
mit der Potentialfunktion F. Man zeige, daß eine Kurve konstanten Potentials 
eme möghche Bahnkurve ist, wenn V der Gleichung genüget* 


^ [dyj dxdy dx dy \dy) J 


§ 53. Das Problem der zwei Anziehungszentren, 

I Im allgemeinen kann man die Gleichungen der Bewegung eines 
Massenpunktes in einer Ebene unter der Einwirkung wUlkürliclier Kräfte 
nicht durch Quadraturen lösen. Neben dem Problem der Zentral- 
bewegung ist das bekannteste lösbare Problem dieser Art das Problem 
der zwei Anziehungszenlren: die Bewegung eines Massenpunktes in einer 
Ebene zu bestnmnen, der nach dem Newtonschen Gesetz von zwei 
festen Punkten der Ebene angezogen wird. Euler entdeckte die Lösbar- 
keit des Problems^). 

Der Abstand der beiden Kraftzentren sei 2Cj der Mittelpunkt ihrer 
Verbindungslinie der Ursprung, die Verbindungslinie selbst die A;-Achse. 
Die Koordinaten der beiden Zentren sind demnach (c, 0) und (— c, 0). 
Der Punkt, dessen Masse 1 sei, hat dann die potentielle Energie 

V = — c)2 + y^}-i — //{{x + c)® + y®)-*, 

WO die Konstanten /4, /t' ein Maß für die anziehende Kraft der beiden 
Zentren sind. 

Wirkt eines der beiden Kraftzentren allem, so ist jede Ellipse oder 
H57perbel, die die beiden Kraftzentren zu Brennpunkten hat, eine mög- 
hche Bahnkurve, Nach dem Satz von Bonnet ist demnach jede dieser 
konfokalen Ellipsen oder Hyperbeln auch dann eine moghche Bahnkurve, 
wenn beide Zentren gleichzeitig wirken. Daher empfiehlt es sich, die 
Lage des Massenpunktes durch sogenannte elliptische Koordinaten 

1) Euler Mäm, de Berhn I76O, S 228; Novi Comm Petrop. Bd 10, S 207- 
1764; Bd 11, S 152, 1765, Lagrange Mim, de Turtn Bd 4, S 11 8, 215 
1766 — 69, oder Oeuvres Bd II, S 67 


ii 

11 ^ 

i ' 
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darzustellen, die mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y Zusammen- 
hängen durch die Gleichungen 

c^x>\icQSYi, y = c ©in | sin » 7 . 

Die Gleichungen ^ = konst., 7] = konst. stellen dann die konfokalen 
Ellipsen bzw. Hyperbeln dar, deren Brennpunkte die beiden Kraft- 
zentren sind. Sie bilden eine spezielle Schar von Bahnkurven. 

Die potentielle Energie wird als Funktion von f, ?? 

F=- ^ 

c (®o{ f — cos rj) c (Eof f + cos rj ) ' 
während die kinetische Energie T gegeben ist durch die Gleichung 

= ^((£op|-cos»lj)(|*+ 17 *). 

Offenbar ist das Problem vom Liouvilleschen Typus (§43). kann 
daher nach den dafür entwickelten Methoden integriert werden. Die 
Lagrangesche Gleichung für die Koordinate | ist 

d . SV 

c® {(Eof I - cos® ri) f > - c® (^o\ i ©in + 1 ?*") = - 

oder 

c® ^ {((So)® I - cos® 1 ?)* f ®> -2 c® EoT f ©in I (Eo)® f - cos® rj) | (|® + ^®) 
ct t 

8V 

= — 2 (Eoi® I — cos® 5 j) i 

oder unter Benutzung der Energiegleichung T + V = h: 
c®-^<((£oj®|-cos®i;)®|®> 

= - 2 (Kol® f - cos® ri)i-^ + 2{h-V)S-^ (Eof® I - cos® rj) 

= 2i^<(Ä-7)(a:Dpi-cos®i?)> 

= 2 f ^ |ä (E of® I — cos® J?) + J (®0f 1 + cosjy) + (goj $ - COSlj)-| 

Die Integration ergibt 

-^(®of®^-cos®j?)®f® = Aeof»H- ©ofl-y, 

wo y eine Integrationskonstante ist. 
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Zieht man diese Gleichüng von der Energiegleichung ab, die sich 
in der Form schreiben läßt 

(Eof I — cos® 7])‘ (f® + jj®) 

2 / 

= A(Koi®f - cos®ij) + ((Eof I + cosjj) + (Kofi - cosij) . 

SO folgt 

J (ßof I — cos®??)® jy* = —hcos^T] — — cos?? + y . 

Durch Elimination von di zwischen diesen Gleichungen ergibt sich 

(rff)® _ ^ W 

A®of*f + -hcos^i]-^~^ cosri + y 

' C c ' 

Nach Einführung einer Hilfsveränderlichen « ist daher 

u = y|— ÄCOS®?? ~ ^ ^ “S?? + y'l dri. 

Die Integrale sind ellipüsch, also lassen sich S, V als elliptische Funk- 
tionen des Parameters u darstellen, etwa in der Form 

f . »? = • 

Durch diese Gleichungen, in denen die elliptischen Koordinaten f , rj 
als Funktionen eines Parameters u erscheinen, ist die Bahnkurve des 
Massenpunktes bestimmt^). 

§ 54. Bewegung auf einer Fläche®)* 

Wir betrachten nun die Bewegung eines Massenpunktes unter der 
Einwirkung beliebiger Kräfte, wenn der Punkt gezwungen ist, auf einer 
glatten Fläche zu bleiben. 

Die auf den Massenpunkt wirkende äußere Kraft, zu der wir die 
Zwangskraft, die ihn auf der Fläche halt, nicht rechnen, soll in Richtung 
fester rechtwinkliger Koordinatenachsen die Komponenten , Y, Z 
haben. Der Massenpunkt habe an der Stelle {x, y, £) die Geschwindigkeit 
v\ s sei der Bogen, q der Krünimungsradius seiner Bahnkurve, % der 

Einige Verallgemeineningen des Problems der zwei Gravitationszentren 
fmden sich in einer Abhandlung von Hiltebeitel: Amer* Journ. Math. Bd 33, 

s 337 . 1911 . 

2) Die früheste Untersuchung einer Bewegung auf einer Fläche ist Galileis 
Untersuchung der Bewegung eines schweren Massenpimttes auf einer schiefen 
Ebene. Die Bewegung eines schweren Massenpunktes auf einem wagerechten Kreis 
einer Kugel wurde von Huygens untersucht* Horologium oscillatorium 1673* 


§ 54. Bewegung auf einer Fläche. 
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-Winkel der Hauptnormalen der Bahn mit der Flachennonnalen; 1, yti, v 
mögen die Richtungskosmus der in der Tangentialebene gelegenen 
Bahnnormalen zur Zeit t bedeuten. Die Masse des Punktes sei eins. 

Die Beschleunigung des Massenpunktes setzt sich zusammen aus 
einer Komponente vdv/ds in Achtung der Tangente und einer Kom- 
ponente v^Iq in Richtung der Hauptnormalen der Bahnkurve. Die 
letztere laßt sich ihrerseits zerlegen in eine Komponente (ü®/e)sin% 
in Richtung der Geraden mit den Richtungskosinus 1, ß, v und in 
{v^Iq) cosx in Richtung der Flachennormalen. Daher bestehen die 
Bewegungsgleichungen 


(A) 


dv -y. dx ^ dy „ dz 


(B) ^sin% = XA4-FA‘ + ^’'- 

\Q / 

Mit der T ns/>'hpng1Pip>mTig zusammen reichen sie zur vollständigen 
Bestimmung der Bewegung aus. Denn aus der Flachengleichung läßt 
sich z als Funktion von x und y bestimmen, so daß mit Hilfe dieses 
Ausdrucks alle Größen in den Glachungen (A), (B) sich als Funktionen 
von y, X, y, X, y daxsteUen lassen. Die Gleichungen [A), [B) werden 
so ein Differentialgleichungssystem vierter Ordnung zur Bestimmung 
von X und y als Funktionen von t. 

Sind die wirkenden Kräfte konservativ, so ist die Größe 


—X dx — Y dy — Z dz 

das Differential einer Potentialfunktion V{x, y, z). Daher läßt sich die 
Gleichung (A) integrieren und ergibt die Energiegleichung 

iv^+V(x,y,z)^c, 

wo c eine Konstante ist. Fuhrt man den so gewonnenen Wert von u* 
in die Gleichung (B) ein, so ergibt sich 


2 ^c-V)^ = XX + Yß + Zv. 

Dies ist (nach Elimination von z mit Hüfe der Flächengleichimg) 
eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in z und y für die Bahn- 
ku 3 :ven auf der Fläche, 

Im aUgemeinen lassen sich die Differentialgleichungen der Beweg^ 
auf einer Fläche nicht durch Quadraturen integeren; in zwei Fallen 
iedoch laßt sich das Problem so formulieren, daß in anderem Zusammen- 
hang gewonnene Ergebnisse hier verwertet werden können. 

i. Kräftefreie Bewegung. 

Wirken keinerlei äußere Kräfte auf den Massenpunkt, so erpbt die 
Gleichung {B) : x — 0. d- h. die Bahnkurve ist eine geodätische Ltme der 
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Fläche^), Aus dem Energieintegral folgt, daß die geodätische Lime nut 
konstanter Geschwindigkeit durchlaufen wird. 

Aufgabe Ein Punkt bewegt sich kräftefrei auf einer ruhenden glatten Regel- 
fläche, deren Striktionslime die ^r-Achse ist, und deren Erzeugende im Punkte z 
die Richtungskosinus 

z z 

sin« cos — , sin«sm — , cos« 

m m 


hat. Man bestimme die Bewegung 

Bedeutet v den längs der Erzeugenden gemessenen Abstand des Flächen- 
punktes [x, y, z) von der Stnktionslime, die die Erzeugende im Punkte (0, 0, C) 
schneiden möge, so ist 


X =:v sin« cos- 


y = ü sm« sin — , 
m 


z = C + v cos«. 


Der Massenpunkt hat die kinetische Energie 

+ + 

= + ^ + 2 f B cosaj 

Die Koordinaten v, C können als Dagenkoordmaten des Massenpunktes gewählt 
werden. Die Koordmate C ist offenbar zyjdisch, ihr entspricht das Integral 
dT 

— = Ä, wo Ä konstant ist, oder 




C + cos« = k . 


Das Energiemtegral ist 

T = hf 

wo h konstant ist. Die Ehmination von t zwischen den beiden Integralen ergibt 

0* (u“ + m») = 2Ät)* -I- (2 Ä - A“) >«2— i— 
f ' sm*« 

Wenn t) zu Beginn der Bewegi^g genügend groß gegen C ist, so wird 
(2h — Ä*) > 0. Machen wir diese Annahme und schreiben wir 

(2h — k^-^ = 2hX^. 

' sm® « 


wo I eme neue Konstante ist, dann wird die Gleichung 

m®) =2Ä(t;*-f ;i*) . 

Sie läßt sich integrieren, wenn man dife reelle Hilfsveränderhche u einführt durch 
die Gleichung 

V 

« = {(w® + dv . 

0 

Für V = ^mx~i wird daraus 

oo 

u = j'{‘^x{x + X*){x + m»)}-i dx. 
a 

Diese Gleichung ist äqmvalent mit 

^ = p{u) — öj. 


1) Dieser Satz ist von Euler: Mechamca Bd. II, Kap. 4. 1736. 
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wo die Wurzeln ög, ßg der p-Funküon reell und durch die Gleichungen 

^8 “ — ^8 ~ H “ “ f “ ^3 ^0 

definiert sind Der Zusammenhang zwischen den Veränderlichen v und « wird 
also dargestellt durch die Gleichung 

V = Xm{p(u) —ej}-i 

Setzen ■wir diesen Wert in die Gleichung zwischen » und t ein, so wird 

(2 h)it=J (#'(“) - ^ „ + tonst 

J p(u) - ^ 

= J {“ +<£>{)) du konst i) 

= — ßgw — -i- o>i) + konst 

Diese Gleichung stellt t als Funküon der Hilfsveränderhchen « dar, gibt also mit 
der Gleichung 

V = Xm {p{u) — e^} “i 
den Zusammenhang zwischen v und t 


2. Bewegung auf einer abwickelbaren Fläche. 

Bewegt sich der Punkt auf einer abwickelbaren Fläche, so leiten 

wir mit Hilfe des bekannten Satzes, daß der Bogen 5 und die Große 

Q 

bei der Abwicklung der Fläche auf eine Ebene ungeändert bleiben, aus 
den obigen Bewegungsgleichungen das folgende Ergebnis ab: Wird 
eine abwickelbare Fläche, nuf der s%ch em Massenpirnkt unter der Ein- 
wirkung beliebiger Kräfte bewegt, auf eine Ebene abgewickelt, so durchlauft 
der Massenpunkt die aus seiner Bahn entstehende ebene Kurve rmt der 
gleichen Geschwindigkeit wie dte ursprüngliche Bahn, wenn die Kraft bei 
der ebenen Bewegung gleiche Größe und Richtung gegen die zugehörige 
Bahnkurve hat wie die Kraftkonvponente in der Tangentialebene bei der 
Bewegung auf der Fläche, 

Aufgabe 1 Ein Massenpunht wird auf der Oberfläche eines geraden Kreis- 
kegels mit senhrechter Achse und aufwärts gerichteter Spitze mit der Gechwindig- 
keit geworfen j die er beim Fall aus der Ruhelage an der Spitze erreicht haben 
würde. Man zeige, daß die Bahnkurve auf dem Kegel, in eine Ebene abgewickelt, 
die Gleichwng hat 

rl sin $ = ai 

Durch die Abwicklung des Kegels auf eme Ebene entsteht das Problem 
einer ebenen Bewegung unter der Einwirkung emer konstanten abstoßenden Kraft 
im Ursprung, wobei der Massenpunkt eme Geschwindigkeit hat, die mit der Ge^ 
schwindigkeit Null im Ursprung verembar ist 

Daher existieren die Integrale 

— Cr , wo C eme Konstante ist, 

r^h — h, wo Ä eine Konstante ist 
Diese Gleichungen ergeben 



Vgl. Whittaker and Watson Modern Analysis § 20, 33- 
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wo a eine neue Konstante ist. Für u = — wird daber 

r 

\2 


also 


(d _ 1 — a® 

\T&) ■" flS« ’ 

^ _ f 

i (1 ~ 

_ 2 r dv 
“ 3 J (1 - ü®)* 


wo V = ui flS 


= y axc sinü . 


Diese Gleichung ist äquivalent mit 

sin ^ = cfS , 

Aufgabe 2, Wenn bei der Bewegung eines Punktes P auf emer abwickelbaren 
Fläche die Tangente IP an die Rückkehrkante der Zeit proportionale Flächen- 
räume überstreicht, so beweise man, deiß die in der Tangentialebene gelegene Kraft- 

Q 

komponente senkrecht zu 7P proportional ypj ist, wo g den Krümmungsradius 
der Rückkehrkante bedeutet. (Hazzidakis.) 


§ 55. Bewegung auf einer Rotationsfläche; die durch 
Kreisfunktionen und elliptische Funktionen lösbaren Fälle'). 

Der' wichtigste Fall einer durch Quadraturen lösbaren Bewegung 
eines Punktes auf einer Fläche ist der folgende: ein Massenpunkt bewegt 
sich reibungslos auf einer Rotationsfläche unter der Einwirkung einer 
Kraft, die ein in bezug auf die Rotationsachse symmetrisches Potential 
besitzt. 

Die Lage des Punktes im Raum sei durch Zylinderkoordinaten 
z, fj (f festgelegt, wo ^ in Richtung der Rotationsachse gemessen wird, 
r der Abstand des Punktes von dieser Achse ist und das Azimut <p den 
Winkel von r mit emer festen Ebene durch die Achse bedeutet. Die Glei- 
chung der Fläche ist eine Beziehung zwischen z und r allem, etwa 

r = /(z). 

Die Potentialfunktion ist eine Funktion von z und r (sie kann infolge 
ihrer S 3 nnmetrie zur Rotationsachse <p nicht enthalten). Für Punkte auf 
der Fläche kann sie als Funktion V{z) von z allem dargestellt werden, 
wenn r durch seinen Wert f{z) ersetzt wird. Die Masse des Punktes sei 1 . 

Nach § 18 ist die kinetische Energie 
T — \{z^ + r^(p ^) , 

Offenbar ist q> eme zyklische Koordinate; ihr entspricht das Integral 



Die Bewegung emes Massenpunktee auf einer Rotationsfläche wurde 
untersucht von Newton: Prtndpia Buch I, Abschnitt 10 



§55- Bewegung auf einer Rotationsfläche. 
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WO k eine Konstante ist, oder 

i{zY<p = k. 

Diese Gleichung kann als Integral des Moments der Bewegungsgröße um 
die Rotationsachse aufgefaßt werden. 

Die Energiegleichung lautet 

r + F = Ä, 

wo h eine Konstante ist. Fuhren wir darin den Wert von 90 aus der 
vorigen Gleichung ein, so wird 

I/W® + i]z^ + A® /W'2 + 2 FW = 2Ä. 

Ihre Integration ergibt 

i = / [/'{«)* + 1]* [2 Ä - 2 V{z) - Ä® /(«) -^Y^dz + konst. 

Die Beziehung zwischen t und z ist also durch eine Quadratur zu 
erhalten. Die Werte von r und cp bestimmen sich aus der Flächen- 
gleichung xmd aus // %o • r 

® ® f{zY(p = k. 

Wir untersuchen nun die Bewegung auf denjenigen Flächen, für 
die diese Quadratur mit Hüfe bekannter Funktionen ausgefuhrt werden 
kann, wenn die Achse senkrecht nach oben zeigt (so daß z nach oben 
positiv zu rechnen ist) und die Schwere die einzige äußere Kraft ist, also 

V{z)^gz, 

1. Der Kreiszylinder. 

Für den Kreiszylinder r = a wird das obige Integral 

ff 

/ = / 1 2Ä — 2 gz — —1 dz . 

Wählt man den Koordinatenursprung so, daß 2Äa® = ist, so wird 

t=^f {— 2 gz)~i dz 

oder 

WO /q eiue Konstante ist. 

Die Gleichung 

^ k 

ergibt dann 

WO qjQ eine Konstante ist. 

2. Die Kugel. 

Der Fall, daß die Fläche die Kugel 
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ist, ergibt das ProUem des sj>hänsch€n Pendels^), Es kann realisiert 
werden durch einen schweren Massenpunkt, der mit einem festen Punkt 
durch eine gewichtslose starre, um den festen Punkt frei beweghche 
Stange verbunden ist. 

Die Quadratur ergibt hier für t den Ausdruck 




oder 


t = lj{(2h — 2g2) (l^ — z^) — ■ 

Rechts steht ein elliptisches Integral, das auf die Weierstraßsche 
kanomsche Form gebracht werden soll. Die Wurzeln der kubischen 
Gleichung ^ -z^)-k^ = o 


seien mit Zq bezeichnet. Da der Ausdruck 

2{h-gz)[l^--z^y^h^ 

für ;? = Z und z=^ —l negativ ist, dagegen positiv für große positive 
Werte von z und auch für die in unserem Problem auftretenden Werte 
von z (die zwischen — l imd + 1 liegen müssen, da der Massenpunkt 
auf der Kugel bleibt), so muß eine der Wurzeln, etwa größer als l 
sein, und die anderen beiden, z^ und (wo z^ > z^ sein soll), müssen 
zwischen l und — l gelegen sein. Die Werte von z bei der wirkhchen Be- 
wegung liegen zwischen z^ und da der Radikand für sie positiv 
sein muß. 

Wh setzen ^ 2 za 

+ ' 

WO f eine neue Veränderliche ist, und 

h 


Zr ~ ’Z 

3? g 

so daß fij, ^ 2 » ^3 neue Konstanten sind, die die Gleichung 


(^ = 1,2,3), 


, + + ^8 = ^ (^1 + ^2 + ^3 J “) ~ ^ 


und die Bedingungen % > ^2 > befriedigen. 

Die Gleichung zwischen t und z wird dann 

t=j{4(C- h) (C ^ «,) (C - e^)y*dC 


oder 


^ = P(.i + e), 


1) Lagrange* MScanique AnalyUque, Die vollständige Lösung mit Jacobischen 
elliptischen Funktionen gab A. Tissot: Journ. de maih. (1) Bd I7, S. 88. 1852; 
Jacobis eigene Lösung des Problems eines rotierenden starren Körpers mit Hilfe 
elliptischer Funktionen war schon vorher (1839) veröffentlicht. Das Problem 
des sphärischen Pendels kommt im wesenthchen auf die Behandlung der Lam6- 
schen Differentialgleichung zweiter Ordnung hinaus. 
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WO £ eine Integrationskonstante ist und die ^-Funktion init Hilfe der 
Wurzeln gebildet wird. 

Sind ßj, ^2) H abnehmend geordnet, so sind p[u) und p\u) 

beide reell, wenn u reell, p{u) also großer als ist, und wenn u die 
Gestalt hat: (o^ 4 “ reelle Große, wo co^ die der Wurzel entsprechende 
Halbperiode ist. In diesem letzteren Fall liegt p{u) zwischen ßg und 
Da bei der tatsächlichen Bewegung z zwischen und z^ hegt, so hegt f 
zwischen Ö2 und die Konstante e muß daher aus einem imaginären 
Teil CÜ3 und einem reellen Teil bestehen, der von dem Anfangspunkt der 
Zeitrechnung abhangt. Durch passende Wahl des zeitlichen Nullpunktes 
kann dieser Teil von e zum Verschwinden gebracht werden, so daß 


h 21 ^ 

^ — — + — + <«8) 


den Zusammenhang zwischen z und t darstellt. Das Azimut bestimmt 
sich aus der Gleichung 



kdt 

l^-z^ 


so daß 


(p-<Po = ki 


dt 


( h 


■ g 

wird, wo <Pq eine Integrationskonstante ist. 

Zur Ausführung der Integration setzen wir A und /x gleich den (imagi- 
nären) Werten von / + cü 8, die den Werten z = l und z = ’—l ent- 
sprechen, so daß i und neue durch die Gleichungen 


7 ^ 

'-rrT"*'’' 


h 2?* 


definierte Konstanten sind. Diese Gleidraiigen ergeben 

= ^(fl) = . 


Das Integral wird dann 


v-n 

=-f/{ 
= 4 /{ 


dt 


{p{t + 0)3) - + COg) - Pilx)} 

dt _ dt ^ 

p(t + öia) ”■ pW p^^ "I" “ P^^ i 

p'(X)dt . _ p'(jj)dt \ 

f ö)s) — pW p^^ + “'s) — p(p) i ’ 

Es ist aber') 

- A) - ^{z + X) + 2aX)., 

p(z) - pß) 

Vgl. Whittaker and Watson: Modern Analysis §20, 53i Ex 2. 
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daher 


/ 


p'Wdt 

p{t + Cüg) — 


= log 


a(f + 0)3 — 1 ) 
a(i + (Ü3 + A) 


+ 2Cß)t, 


also 

+ "3 - i«) + 1) ^ 

o[t + Cüg + /^) a{t + 0)3 — A) 

Diese Gleichung, die den Winkel cp als Funktion von t darstellt, hrmgt 
die Losung des Problems zum Abschluß. 

Es zeigt sich, daß, wenn t um 2(Oi wachst, (px zunimmt um 


Aufgabe Die Spitze eines sphänsclien Pendels führe periodische Schwin- 
gungen zwischen zwei Parallelkreisen der Kugel aus. Man zeige, daß die Azimut- 
differenz zwischen einem Bahnpunkt auf dem oberen Paurallelkreis und dem nach 
einer halben Periode erreichten Punkt auf dem unteren ParaUelkreis zwischen 
Tc/Z und n hegt. (Puiseux und Halphen ) 

Die periodischen Lösungen des Problems des sphärischen Pendels sind unter- 
sucht von F. R. Moultou! Palermo Rend, Bd, 32, S. 338. 1911. 


3. Das Paraboloid. 

Wir untersuchen nun die Bewegung auf dem Paraboloid 

r = 2 . 

In diesem Fall ergibt die Quadratur 

[a-{- z)^{2hz — 2gz^ — dz. 

Um die Lösung des Problems in elliptischen Funktionen zu erhalten, 
führen wir eine Hilfsgröße v ein durch die Gleichung 

V = J(a + z)-^ {2hz — 2gz^ — dz . 

Sind (X und ß ^ jS) die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

h2 

2hz-2gz^ — — ^Q, 

4a 

so laßt sich das Integral in der Form schreiben 

» = (— y <4(« +«)(«- ß) {z — «)>-* dz . 

Eine neue Veranderhche C sei defimert durch die Gleichung 

^ 1 » ^ 2 ^ ^8 seien die den Werten — ä, jS, a von z entsprechenden Werte 
von Dann wird das Integral 

= I _ e^y-idC, 
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unil es laßt sich leicht zeigen, daß 


" 1 " " 1 " ^3 ““ 0 , ^2 ^3 • 

Die Hilfsgroße v kann nun durch eine Hilfsgröße u ersetzt werden, 
die durch die Gleichung 



definiert ist. Die Umkehrung des Integrals ergibt dann 

C = p(u + fi) , 

wo ^ eine Intcgrationskonstante ist und die p-Funktion mit Hilfe der 
Wuizeln ^2» ^3 gebildet wird, die gegeben sind durch die Gleichungen 
47 + ß , _ — a + oc — lß 

+ “ 3 {^ + ^) * ^ 3(^ + öt) 

Da bei der tatsächlichen Bewegung z offenbar zwischen a und ß 
liegt, muß p{u + t) zwischen <73 und liegen; daher muß (weil u reell 
werden soll) dcT imagindrc Teil der Konstanten ß die Halbperiode cüg 
sein. Der reelle Teil kann gleich Null angenommen werden, da er nur 
von der unteren Grenze des Integrals für u abhängt. 

Daher ist 

j = ~ (« -I- «) + wj) + , da a + /3 = y. 

Die Gleichung zur Bestimmung von t lautet 
J{a~\-z)dv 

= - + "3) - , 

t = _ f(« + «a) - ßi «> • 

Damit ist t als Funktion der Hilfsveränderlichen u bestimmt. 

Endlich ist noch das Azimut <p zu berechnen. Es ist 


d<p = 


kdt 

■7^ 


kdt 

^az 


und dalier 


k f 2 \i 
4 a lg(«+ «•) I 


A» + "3) 

y>{u + oij) - 


a + ß 

3(« + ot) 


du 


4 a fg(a + «) 

k V' 




^ \ 3 (a + a) 

a(aH-(x)*(— 2 g')* r 

k -J. 


du 

a 4 ” ^ 4 ” ß 

3(®4" *) 

p'{J)du . . 
p{u 4 - <03) — p(Z) 


#>(« + "3) - 


Whittaker, Dyuamik. 


8 
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WO 9?o Integrationskonstante ist und l eine Hüfskonstante, die 
definiert ist durch 


pW = 


also 


- Ä + ^ 

3 ( 0 : + öt) 

Die Gleichung laßt sich nun schreiben 
ku i C 

a{Sg{a + (K)y 2J 




(-2g)* (« + «)* 




9>'{l)du 
+ ö>») — P{0 


Dir Integral ergibt sich (wie bei dem Problem des sphärischen Pendels) als 


2%1c 

g24(<p-<po) = ßla{8(;{o+ 


[ 


^)^^+2f(ö]u _|. CO 3-Q ^ 

a(« + CO3 + /) ‘ 


Diese Gleichung stellt (p als Funktion der Hilfsveranderlichen u dar und 
lost so das Problem vollständig. 


4. Der Kegel. 

Wir betrachten nun die Bewegung auf dem Kegel 
r = :?tga, 

wo a den halben Öffnungswinkel bedeutet. 

Da diese Fläche abwickelbar ist, läßt sich der Satz des § 54 an- 
wenden. Demnach wird die Bahnkurve eines Massenpunktes auf dem 
Kegel unter der Einwirkung der Schwere bei der Abwickelung des Kegels 
auf eine Ebene die gleiche, die em Punkt der Masse 1 in der Ebene be- 
schreibt, der mit einer konstanten Kraft gcosa von einem festen Kraft- 
zentrum angezogen wird. (Das Kraftzentrum der Ebene entspricht 
dem Scheitel des Kegels.) Dies ist (§ 48) einer der bekannten Falle, 
in denen das Problem der Zentralbewegung durch elliptische Funktionen 
lösbar ist; diese Lösung ergibt also sofort die Losung des Problems der 
Bewegung auf dem Kegel. 

Aufgabe 1. Man zeige, daß die Beweg ang emes Massenpunktes auf einet 
Rotationsfläclie mit senkrecliter Achse unter der Einwirknng der Schwere sich 
durch eUipüsche Funktionen dajrsteUen laßt, wenn die Fläche durgh eine der fol- 
genden Gleichungen gegeben ist; 

9af2 = ^r{z — 3a)®. 

2H + 3a®f® — = 0 , 

(fr2 _ ^ Jjr _ ^ ^ßj2 SS £ 

(Kobb und Stäckel) 

Aufgabe 2. Man zeige, daß das gleiche Problem sich mit elliptischen Funktionen 
lösen läßt, wenn die Fläche dargeatellt ist durch 

-f- y®)® + 2 a® = 8 a* ir (;tr® y®). (Salkowski ) 

Aufgabe 3. Man zeige, daß, wenn eine algebraische Rotationsfläche die 
Eigenschaft hat, daß die geodätischen Linien sich durch elhptische Funktionen 
eines Parameters darstellen lassen, die Fläche so beschaffen ist, daß r® und s als 


5 S<» Der Sat/ von Joukowsky. 


llf) 

rationale l'imklioiu'ii eines P.ir.inietcrh ausgedrückt wenlon k^»nnen D. h die 
CduiLhiing der IdilLlie. als IkviLdiung zwsclien und j aiifgefaßt, die Cllci- 
eliiing einer unilvuisalen Kurve. D.Lbei sind r, i, V’ die Zylinderkooidiiiaten eines 
Idilcheiipiinkles (Kobb ) 

Au/f^iihe \ Man zeige, daß ni <k‘n fidgenilcn Fcllleii iler Hewegung eiiie'i 
Miusseiipunktes auf einer K<datifnisfhlcUe alle Hahnkurvon geschlossen sind: 

1. wenn du* Milche eine Kugel ist und die Kraft in Richtung der Tangente 
,in den Meridiiin wirkt und piojuntional sin'®// ist, wo i'/ die Ptilhohe des Punktes 
ist (die riahnkiirveii sind sph.Lrisc lie Ki‘gelsclinitte mit einem Hrennpuukt im T*oI); 

2 wenn du* J'Iilihe eine J^iigel ist und die Kr.ift in Richtung der Tangiuite 
an ileii Meiulian wirkt und proportional siii // cos ' ^ ist [die Jkihnkurven sind 
sphürifiihe Keg« Isiliiutte mit dem Zentrum im PoP)] 

§ 56* Der Satz von Joukowsky. 

]£s Süll nun fiit* Polüntialfunklion bestimmt wi‘i(U*n, l)f*i (Ut eine 
gfgübt'iie Kuw*iisch;ir einer Flache eint* Schar möglicher Balinkurven 
eines Massenpunktes ist, der gezwungen ist, auf tlt‘r Fliiche zu bleiben. 

Die dl ei rechtwinkligen Koordinaten eines Fläch<‘iipunktes lassen 
sicli iils Fimklionen zweier J^namtdtT v darstcllen, so daß das Linien- 
elenient auf der Flacht* g(‘gel)en ist durch 

ds- Jidu^ \ iFdudv '\^Gdv^ 

wo d u, f/v die Differentiale der ParaineltT, £, P\ G bekannte Funktionen 
von u und v simL 

Die Kuivenscbar, die unter der Wirkung der gcsucliten Kraft 
beschrieben winl, sei gegeben durch 

y (r, v) = konst. , 

und es sei konst. 

die ÄUgi*horig(* Schar ürthogtinalerTrajektorien, Dann können q an Stelle 
von u,v iilsPamnieter auf der FJäcIie gewählt werden, DasLinieiieleinent 
mögt* sich mit Hilfe dieser Parameter in der Form darstelkn lassiui 
ds^ li'dg^ + 

Das Glied in dp dq fehlt, da die Kurven p * - konst., q konst. sich reclil- 
winklig Hclnieiden; F/ und G' siml bekannte Funktionen von p und y. 

Die kinetische Knergie eines sich auf der Flüche bewegenden Massen- 
punktes ist 

(i2s'y» + G'/»a). 

Daher lauten die I-agrangesclien Gleichungen der Bewegung 



1 , 


<>f'' • ,\ 

dV 


2' 




d . 

1 



dV 

i 

, ’ ***» 

2 



~ dp' 


wo V die gesuchte unbekannte Potentialfunktion ist. 

Diirhoux hat dio Möglichkeit weiterer Fälle unterBUcht: B%Ul. dt la 5er. 
de FranLe ßd, 5 . 1877 . 
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Diese Gleichungen sollen erfüllt sein für q 
sie sich zu 


1 , BV 

2 Bq ^ Bq^ 


= 0 . 


Daher vereinfachen 


2 ' 


8p ' 


Nach Elimination von p^ folgt 
Bp \ Bq Bq / 



Integration ergibt 

mit einer wülkürhchen Funktion / oder 


und daher 

mit emer wülkürhchen Funktion g. 

1 

Nun ist der Differentialparameter erster Ordnung ^i{p)^) der 

Funktion p. Mithin ergibt sich der von Joukowsky 1890 ausgesprochene 
Satz: Ist y = konst. eine Kurvenschar auf einer Fläche, p = konst. die 
Schar ihrer orthogonalen Tra'jektorien, so sind die Kurven q = konst, 
mögliche Bahnkurven eines Massenpunktes auf der Fläche, wenn auf ihn 
eine Kraft wirkt, die aus der Potentidlfunktion 

hergeleitet ist Darin bedeuten f, g willkürliche Funktionen, ist der 
Differentialparameter erster Ordnung, 


Ist das Linienelement auf einer Fläche gegeben durch 
ds^^Edu^-s^ZFdudv -^Gdv^, • 

so ist der Differentialparameter erster Ordnung emer Funktion rp{u,v) definiert 
durch 

Der Differentialparameter ist eine Biegungsm Variante der Fläche; d.h beim 
Übergang von den Veränderlichen «, v zu neuen Veränderlichen w', trans- 
formiert sich der Differentialparameter in einen Ausdruck, der in derselben Weise 
aus den neuen Veränderhchen v' mit den entsprechenden neuen Koeffizienten 
jE , F', G' zusammengesetzt ist. 



Übungsaufgaben. 


117 


2 ^ Bq 


— = - 74 - 


m 


Die obige Gleichung ergibt 

dq - G' ^ ‘ G' 

Daher wird die Energiegleichung der Bewegung 

Übungsaufgaben. 

1. Ein Massenpunkt bewegt sich reibungslos unter dem Einfluß der Schwere 
auf der Zykloide 

^ s = 4 sin cp , 

wo s den Bogen, cp den Winkel der Kurventangente mit der Horizontalen bedeutet. 

Man zeige, daß die Bewegung die Periode 

2. Ein Massenpunkt bewegt sich reibungslos auf einem Kreis unter der Ein- 
wirkung einer Kraft, die auf emen festen Punkt hm gerichtet und dem Abstand 
von ihm proportional ist. Man zeige, daß die Bewegung von derselben Art ist 
wie die des Pendels. 

3 Em Massenpunkt bewegt sich auf einer Geraden unter der Einwirkung 
zweier Kraftzentren von gleicher Stärke im Abstand 7;c voneinander, deren 
abstoßende Kräfte dem Quadrat der Entfernung umgekehrt proportional sind 
Im Abstand h c, Ä ■< i, von dem Mittelpunkt ihrer Verbindungslinie habe der 
Massenpunkt die Anfangsgeschwindigkeit NuD Man zeige, daß er Schwingungen 
von der Periode 

JT 

2)/c®(l -Ä*) r 

l“ 5' 

ansführt. (Camb. Math 'Hnpos, Part I 1899.) 

4. Ein Massenpunkt fällt auf einer Kurve aus der Ruhelage in emem gegebenen 
Punkt 0. Man zeige, daß die Kurve eine Lemniskate ist, wenn der Punkt jeden 
Bogen OP in der gleichen Zeit durcheilt, in der er die zugehörige Sehne OP zurück- 
legen würde. 

5 Ein Massenpunkt bewegt sich auf der Kurve ^ = 0 mit der An- 

fangsgeschwmdigkeit \(2ag)^ aus dem Nullpunkt abwärts. Die at- A chse sei 
wagerecht. Man zeige, daß die Geschwindigkeit eine konstante senkrechte Kompo- 
nente hat (Nicomedi.) 

6. Ans den Punkten mit den Polaxkoordinaten ^ = 0, r = y = a 

wirken Kräfte, die der dritten Potenz des Abstands umgekehrt proportional sind. 
Em Massenpunkt beschreibt unter ihrem Einfluß die Kurve r® = 2«® cos 2i9^. 
Man zeige, daß, wenn ^ die ICraft im Abstand 1 ist und die Geschwindigkeit im 
Knoten der Bahn 2\^ja beträgt, eine Schleife der Bahn in der Zeit 
durchlaufen wird. (Camb Math. Tnpos, Part I 1898-) 

7. Ein freier Massenpunkt beschreibt eine Raumkurve unter der Wirkung 

einer Kraft, deren Richtung eine gegebene Gerade beständig schneidet. Man zeige, 
daß die Geschwindigkeit umgekehrt proportional ist dem Abstand des Punktes 
von der Geraden und dem Kosinus des Winkels, den die Ebene durch den Punkt 
und die Gerade mit der Normalebene der Bahnkurve bildet. (Damelh.) 

8. Em schwerer Massenpunkt bewegt sich zwangläufig auf emer Geraden, 
die mit konstanter Wmkelgeschwmdigkeit co um eme feste, in gegebenem Abstand 
befindliche senkrechte Achse rotiert. Man zeige, daß die Bewegungsgleichung lautet 

r = cos« -f- 


cos « . 
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wo r den Abstand des Punktes von einem festen Punkte auf der Geraden, « den 
Winkel der Geraden mit der Horizontalen bedeutet und A und B Konstanten 
sind (H, am Ende.) 

9 Ein schwerer Massenpunkt bewegt sich zwangläufig auf einer Geraden, 
die mit gegebener veränderhcher Winkelgeschwindigkeit um eine feste wage- 
rechte Achse rotiert. Man zeige, daß die Bewegungsgleichung lautet 

f = + g' sm Ä sm ^ — r sin®« + a 5 sin « , 


wo « den Winkel zwischen der Geraden und der Rotationsachse, ^ den Winkel 
der Senkrechten mit der kürzesten Entfernung a der beiden Geraden, r den Ab- 
stand des Punktes von dem Schnittpunkt dieser kürzesten Entfernung mit der 
rotierenden Geraden bedeutet. (Vollhermg ) 

10 . Ein Massenpunkt gleitet reibungslos auf emer Geraden, die mit gleich- 
förmiger Wmkelgeschwmdigkeit (o um eine senkrechte Achse rotiert Man zeige, 
daß, wenn der Massenpunkt aus relativer Ruhe m dem Punkt, in dem die kürzeste 
Entfernung zwischen der Achse und der Geraden die Gerade trifft, losgelassen 
wird, er m der Zeit t auf der Geraden die Strecke 


2 g cos « 
sin®« 


©in® sin«j 


zurücklegt, wo « die Neigung der Geraden gegen die Senkrechte bedeutet. 

(Camb. Math. Tnpos, Part I. 1899 ) 

11 , Ein Punkt, auf den keine äußere Kraft wirkt, ist gezwungen, auf emem 
Kreis zu bleiben, der seinerseits um emen festen Punkt semer Ebene rotiert. Mau 
zeige, daß die Bewegung des Massenpimktes den Charakter einer Pendelbewe- 
gung hat. 

12 Eme Glasperle gleitet auf einem kreisförmig gebogenen Draht vom 
Radius a, der mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit co um einen seiner Punkte 
rotiert. De Perle befindet sich anfänglich im Endpunkt des Durchmessers durch 
das Rotationszentrum und erhält dort eme Relativgeschwindigkeit 2cob gegen 
den Draht. Man zeige, daß die Dge der Perle zur Zeit t gegeben ist durch 


oder 


sin^ = enhcüija 


(mod ajb) 


sin 9 !J = [bja)sncot 


(mod ö/a), 


je nachdem a<b oder a > & ist. Dabei ist <p der Wmkel, den der Radiusvektor 
nach der Perle mit dem Durchmesser durch das Rotationszentnim bildet 

(Camb. Math. Tnpos, Part I 1900.) 

13 . Die Kurve 

-j- y® = a® 


werde unter Einwirkung einer senkrecht zu ihrer Asymptote gerichteten Kraft 
durchlaufen. Man zeige, daß die Kraft proportional ist 

xy (Af® + y®)”® 

14 An einem Massenpunkt greift eine Kraft an, deren Komponenten X, Y 
m Richtung fester Achsen konjugierte Funktionen der Koordmaten x, y sind. 
Man beweise, daß das Problem stets durch Quadraturen lösbar ist. 

15 . Es sei C eme geschlossene Bahnkurve, die em Massenpunkt unter der 
Einwirkung einer Zentralkraft beschreibt, S das Kraftzentrum, O der Schwer- 
punkt der Kurve C, G der Schwerpunkt der Kurve C unter der Voraussetzung, 
daß die Dichte in jedem Punkt der Geschwindigkeit umgekehrt proportional ist. 
Man zeige, daß die Punkte S, O, G auf einer Geraden hegen und daß 2 S G = 3 G 0 ist. 

(Laisant.) 
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16 Man zeige, daß die Bewegung eines Punktes, der sieb in einer Ebene 
unter dem Einfluß einer konstanten, auf einen Punkt außerhalb der Ebene hm 
gerichteten Kraft bewegt, durch elhptische Funktionen darstellbar ist. 

17. Man zeige, daß die Kurven 

ax + iy + r = xi[^ , 

WO a, b, c willkürhche Konstanten smd und / eine gegebene Funktion bedeutet, 
sämtheh imter Einwirkung * derselben Zentralkraft im Nullpunkt beschrieben 
werden können. 

1 8. Man zeige, daß, wenn ein Kreis unter Einwirkung einer auf emen Punkt 
der Peripherie hin gerichteten Anziehungskraft durchlaufen wird, die Kraft der 
fünften Potenz des Abstands umgekehrt proportional ist. 

19. Ein Massenpunkt durchläuft die in bezug auf emen beliebigen Punkt 
der Ebene gebildete Fußpunktkurve eines Kreises unter dem Einfluß einer 
Zentralkraft in diesem Punkt Man zeige, daß 

^ ^ ,6 

das Kraftgesetz ist, wo A und B Konstanten sind 

Man zeige ferner, daß das gleiche Kraftgesetz gilt, wenn die mverse Kurve 
einer Ellipse in bezug auf einen Brennpunkt durchlaufen wird. (Curtis.) 

20 Ein Massenpunkt, der aus dem Punkt f = Ä, = 0 mit emer Geschwin- 
digkeit V m einer Richtung geworfen wird, die mit dem Radiusvektor nach dem 
Punkte hm den Winkel <x bildet, beschreibe eine Bahnkurve f (r, Ä, F, sin «) = O- 
Man beweise, daß er bei denselben Anfangsbedingungen, aber mit einer Zusatz- 
zentralkraft die Bahn 

/[r, ni^, i?,F(w®sin*Ä + cos*«)*, ^sin«(n®sm*« + cos*«)”*] = 0 
durchläuft, wo 

21. Ein Punkt der Masse 1 beschreibt eine Bahn unter der Emwirkung emer 
Anziehungskraft P im Ursprung und einer transversalen Kraft T senkrecht zum 
Radiusvektor. Man beweise, daß die Differentialgleichung der Bahn gegeben ist 
durch 

d^u P -3 

+ « = ^a^a ^a„a 

Ferner beweise man, daß 

F = ^racos“»«— 3 und ä = (^ sm « cos «)* »'«»'■•« 

ist, wenn die anziehende Kraft ständig NuU ist und der Punkt sich auf einer loga- 
rithmischen Spirale vom Neigungswmkel « gegen den Radiusvektor bewegt. 

(Ca!mb. Math. Tripos, Part I. 1901 ) 

22. Em Massenpunkt, der einer auf den Punkt 0 hin gerichteten, der Ent- 
fernung proportionalen Zentralkrait unterworfen ist, wird aus einem Punkt P 
derart fortgeschleudert, daß er einen Punkt Q erreicht, für den OP = OQ ist. 
Man zeige, daß die germgste dajui ausreichende Anfangsgeschwmdigkeit gleich 
OP{fismPOQ)^ ist, wo OP die m P auf die Masseneinheit ausgeübte Kraft ist 

(Camb Math. Tripos, Part I. 190I.) 

23 Man bestimme eine ebene Kurve derart, daß sie und ihre Fußpunktkurve 
m bezug auf einen willkürlichen Punkt der Ebene von Massenpunkten unter der 
Emwirkung auf jenen Punkt hm gerichteter Anziehungskräfte gleichzeitig durch- 
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laufen werden kann. Dabei sollen sich, die beiden Massenpunkte stSLndig an ent- 
sprechenden Stellen der Kurve und der Fußpunktkurve befinden. Kerner bestiinme 
man das Kraftgesetz für die Fußpunktkurve (Camb Math Tripos, Part I. I897 ) 
24 Es sei y) eine homogene Funktion ersten Grades. Damit di^ Kurve 
/(^i y) *= f ölit emer auf den Ursprung hin gerichteten, nur von der Entfernung 
abhängigen Beschleumgung ^durchlaufen werden kann, ist notwendig und hinrei- 
chend, daß f der Bedingung genügt 



dy^ 


- 


0« 


Auf Grund dessen zeige man, daß alle Kurven dieser Art enthalten sind unter 
den durch die Gleichung 

y(A B sin^ -(- Ccosi?^) = 1 

daigestellten Kurven Man diskutiere ferner den Fall, deiß f{x, y) homogeq 
^t«n Grades ist. 

25 Eine Elhpse mit dem Mittelpunkt C wird unter Einwirkung eines Kraft- 
zentrums im Punkte 0 der großen Achse der Ellipse durchlaufen. Man zeige, daiß 

nt = u — tfsinw ’ 

2 JE 

ist, WO — die Umlaufazeit, e das Verhältnis von CO zu der halben großen Achse, 
n 

u der exzentrische Winkel ist, den der Punkt in der Zeit t vom Scheitel aus erreicht 

26. Die beiden freien Massenpunkte und M bewegen sich in einer Ebene 
unter der Einwirkung emer auf den festen Punkt 0 hin gerichteten Zentralkraft. 
Man zeige, daß der Quotient aus der Geschwindigkeit des Punktes ft in emem will- 
kürlichen Punkt m seiner Bahn und ans, der Geschwindigkeit, die die Zentral- 
projektion des Punktes M auf die Bahn von fi im Punlrte m besitzt, gleich dem 
konstanten Verhältnis der Flächenräume ist, die die Radien Ofi, OM in der Zeit- 
einheit überstreichen, multipHziert mit dem Quadrat einer gewissen Funktion f 
der Koordinaten des Punktes m, die das Verhältnis von OM zu Om darstellt, 

(Dainelli ) 

27. Em Massenpunkt bewegt sich frei auf einer Parabel unter Einwirkung 

einer auf den Brennpunkt hin gerichteten Anziehungskraft. Man zeige, daß, 
wenn man in jedem Augenblick einen Punkt auf der Tangente durch den Massen- 
punkt im Alßtand 4acos^-i!^/(i^ -f sin^) von dem Massenpunkt wählt, dieser 
Punkt eme auf den Brennpunkt zentrierte Bahn durchläuft, wobei die überstn- 
ebenen Flächenränme im selben Verhältnis stehen wie bei der Parabel. Dabei ist 
4 a der Parameter, ^ der vom Scheitel aus gegen die Apsidenlinie gemessene Winkel 
des Massenpunktes. (Camb. Math Tripos, Part I. I896 ) 

28. Im Punkte größter Sonnenferne erfahxe die Geschwindigkeit eines peno- 
diachen Kometen eine kleine Zunahme dv. Man zeige, daß alsdann die größte 
Sonnennähe des Kometen vergrößert wird um 

4 d t; {a® (1 — s) /;* (1 -j- ö)}* . 

29. Ist POP die Brennptmktsehne einer elhphschen Bahn um die Sonne, 

so zeige man, daß die Bahnzeit von P nach P über das Penhel gleich der Zeit 
emes Falles aus der Entfernung 2a bis zur Entfernung «(1 + cos«) auf die 
Sonne zu ist, wo « = 2 je — (m' — u) und 1/ — w die Differenz der exzentrischen 
Anomahen der Punkte P, P ist. (Cayley.) 

30. Ein Massenpunkt bewegt sich in einer Ebene unter 'Wirkung von An- 
ziehungskräften aus zwei festen Punkten im Abstand 2 d, Man 

zeige, daß, wenn seine Anfangsgeschwindigkeit der Geschwindigkeit gleich ist, 
die er durch einen Fall aus der Ruhelage Im Unendlichen bis zu seiner Ausgangs- 
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läge erlangt haben würde, eine mogliclie Bahn ein Kreis ist, m bezug auf den 
die beiden festen Punkte invers sind, und daß, wenn der Kreis den Radius a hat, 

(a® -f 

die Umlaufszeit ist 

31. Auf der Innenseite einer glatten KugelflSLche wird ein schwerer Massen- 
punkt im 'Winkelabstand oc von dem senkrechten Durchmesser mit der Geschwm- 
digkeit V wagerecht geworfen Man zeige, daß der Massenpunkt me unter den 
Ausgangsbreitenkreis herabf allen oder über ihn auf steigen kann, ]e nachdem 

v^'^agBinoitgoc . 

32. Em Massenpunkt wird auf der Innenseite einer glatten Kugelfläche vom 
Radius a an einer Stelle mit der Winkelerhebimg « über dem tiefsten Punkt 
mit der Geschwmdigkeit V wagerecht geworfen. Man zeige, daß der höchste 
Kugelpunkt, den er erreicht, von dem tiefsten Kugelpunkt um den Winkel ß ent- 
fernt ist, wo ß der kleinere der Werte ist, die gegeben sind durch die 
Gleichungen 

{3 cosip — 2QQSa)ag =0, 

(cos;C + cosä) — 2ag sm®;!' = 0 . 


33, Die Bewegung emes sphärischen Pendels der Länge a verlaufe vollständig 
zwischen den wagerechten Ebenen im Abstand a, a von dem Aufhängepunkt. 
Man zeige, daß die Pendelspitze nach dem Zeitintervall t nach dem Durchgang 
durch einen tiefsten Punkt sich um 


‘ a {4- - sii»/yi3?/14a ) (mod l/^ 

unter dem Aufhängepunkt befmdet und daß eme Honzontalkoordinate m bezug 
auf den Aufhängepunkt als Nullpunkt defimert ist durch die Glei ch u n g 


^ = 


«I 7 5 



die ein Fall der Lamäschen Gleichimg ist. 

34 Man zeige, daß, wenn em sphärisches Pendel kleine Schwmgungen aus- 
führt, die Projektion der Spitze auf eme wagerechte Ebene eine Elhpse beschreibt, 
deren Achse sich im Bewegungssinn mit der Winkelgeschwmdigkeit 



dreht, wo <ien Wmkel der stärksten, den der germgsten Abweichung von 
der Senkrechten bedeutet, / die Pendellänge und g die Schwerebeschleumgung ist 

(Rfesal ) 

35. Ein Massenpunkt bewegt sich zwangsweise auf einer Kugelfläche und 

wird von emem Punkt M auf der Kugel imt emer zu f ® — y®) * proportionalen 

Kraft angezogen. Dabei bedeutet d den Durchmesser der Kugel, r den geradhmgen 
Abstand des Massenpunktes von dem Punkt Af. Die Lage des Massenpunkts airf 
der Kugel sei festgelegt durch die Breite und Länge cp in bezug auf Af als Pol. 
Man zeige, daß aus den Bewegungsgleichungen die Differentialgleichung 

— (— Vh t:« = ® ^ 

\d(p/ ^ sin®^ 

folgt, wo a und b Konstanten sind. Man integriere diese Gleichung und zeige, 
daß die Bahnkurve ein sphärischer Kegelschnitt ist. xr . i 

36. Em Punkt der Masse m bewegt sich auf der Innenseite emes Kreiskeg 
vom halben Scheitelwmkel « unter der Wirkung emer abstoßenden Kraft 
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von der Achse Das Moment der Bewegungsgröße des Punktes um die Achse 
ist Man zeige, daß die Bahnkurve ein H3rperbelast mit der Exzentrizität 

cos"^Ä ist. (Camb Math. Tnpos, Part I. 1897 ) 

37 Man zeige, daß die Bahn eines auf einem Kegel beweglichen Punktes 
unter dem Einfluß emer Zentralkraft nach der Spitze nur dann em ebener 
Schnitt des Kegels ist, wenn die Kraft den Wert 

£_£ 

r* r» 

hat. 

38 Em Punkt der Masse 1 bewegt sich auf der Innenseite eines Rotations- 
paraboloids vom Parameter 4 a unter der Wirkung einer abstoßenden Kraft [ir 
von der Achse, wo y den Abstand von der Achse bedeutet Man zeige, daß der 
Massenpunkt eine Parabel beschreibt, wenn man ihm auf der Fläche eine Anfangs- 
geschwmdigkeit 2a/^* senkrecht zur Achse erteilt 

39. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer glatten Schraubenfläche z = a<p 
unter der Wirkung emer Kraft pro Massenemheit, die m jedem Punkte der 
Erzeugenden nach mnen gerichtet ist Dabei ist r der Abstand von der ir-Achse. 
Der Massenpunfct erhält auf der Fläche m einem Punkt, wo die Tangentialebene 
den Winkel oi mit der Ar-y-Ebene bildet, die Anf angsgeschwmdigkeit a senkrecht 
zu der Erzeugenden. Man zeige, daß die Projektion der Bahnkurve auf die 
AT-y-Ebene die Gleichung hat 

a» 1 

= — 5— cosa) — 1 . 

r® cos^a ' ‘ 

(Camb Math Tnpos, Part I. 1896 ) 

40 Man zeige, daß das Problem der kräftefreien Bewegung emes Massen- 

punktes auf emer Regelfläche, deren Erzeugenden die Stnkhonshme unter kon- 
stantem Wmkel schneiden und für die das Verhältnis der Länge der gememsamen 
Normalen zweier benachbarter Erzeugenden zur Größe des Wmkels dieser Erzeu- 
genden konstant ist, durch Quadraturen gelöst werden kann (Astor ) 

41 Em Punkt (x, y, z) mit der potentiellen Energie a b c be- 
wegt sich zwangläufig auf der Kugel z^ = i . Man bestimme seine 

Bewegung. (Neumann, C . Journal für Math Bd 56, S 46 1859 ) 



Fünftes Kapitel. 

Das dynamische Verhalten starrer Körper. 

§ 57. Definitionen. 

Bevor wir zur Untersuchung der durch Quadraturen lösbaren Pro- 
bleme der Dynamik starrer Körper übergehen, fuhren wir eine Anzahl 
Großen ein, die einem starren Körper zugeordnet sind und von seiner 
Massenverteilung abhängen. Sie bestimmen sein dynamisches Ver- 
halten. 

Der Punkt mit der Masse m und den Koordinaten y, z m einem 
festen rechtwinkligen Achsensystem sei der Repräsentant der Massen- 
punkte, aus denen — vom Standpunkt der Dynamik aus — der gegebene 
starre Körper zusammengesetzt ist. 

Die Größe 

wo das S3nnibol ^ eine über alle Massenpunkte des Systems erstreckte 
Summation bedeutet, heißt das Trägheitsmoment des Körpers um die 
Achse Entsprechend wird das Trägheitsmoment um eine behebige 

Achse defmiert als die Summe der Massen aller Punkte des Körpers, 
jede multipliziert mit dem Quadrat des zugehörigen Abstands von der 
Achse. An die Stelle dieser Summationen treten bei Körpern mit stetig 
im Raum verteilter Masse offenbar Integrationen. So ist w (y* -]- z^) 
gleichbedeutend mit f j J (y^ z^) Qdxdydz^ wo Q die Dichte des 
Körpers (Masse pro Volumeinheit) im Punkt {x, y, z) bedeutet. 

Die Größe 

^mxy 

heißt das Deviationsmoment des Körpers um die Achsen Ox, Oy\ ent- 
sprechend sind ^myz und ^mzx die Deviationsmomente um die 
anderen Achsenpaare. 

Für die Trägheits- und Deviationsmomente in bezug auf die Ko- 
ordinatenachsen benutzt man gewöhnlich die Bezeichnungen 

F = ^myz, G = ^mzx , H= "^mxy . 

Huygens führte zuerst die Trägheitsmomente em in seinen Untersuchungen 
über das Pendel: Horolog oscill 1673 Name stammt von Euler 
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Zwei Körper, die gleiche Trägheitsmomente in bezug auf alle 
Geraden des Raumes haben, heißen aquimomental , Es wird sich spater 
ergeben, daß dies zugleich die Übereinstimmung der Deviationsmomente 
der Körper in bezug auf alle Paare zueinander senkrechter Geraden nach 
sich zieht. 

Ist M die Masse des Körpers und h eine Größe derart, daß 
gleich dem Trägheitsmoment des Körpers um eine gegebene Gerade ist, 
so heißt h der Trägheitsradius des Körpers um die Gerade. 

Das Trägheitsmoment eines ebenen Körpers um eine Gerade senk- 
recht zu seiner Ebene bezeichnet man häufig als das Trägheitsmoment 
um den Punkt, m dem die Gerade die Ebene trifft. 

§ 58. Trägheitsmomente einfacher Körper i). 

1. Das Rechteck. 

Es soll das Trägheitsmoment einer homogenen rechteckigen Platte 
von der Seitenlange 2a bzw, 2h um eine Gerade durch* ihren Mittel- 
punkt 0 parallel zu der Seite 2 a bestimmt werden. Ist diese Gerade 
die Jt;-Achse, die Parallele zu der anderen Seite durch 0 die y-Achse, so 
ist das gesuchte Trägheitsmoment 

b a 

oder j J oy^dxdy, 

-b -a 

WO o die Masse der Platte pro Flä,cheneinheit, d. h. die Flachendichte, 
bedeutet. Die Auswertung des Integrals ergibt für das Trägheitsmoment 

^ o Ä ö® oder Masse des Rechtecks X i 

Man kann aus diesem Ergebnis das Trägheitsmoment eines homo- 
genen Stabes um eine Gerade durch seinen Mittelpunkt senkrecht zum 
Stabe ableiten. Dazu betrachtet man den Stab als Rechteck, in dem 
ein Seitenpaar sehr klein ist. Daher ist das zugehörige Trägheitsmoment 

Masse des Stabes X -J- , 

wo 2 & die Länge des Stabes ist. 

2. Das Rechtkant. 

Ein Rechtkant habe die Kantenlängen 2«, 2&, 2 c. Sein Trägheits- 
moment um eine Achse Ox durch seinen Mittelpunkt parallel zur 
Kante 2a ist zu bestimmen. Es ist 

2 WZ (y2 + oder f j j Q(y^ + z^) dz dy dx , 

-a -& -c 

1) Für praküsche Zwecke werden die Trägheitsmomeiite eines Körpers ex- 
pemnentell bes timmt , dazu geeignete Vomolitungen beschreiben W H Demman; 
Phil. Mag Bd 5,S 648 1903; und W.R Cassie* Phys 5oc. Pf oc. Bd. 21, S 497. 1909 


i 


§ 58 Tnigheitsmomentc einfacher Körper 1^25 

wi) *) die Dichte bedeutet. Die Auswertung dieses Integrals ergibt 
i. i^ahe ^ Masse des Rechtkants X (ö“ + c^). 

3. Ellipse und Kreis. 

Nun soll das Tiagheitsinomeiit einer homogenen elliptischen Platte 
mit tler Gleichung 



iini die A-Achse bestimmt werden Es ist 

A(ai-j4)| 
a fl 

j I oy-dydx, 

wt) o die Flachemlichte ist. 

Die Auswertung dieses Integrals ergibt 

Inab^a oder Masse der Ellipse 

Das Tiiigheitsmoment eines, Kreises vom Radius b um einen Durch- 
int'sser ist daher 

Masse des Kreises x 1 

4. ElUpsoid und Kugel. 

Entsprechend ergibt sich bei einem homogenen massiven Ellipsoid 
Avr Dichte q mit der Gleichung 

^2 y 2 

für das Trüghuitsmoiiiont uni die Är-Achse 

// f Q(y^ + dy dz , 

übtT das Ellipsoid integriert. 

Zur Ausführung dieses Integrals setzen wir 

x = aS, y^btj, z=cC, 
wo i, »/, f neue Veränderliche sind. Dann wird das Integral 
eab^efj Iri^didi]d^ + Qab(?lfj^^d^d7]d^. 
wo die Integration nun über das Innere einer Kugel mit der Gleichung 

+ + = l 

zu erstrecken ist. Da die Integrale 

fljTj^dSdtidl:, jjf^dHnd^ 
offenbar gleich sind, lassen sich die gesuchten Trägheitsmomente in der 
Form schreiben 

Qabc{b^ + c^) JffPd^dijd^ 


126 


V. Kapitel Das dynamische Verhalten starrer Körper. 


oder 

oder 

oder 


-1 

■^^jtQabc{b^-i- c^) 

Masse des EUipsoids X ^ + c^) , 


Das Trägheitsmoment einer homogenen Kugel vom Radius a um 
einen Halbmesser ist daher 

Masse der Kugel x^a^. 


5. Das Dreieck. 

Nun SOU das Trägheitsmoment einer homogenen dreieckigen Platte 
mit der Flachendichte o in bezug auf eine behebige Gerade ihrer Ebene 
bestimmt werden. Die Lage der Geraden sei gegeben durch die Langen 
0^, ß,y der Lote, die aus den Ecken des Dreiecks auf die Gerade gefallt 
werden. 

Sind X, y, z die Schwerpunktkoordinaten eines Punktes der 
Platte, so ist der Abstand dieses Punktes von der gegebenen Geraden 
(XX ßy + yz. Daher wird das gesuchte Trägheitsmoment 
aJJ{Xx + ßy + yz)^dS, 

WO dS das Flachenelement der Platte bedeutet. 

Ist nun y die Länge des Lotes aus dem- Punkt {x, y, z) auf die Seite o 
des Dreiecks, X der Abschnitt der Seite c zwischen der Ecke A und dem 
Fußpunkt dieses Lotes, so ist 

y = zbsmA 

und 

Xsin A — y cosil = Lot aus [x, y, z) auf die Seite b 
= ycsinA. 

Daher ist 

dydz= ^j^^l.dXdY= , ^ .dXdY = ^dS. 
d(X,Y) öcsin^ 2A 

wo A die Fläche des Dreiecks bedeutet. Also kann das Integral J fy^dS, 
das über die fläche des Dreiecks zu erstrecken ist, in der Form 
2A f f y^dydz geschrieben werden, wo die Integration über alle posi- 
tiven Werte y und z zu erstrecken ist, deren Summe kleiner als eins ist. 
Es ist gleich i 

2Ajy^{\ —y)dy 
0 

oder \A, Aus S 5 nnmetriegründen haben die Integrale f fx^dS und 
/ Jz^dS denselben Wert, und eine ähnliche Rechnung zeigt, daß die 
Integrale . . 

JfyzdS, jjzxdS, JJxydS 

alle den Wert -^A haben. 


§ 59. Bestimmung des TrSLgheitsmoments um eme beliebige Achse 127 


Fuhren wir diese Werte in o f f {ocx + ßy + yz)^dS ein, so ergibt 
sich für das Trägheitsmoment des Dreiecks um die gegebene Gerade 

^aA{(x^+ß^ + y^ + ßY + Ye(. + o(.ß) 

oder 

i X Masse des Dreiecks x 


Dieser Ausdruck stellt aber offenbar das Trägheitsmoment dreier 
Punkte in den Seitenmitten des Dreiecks um die gegebene Gerade dar, 
wenn die Masse eines jeden Punktes gleich einem Drittel der Masse des 
Dreiecks ist. Das Dreieck und das System dieser drei Punkte sind also 
aquimomental, 

Aufgabe. Man beweise, daß ein homogenes masäves Tetraeder der Masse M 
dasselbe Trägheitsmoment besitzt wie em System von fünf Punkten, von denen 
vier mit der Masse ^ Ecken des Tetraeders angeordnet smd, während 

der fünfte mit der Masse i M im Schwerpunkt des Tetraeders hegt. 


§ 59. Bestimmung des Trägheitsmoments um eine beliebige 
Achse aus dem Trägheitsmoment um eine parallele Achse 
durch den Schwerpunkt. 

Die in dem vorigen Paragraphen bestimmten Trägheitsmomente be- 
ziehen sich meist auf Geraden, die eine ausgezeichnete Lage zum Körper 
haben. Mit Hilfe dieser Resultate kann man jedoch die Trägheitsmo- 
mente der gleichen Körper in bezug auf andere Geraden bestimmen 
Dazu braucht man den im folgenden abzuleitenden Satz. 

Es sei z, x,y, z, x,y,z) ein (nicht notwendig homogenes) 

Polynom zweiten Grades in den Koordinaten und den Komponenten 
der Geschwindigkeit und Beschleunigung eines Punktes der Masse m. 
Es seien x, y, z die Koordinaten des Schwerpunktes eines aus derartigen 
Massenpunkten zusammengesetzten Körpers. Wir setzen 

X = X + Xi, y = y + y^, Z = Z + Zi. 

Führen wir diese Werte in die Funktion / ein, so entstehen 

1. Glieder, die Xi, y^, nicht enthalten; offenbar ergeben sie zu- 
sammen 

f{x,y.z, x,y,z, x,y,z): 

2. Gheder, die y, i nicht enthalten; offenbar ergeben sie zu- 
sammen 

/ Vv *1. yi. ^1. «1. Vv h ) : 

3- Gheder, die in yi, Xi,yi,Zi linear sind. Wird 

der Ausdruck ^mf{x, y, z, x, y, z, x, y, z) gebildet, so verschwinden 
diese Glieder infolge der Begehungen 

^mXj^ — 0, ^*nyi = 0, ^mZi = 0, 
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Daher ergibt sich die Gleichung 

^ m f{x, y, z, k, y, z, x, y, z) =2 ^ /K» Vv h’ Vv ^i) 

+ f(x,y,z, x,y,z x,y,z)'^m 

I 

Folglich ist der Wert von ^mf m bezug auf ein beliebiges Koordi- 
natensystem gleich der Summe seines Wertes in bezug auf ein System 
dazu paralleler Achsen durch den Schwerpunkt des Körpers und des 
Produktes aus der Masse des Körpers in den Wert der Funktion / im 
Schwerpunkt, gebildet in bezug auf das ursprüngliche Koordinaten- 
system. 

Daraus folgt sofort, daß die Trägheits- und Deviationsmomente eines 
Körpers in bezug auf wtUkürhche Achsen über einstimmen mit der Summe 
der entsprechenden Trägheits- und Deviahonsmomente %n bezug auf parallele 
Achsen durch den Schwerpunkt des Körpers und der entsprechenden Trag- 
heits- und Deviaiionsmomente der %m Schwerpunkt konzenWierten Gesamt- 
masse des Körpers %n bezug auf die ursprünglichen Achsen, 

Als Beispiel für dieses Ergebnis soU das Trägheitsmoment eines geraden 
homogenen Stabes der Masse M und der Länge l um eine Gerade durch ein Ende 
des Stabes senkrecht zu ihm berechnet werden. Aus dem vorigen Paragraphen 
folgt, daß das Trägheitsmoment um eine Parallele durch den Mittelpunkt des 

Stabes gleich ^ ist. Daraus ergibt sich nach dem obigen Satz für das 

gesuchte Trägheitsmoment 

§ 6o. Der Zusammenhang der Trägheitsmomente in bezug 
auf verschiedene Koordinatensysteme mit gemeinsamem 

Ursprung. 

Im vorigen Paragraphen haben wir die Beziehung zwischen den 
Trägheitsmomenten in bezug auf parallele Achsensysteme abgeleitet. 
Wir zeigen nun, daß man die Trägheitsmomente eines Körpers in bezug 
auf behebige rechtwinklige Achsen finden kann, wenn sie in bezug auf 
ein rechtwinkliges System mit dem gleichen Ursprung bekannt sind. 

Es seien A, B, C, F, G, H die Trägheits- und Deviationsmomente 
in bezug auf ein System Oxyz, das mit dem System Ox^y'z' den 
Ursprung gemeinsam hat. Die Richtungskosinus eines jeden Achsen- 
systems in bezug auf das andere seien gegeben durch das Schema 
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§ 60. Der Zusammenheing der Trägheitsmomente 
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Werden die Tragheits- und Deviationsmomente in bezug auf die 
Achsen 0 x' y' z' mit C', F', G\ H' bezeichnet, so ist 

wo die Summation über alle Massenpunkte des Körpers zu erstrecken ist, 

= ^m{{l^x + ^2^ + n^z)^ + {l^x + m^y + n^z)^} 

==^m {x- (Z| + I^) + y^ (ml + m^+z^ {94 + ^+2yz {m^ 

+ 2zx («2 Iz + Zg) +2xy {l^m^ + ^a^s)) 

= ^m{x^ (w? + (Wi + ^ + -2:^ (/f + wf) — 2 

— 2niliZX — 2lim^xy') 

= (y^ + z^) + m] [z^ + x"^) + n\ (x^ + y^) — 2 — 2n^lizx 

— 2 l^nij^xy} 

= -4 /f “1“ J5 ift\ -f- C — 2 jF 7ti — 2 Gfiil-i 2 H l'i wzj 


und entsprechend 

= A Z| -f" B “j“ C wl — 2F Wg 2 G Wg ^2 2 H Wg , 

= A /g 4“ jB W3 -|^ C* ^ 2F Wg 2 (t Wg /g 2 H Wg » 

Es ist ferner 


= V w (?2 a; + Wg y + ng ;?) (/g ä: + Wg y + Wg 

= + (Wg«a + 

= i/2^3(5 + C-.4) H-iWaW,(C + ^ -S) + 4n2«3(^ +S-C) 

+ (>«2 »3 + ^ 8 ^ 2 ) + (” 2^8 + ^ + (^8^3 + ^8^a) 

oder 

— F' = ^ /a ^3 + ß Wa J»3 4 - C «2 «8 — -f (^a «8 + »»s»2) “ (^8 «2 + ^2 « 3 ) 

— ^(iaWa + ZgWa) 


und entsprechend 

— G' = /g 4- ß W3 Wi + C «3 «1 — F (wg «1 + WiMg) — G (Zi«8 4 ^8«i) 

— E {km-^ + hm^ , 

— H' = AlJi + ßwiWa + C«iM3 — F (Wi«2 + »»2«t) — G(üa«i 4 ^i^a) 

— HCZiWg + ZjWi). 

Damit sind die Großen A'.B'.C'.F'.G'.H' bestunmt. Dies Er- 
gebnis zusammen mit dem des vongen Paragraphen ermoghcht die 
Bestimmung der Trägheits- und Deviationsmomente eines gegebenen 
Körpers in bezug auf ein beliebiges rechtwinkhges Achsensystem, wenn 
sie in bezug auf irgend ein rechtwinkliges Achsensystem bekannt sind. 

Avfedbe Der Schwerpunkt sei der Koordmatenursprung. Man beweise, d^ 
die Trägheits- und Deviationsmomente in bezug auf drei aufeinander senkrechte 
Sich schneidende Geraden mit den Koordinaten 

(^l.»»l.«l. ^1- /“l -’'!)■ (^a- »«8-»2* ^8'^*2'’'2)’ (^S<»»S-«a. 

9 

Whlttakor, Dynamik. 
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die Form haben 

A' + + vD nsw. und F' — M{X^ -1- ^^2 /“s + »^2 , 

wo A\ C, F\ G', H' dieselben Werte wie oben haben und M die Masse des 
Körpers ist 

§ 61. Die Hauptträgheitsachsen; das Cauchysche 
Trägheitsellipsoid. 

Wir betrachten die Flache zweiten Grades 

Ax^-\- By^ -\-Cz^’--2Fyz^ 2Gzx — iHxy = i , 

wo Af B, C, F, G, H die Tragheits- und Deviationsmomente eines ge- 
gebenen^ Körpers in dem Bezugssystem Oxyz sind. Aus der Gleichung 
A' = Alj+Bml + Cf4—' 2Fm^n-^ ^2Gn^l^ —2Hl^m-^ 

folgt dann^ daß das reziproke Quadrat eines jeden Radiusvektors der 
Fläche gleich dem Trägheitsmoment des Körpers um diesen Radius- 
vektor ist. Daher ist die Flache zweiten Grades invariant gegenüber der 
Wahl des Koordinatensystems, wenn nur der Ursprung festgehalten 
wnrd. Ihre Gleichung in einem rechtwinkligen System Ox^y' z' mit dem- 
selben Ursprung ist daher 

+ B'y'^ -h CV 2 - - 2 E'x'y = 1 , 

wo A\ B\ C', F\ G', H' die Tragheits- und Deviationslnomente in bezug 
auf diese Achsen sind. 

Diese Fläche zweiten Grades wird als das Trägheitsellipsoid des 
Körpers in bezug auf den Punkt Ö bezeichnet. Ihre Hauptachsen heißen 
HaupUraghettsachsen des Körpers durch den Punkt 0. Die auf diese 
Achsen bezogene Gleichung der Fläche enthält keine Produktglieder. 
Die Deviationsmomente um diese Achsen verschwinden also. Die 
zugehörigen Trägheitsmomente heißen HaupUrägheitsmomente des Kör- 
pers in bezug auf den Punkt 0^) 

Die polar-reziproke Fläche des Trägheitsellipsoids m bezug auf seinen Mittel- 
punkt ist wieder ein EUipsoid, das zuweilen als Gyrationselhpsoid bezeichnet wird. 

Aufgabe, Die Höhe eines massiven homogenen geraden Kreiskegels ist halb 
so groß wie der Radius der Grundfläche Man zeige, daß sein Trägheitsellipsoid 
in bezug auf die Kegelspitze eine Kugel ist 


§ 62. Berechnung des Moments der Bewegungsgröße eines 
bewegten starren Körpers. 

Wir bestimmen nun das Moment der Bewegungsgröße eines be- 
wegten starren Körpers um eine beliebige Gerade für emen beliebigen 
Zeitpunkt seiner Bewegung. 

Die Hauptträgheitsachsen entdeckten Euler: Mim. de Berlin 1758, und 
J. A. Segner Spectmen Theonae Turbtnum I755 Das Trägheitselhpsoid wurde 
1827 von Cauchy emgeführt Exerc, de math, Bd. 2, S. 93. 



131 


§ 62. Berechnung des Moments der Bewegungsgfröße. 

Es sei Masse des Körpers; sein Schwerpunkt G habe die 

Koordinaten x, y, z und zur Zeit t die Geschwindigkeitskomponenten 
in einem (ruhenden oder bewegten) rechtwinkligen Achsensystem 
Oxyz, dessen Ursprung 0 fest ist. Ferner seien cüj, cog, cog die Komponen- 
ten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers um G in bezug auf Achsen 
G^iy^z-i durch G parallel z\i Oxyz. Es sei m ein Repräsentant der 
Massenpunkte des Körpers nut den Koordinaten a;, y, z und den Ge- 
schwindigkeitskomponenten u, V, w zur Zeit t Wir setzen 
x = -x + x^, y = y + y^, z = z + z^, 

so ^ daß infolge der Eigenschaften des Schwerpunktes die Gleichungen • 
bestehen 

= 2wyi = 0, 

Da überdies (§ 17) 

% == -2^1 cOg yi 0)3 , Wi = y^ coj — x-^ cog 

ist, so folgt 

Bezeichnet daher das Moment der Bewegungsgroße des Körpers 
um die Achse Oz, so ist 
Ä 3 =^m{xv — yu) 

— (y + yi) (m + «i)> 

= ^m{xv — yu) + ^m{xiVi — y^Uj) 

— M{xv — yii) — yjaitUg + 3 ^ajj) 

= M (xv — yü) — Gcüi — Foog + G 0 ) 3 , 

wo A, B, C, F, G, H die Tragheits- und Deviationsmomente des Körpers 
in bezug auf die Achsen G x^ z^ bedeuten. 

Entsprechend ergibt sich für die Momente der Bewegungsgroßen 
um Ox bzw. Oy 

hj^ = M (yw — zv) -|- .4 cüi — Hcüg — Gcüg, 

Äg = Af (zü — xw) — Hcüj^ + Fcüg — Fcüg . 

Das Moment der Bewegungsgroße um eine beliebige Gerade durch 
den Ursprung kann daraus nach § 39 gefunden werden. 

Zusatz, Bewegt sich der Körper zwangläufig um einen seiner 
Punkte, der im Raum fest ist, so braucht man den Schwerpunkt nicht 
einzuführen. Es seien nänihch^a>i, cog, cog die Komponedten der Winkel- 
geschwindigkeit des Körpers um den festen Punkt in bezug auf beliebige 
rechtwinklige (ruhende oder bewegte) Achsen durch diesen Punkt, 
ferner 41, F, C, F, G, H die Trägheits- und Deviationsmomente in bezug 
auf diese Achsen. Die Komponenten w, v, w der Geschwindigkeit eines 
Massenpunktes m mit den Koordinaten x, y, z sind (§ 17) 

u = z(02 — yo}^, V = xo}^^ z(o-^, z£; = yG)i — ÄCtig. 
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Das Moment der Bewegungsgröße um die 2:- Achse, nämlich {xv — yu)^ 

läßt sich daher schreiben 


oder 


~ xzco^ — yzo)2 + y^cü^ 


~ G cüi — -F 0)2 + C 0)3 


Entsprechend sind die Momente der Bewegungsgröße des Körpers 
um die X- und y-Achse 

-4 cüi — FT 0)2 — G cüg 

und 

— ff cüi + B («2 -F cüfl . 


§ 63. Berechnung der kinetischen Energie eines bewegten 

starren Körpers. 

Die kmetis(!Jhe Energie eines m Bewegung befindlichen starren 
Körpers läßt sich' in gleicher Weise berechnen wie die Momente der 
Bewegungsgrößen. Wendet man den allgemeinen Satz des § 59 auf den 
Fall an, daß das •^Polynom f{x, y, z, y^ z, x, y, z) die Gestalt 
x^ + y^-\-z^ hat, so erhalt man unmittelbar das Ergebnis: Die kinetische 
Energie eines bewegten starren Körpers der Masse M ist gleich der Summe 
der kinetischen Energie eines Punktes der Masse M im Schwerpunkt des 
Körpers und der kinetischen Energie der Bewegung des Körpers relativ zum 
Schwerpunkt 

Zur Bestimmung der kinetischen Energie des Körpers relativ zum 
Schwerpunkt G wählen wir rechtwinklige (ruhende oder bewegte) Achsen 
mit dem Ursprung im Schwerpunkt. Es seien ö)i, cüg, cog die Komponen- 
ten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers um G in bezug auf diese 
Achsen; x, y, zr seien die Koordinaten eines Repräsentanten m der 
Massenpunkte" des Körpers. Die Geschwindigkeitskomponenten des 
Massenpunktes in Richtung dieser Achsen bei der Bewegung relativ zum 
Schwerpunkt sind {§ 17) 

^ 0)2 — y ojg , 0)3 — ü)i , y 0)^ — 0)2 . 

Daher ist die kinetische Energie der Bewegung relativ zum Schwerpunkt 
\'^‘in{{za)i — y +• (x cd, — z Wi)« + (y coi — a cü,)*) 

oder 

i cü* + ß cü| + C CO3 — 2 F coj 03 , — 2 G coj cOx — 2 ff fOi o >,) , 

wo A, B, C, F, G, H die Tragheits- und Deviationsmomente in bezug auf 
diese Achsen sind. 

Dieser Ausdruck laßt sich mit Hilfe des § 60 deuten als das halbe ' 
Quadrat der resultierenden Winkelgeschwindigkeit des Körpers bei der ' 
Bewegung relativ zum Schwerpunkt, multipliziert mit dem Trägheits- , 
moment des Körpers um die momentane Rotationsachse dieser Bewegung. 



§ 64. Unabhängigkeit der Bewegung des Schwerpunkts. 
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Zusatz Ist ein Punkt des Körpers im Raume fest, so braucht man 
den Schwerpunkt nicht einzufuhren. Es seien nanilich cogi 
Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers um den festen 
Punkt 0 nach beliebigen (ruhenden oder bewegten) KohsenOxy z durch O, 
X, y, z die Koordinaten eines Repräsentanten m der Massenpunkte 
des Körpers in bezug auf diese Achsen. Die Geschwindigkeitskomponen- 
ten des Massenpunktes sind (§ 17) 

Cüa — y CÜ 8 , xcOq — zcoi, y X 0)2- 
’ Entsprechend ergibt sich daraus für die kinetische Energie der Bewegung 
\ {A co\ B (o% C co\ — 2 E cüg 0)3 — 2 G Cüg cüi — 2 coi cüj) i 

wo AiB, C, E, G, H die Tragheits- und Deviationsmomente des Körpers 
in bezug auf die Achsen Oxyz bedeuten. 

Daraus folgt. Ist eine Koordinatenachse, etwa die Jt-Achse, die 
momentane Rotationsachse des Körpers, so ist die kinetische Energie 
gleich iA (Ol, Da die Richtungen der Koordinatenachsen willkürlich 
gewählt werden können, so ist die kinetische Energie eines Körpers, 
der sich um einen seiner Punkte dreht, der im Raume fest ist, gleich 
wo I das Trägheitsmoment des Körpers um die momentane 
Rotationsachse und (o die Winkelgeschwindigkeit des Körpers um diese 
Achse bedeutet. 

Aufgabe, Ein Ebenenstüök rotiert frei tun eine horizontale Achse in seiner 
eigenen Ebene, und die Achse rotiert um eine feste, sie schneidende Senkrechte. 
Ist <p das Azimut der Wagerechten, y) die Neigung der Ebene gegeh die Senk- 
rechte, so ist die kineüsche Energie 

^ A {yj^ -f- sin® cos xp , 

'WO A, B,H die Trägheits- und Deviationsmomente um die Wagerechte und eine 
zu ihr Senkrechte m ihrem Schmttpunkt mit dem Lot bedeuten. 

§ 64. Unabhängigkeit der Bewegung des Schwerpunkts und 
der Bewegung relativ zum Schwerpunkt voneinander. 

Nach dem vorigen Paragraphen kann die kinetische Energie eines 
bewegten Körpers in zwei Teile zerlegt werden, deren einer von der 
Bewegung des Schwerpunkts abhängt, während der andere die kinetische 
Energie der Bewegung relativ zum Schwerpunkt ist. Wir werden nun 
nachweisen, daß man die beiden Teüe der Bewegung des Körpers unab- 
hängig voneinander behandeln kann^). 

Ein starrer Körper der Masse M bewege sich unter der Wirkung 
beliebiger Kräfte. Die Lagenkoordinaten seien die drei rechtwinkligen 
Koordinaten x, y, z des Schwerpunkts G, bezogen auf im Raum feste 
Achsen, und die drei Eulerschen Wmkel d', (p, y; , die die Lage eines 
beliebigen rechtwinkhgen, von dem Körper mitgefuhrten Achsensystems 

1) Euler: Scteniia Novalis Bd I, § 128. 1749 
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durch den Schwerpunkt gegen das ruhende System bestimmen. Die 
kinetische Energie ist dann 

r = 4 M[x^ + y® + 2®) + /(#, <p, V, <p> v) > 

wo /(#, <p, yj, #, cp, i>) die kinetische Energie der Bewegung relativ zu G 
bezeichnet. 

Es sei 

Xdx + Ydy-{-ZSz+ 0d#+ ^Öcp+Wötp 

die Arbeit der äußeren Kräfte an dem Körper bei einer willkürlichen 
Verrückung (öx, dy, bz, dd', ö<p, dtp) des Körpers. Die Lagrangeschen 
Bewegungsgleichungen sind 


Mi = X, 

I. 

dt 

£_ 

dt 

A. 

dt 


My=Y, Mz=Z, 






\ dtp) d(p * 

\ dyj) dyj 


Die drei ersten Gleichungen lehren : Der Schwerpunkt des Körpers 
bewegt s%ch so, wie sich die in ihm konzentrierte Gesamtmasse des Körpers 
bewegen würde ^ wenn auf sie den gesamten äußeren Kräften äquivalente 
Kräfte von gleicher RicMung wirkten. Denn offenbar wäre die Arbeit 
an der Gesamtmasse im Schwerpunkt bei einer willkürlichen Ver- 
rückung gleich Xdx -^-Ydy Zbz. 

Aus den drei übrigen Gleichungen ergibt sich: Der Körper bewegt 
sich so um seinen Schwerpunkt, als würde der Schwerpunkt festgehalten, 
während der Körper den gleichen Kräften ausgesetzt ist. Denn bei der 
Bewegung des Körpers relativ zum Schwerpunkt ist seine Icmetische 
Energie /(i?, cp, yj, (p, yj,) und die Arbeit der Kräfte bei einer willküi*- 
hchen Verrückung ist + . 

Offenbar gelten diese Resultate auch für Stoßbewegung. 

Zusatz. Ein ebener starrer Körper (z. B. eine Scheibe von beliebiger 
Gestalt) bewegt sich in seiner Ebene, x, y seien die Koordinaten seines 
Schwerpunktes^ M sei seine Masse, der Winkel einer im Körper festen 
Geraden mit einer m der Ebene festen Geraden, Mk^ das Trägheitsmoment 
des Körpers um seinen Schwerpunkt, X, Y seien die Komponenten der 
gesamten wirkenden äußeren Kraft in Richtung der Achsen, L sei das 
Moment der äußeren Kräfte um den Schwerpunkt. Dann ist die kine- 
tische Energie 

iMix^ + y^ + k^'»^) , 


und die Arbeit der äußeren Kräfte bei einer Verrückung {dx, dy, öd') ist 
Xdx+Yöy + Ldd‘. 
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Daher lauten die Bewegungsgleichungen 

Mx = X, My=^Y, Mk^{} = L. 

Aufgabe, Man leite eine der Bewegungsgleicbungen eines zweidimensionalen 
starren Körpers in der Gestalt 

k^4)=L 

ab, wo M die Masse des Körpers bedeutet, f die Beschleunigung des Schwerpunkts, 
p das Lot aus dem Ursprung auf diesen Vektor, Mk^ das Trägheitsmoment um 
den Ursprung, ^ den Winkel einer im Körper festen Geraden mit emer m der 
Ebene festen, L das Moment der äußeren Kräfte um den Ursprung bedeutet. 

Übungsaufgaben. 

1 . Ein homogener gerader Kreiskegel hat die Masse M, den halben Scheitel- 
winkel ß und die Seitenlänge /. Man zeige, daß sein Trägheitsmoment um die Achse 
gleich 

sein Trägheitsmoment um eme Gerade durch den Scheitel senkrecht zur Achse gleich 

sein Trägheitsmoment um eme Erzeugende gleich 

■ä M/® sin®y?(cos®j5 + 
ist 

2. Man zeige, daß das Trägheitsmoment des von den beiden Schleifen der 
Lenmiskate 

yS = a^co32^ 

umschlossenen Flächenstückes um die Achse der Kurve gleich 

^ Masse des umschlossenen Flächenstücks ist 

3 Eine Anzahl Punkte liegt in einer Ebene. Ihre Massen seien fn^, ...» 

ihre gegenseitigen Abstände , die bezüghchen überstrichenen Flächen . . . , 

die relativen Geschwmdigkeiten . . . Man beweise, daß 

bzw. das Trägheitsmoment um den Schwerpunkt, das Moment der Bewegungs- 
größe um den Schwerpunkt und die kinetische Energie relativ zum Schwerpunkt 
darstellen. 

4 Man beweise, daß das Trägheitsmoment eines hohlen Würfels um eine 
Achse durch den Schwerpunkt senkrecht zu emer der Seitenflächen gleich 


ist, wo M die Masse des Würfels und 2 a die Kantenlänge bedeutet. Dabei sind 
die Wände des Würfels sehr dünn angenommen 

5. Man zeige, daß eme Torusfläche um ihre Achse das Trägheitsmoment 

2utQ^a^c[c^ + -f a®) 

besitzt, wo a der Radius des erzeugenden Kreises, c der Abstand semes Mittel- 
punktes von der Achse der Ringfläche, q die Dichte ist 

6 Man zeige, wie sich bestimmen läßt, ob und für welchen Punkt eme 
gegebene Gerade eine Hauptträgheitsachse eines Körpers ist; wenn em solcher 
Punkt vorhanden ist, so bestimme man die beiden anderen durch ihn gehenden 
Hauptträgheitsachsen. 
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Ein homogenes quadratisches Ebenenstück wird begrenzt von der .r- und 
y- Achse und den Geraden jr = 2c,y = 2c Die Gerade x/a -j- yjh == 2 schneidet 
davon eine Ecke ab. Man zeige, daß die beiden in der Ebene gelegenen Haupt- 
trägheitsachsen dieses Ebenenstücka durch den Mittelpunkt des Quadrats gegen 
die Achse um die durch 

«&-2c(«+ö) + 3 c* 

(a — ö) (a -1- ö — 2c) 

gegebenen Winkel geneigt sind. 

7. Man zeige, daß die Enveloppe derjenigen Geraden in der Ebene eines Flkchen- 
stücks, um die das Flächenstück konstante Trägheitsmomente besitzt, eine Schar 
konfokaler Elhpsen und Hyperbeln ist. Daraus bestimme man die Richtung 
der Hauptträgheitsachsen in einem beliebigen Punkt 

8. Man bestimme die Hauptträgheitsmomente im Scheitel eines Ebenen- 
stücks, das von einer Parabel vom Parameter 4 fl und einer zur Achse senkrechten 
Geraden im Abstand h vom Scheitel begrenzt ist. 

Man beweise, daß, wenn 1 S Ä > 28 fl ist, zwei Hauptträgheitsachsen in 

dem Parabelpunkt mit der Abszisse — a + ^fl® — — mit der Tangente 
und der Normalen zusammenfallen. ^ ^ 

9 Man untersuche, wie die Hauptträgheitsachsen eines ebenen Körpers 
angeordnet smd Man gebe die Bedingungen dafür an, daß Massenpunktc 

in yj, t = 1 , 2, ... mit einer gegebenen ebenen Platte äquimomental sind. 
Man zeige, daß die sechs Größen yj, aus diesen Bedingungen 

eliminiert werden können. 

Ist ein System aus drei gegebenen Massenpunkten mit einer gegebenen Platte 
äquimomental, so ist der Flächeninhalt des von ihnen gebildeten Dreiecks gleich 
3 multipliziert mit dem Produkt der Hauptträgheitsradien im Schwerpunkt. 

10 Ein homogenes, von der Ellipse + a*y® = begrenztes Ebenen- 
stück hat ein elliptisches Loch (Halbachsen c, d), dessen große Achse in die 
Gerade x = y fällt imd dessen Mittelpunkt um die Strecke r vom Nullpunkt 
entfernt ist. Man zeige, daß 

tg2#= Sab*y — cd[4-{xy2 — r) [yfi—r) — (e“— (f*)] 

a 6[4 (ar“ — y**) + o* — ö*] — cd\2(x'^— rf — >•)*] 

ist, wenn i> der Winkel der at- A chse mit einer der Haupttrhgheitsochsen im Punkt 
(x, y) ist. 

1 1 . Ein System von Körpern oder Massenpunkten werde m beliebiger Wei.se 
bewegt oder deformiert. Man zeige, daß die Summe der Produkte der Ma.sse 
jedes einzelnen Massenpunktea in das Quadrat der zugehörigen Verrückung gleich 
dem Produkt der Gesamtmasse des Systems in die in beliebiger Richtung genom- 
mene Projektion der Verrückung des Schwerpunlrts ist, vermehrt uni die Summe 
der Produkte der Punktmassen in die Quadrate der betreffenden Entfernungen, 
die sie zur Erreichung ihrer Endlage durchlaufen müssen, nachdem sie eine der 
Projektion der Schwerpunktsverrücknng gleiche Strecke in der gleichen Richtung 
zurückgelegt haben. (Fouret ) 

12 Die Hauptträgheitsmomente eines Körpers in bezug auf seinen Schwer- 
punkt seien A, B,C. Man füge dem Körper eme kleine Masse hinzu, die um 
die gleichen Achsen die Hauptträgheitsmomente A\ B\ C hat. Man beweise, 
daß dCT zusammengesetzte Körper um seine neuen Hauptträgheitsachsen in bezug 
auf seinen neuen Schwerpunkt die Hauptträgheitsmomente 

^ + b + b', c+a 

besitzt, abgesehen von unendlich kleinen Größen höherer als erster Ordnung. 

(Hoppe.) 
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1 3 Man beweise, daß in einem beliebigen Punkt eines gegebenen matenellen 
Systems die Hauptträgheitsachsen mit den Normalen der durch den Punkt gehen- 
den drei Flächen zweiter Ordnung emes gewissen konfokalen Systems zusammen- 
fallen. 

Es seien Z, w, ti. 1, /u, r, die sechs Koordinaten emer Haupttr&gheitsachse, 
und das zugehörige Cartesische Koordinatens 3 ^tem falle mit den Hauptträgheits- 
achsen durch den Schwerpunkt zusammen Man zeige, daß 

AlX Bmiz -]r Cnv 0 

ist, daß mithin alle Hauptträgheitsachsen eines gegebenen Systems einem qua- 
dratischen Komplex angehören. 

14, Ein Rahmen wird gebildet aus zwei Paaren von Stäben der Masse m 
bzw w' und der Länge 2a bzw. 2h, die mit reibungslosen Scharnieren zu einem 
Parallelogramm zusammengefügt smd In den vier Ecken sind Massen M an- 
gebracht Man stelle das Moment der Bewegungsgröße des Systems um den Ko- 
ordinatenursprung als Funktion der Koordinaten x, y des Schwerpunkts und der 
Winkel (p der beiden Seitenpaare gegen die Ar-Achse dar 



Sechstes Kapitel. 

Die lösbaren Probleme der Dynamik 
starrer Körper. 


§ 65. Die Bewegung eines Systems mit einem Freiheitsgrad ; 
Bewegung um eine feste Achse usw. 

Wir wend'en die in den vorhergehenden Kapiteln entwickelten 
Pnnzipien nunmehr zur Bestimmung der Bewegung holonomer Systeme 
starrer Körper in solchen Fällen an, die eine Lösung durch Quadra- 
turen gestatten. 

Naturgemäß untersuchen wir zunächst Systeme mit einem Frei- 
heitsgrad. Nach § 42 gestattet ein solches System eine Lösung durch 
Quadratur, sobald es ein Integral der Energie besitzt. Dies Pnnzip 
reicht in den meisten Fallen für die Integration aus. Zuweilen jedoch 
(z. B. bei Systemen, in denen eine Bedingungsfläche oder -kurve eine 
Zwangsbewegung ausfuhrt) hat das Problem in seiner ursprünglichen 
Fassung kein Energieintegral, läßt sich aber (z. B. mit Hilfe des Satzes 
des § 29) auf ein Problem zuruckfuhren, für das ein Energieintegral vor- 
handen ist. Nach Ausfühnmg dieser Reduktion kann es dann integriert 
werden. 

Die folgenden Beispiele erläutern dies Verfahren. 


1. Bewegung eines starren Körpers um eine feste Achse. 

Wir betrachten die Bewegung eines emzelnen starren Körpers um eine im 
Raum und im Körper feste Achse. Es sei I das Trägheitsmoment des Körpers 
um diese Achse, so daß die kmeüsche Energie gleich J-f#* ist, wo ^ den Winkel 
emer im Körper festen und mitbewegten Ebene durch die Achse mit emer im 
Raum festen Ebene durch die Achse bezeichnet. Es sei & das Moment der äußeren 
am Körper angreifenden Kräfte um die Achse, so daß diese Kräfte bei der inüm- 
tesimalen Verrückung, die dem Übergang von zu -ö- + entspricht, die Arbeit 
Qö'd' am Körper verrichten Die Lagrangesche Bewegungsgleichung 




ergibt dann 

id‘=e. 

eine Differenti^gleichung zweiter Ordnung zur Bestunmung von 
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Sind die Kräfte konservativ und bedeutet V^d-) die potentielle Energie, 
so wird diese Gleichung zu 

d»’ 

deren Integration die Energiegleichung ergibt 

4. = c , 

wo c eme Konstante ist. Nochmalige Integration ergibt 
t = {2 {c — 7)} d‘& konst. 

Durch diese Beziehung zwischen und t, deren beide Integrationskonstanten 
sich aus den Anfangsbedingungen berechnen, ist die Bewegung des Körpers 
bestimmt 

Der wichtigste Fall ist der, daß die Achse wagerecht und die Schwere die 
einzige wirkende äußere Kraft ist. Es sei dann G der Schwerpunkt des Körpers, 
C der Fußpunkt des Lotes aus G auf die Achse, ferner CG = h . Die potentielle 
Energie ist — MgAcos*^, wo M die Masse des Körpers und ^ den Wmkel von 
CG mit der abwäxts gerichteten Senkrechten bedeutet; die Bewegungsgleichung 
lautet dann , 

Sie stimmt überein mit der Bewegungsgleichung emes mathematischen 

Pendels der Länge ~r- Daher läßt sich die Bewegung wie in §44 mit Hilfe 
JVL h 

eUiptischer Funktionen darstellen; die Lösung hat die Gestalt 


I - j = Ä sn - «o) . ä} 


für den Fall der Os 2 dllationen, 




für die Kreisbewegung. Die Länge des äqmvalentßn mathemaPischen Pendels 

bezeichnet man als die redwsiefie Pendellänge. j 

Ist O ein Punkt der Geraden CG derart, daß OC = ist, so bezeichnet 


man 0 als Schwingungsmtitelpunht, C als Aufhdngepunkt. Es ergibt sich die über- 
raschende Tatsache, daß der Schwingungsmittelpunht und der Aiifhängepunht ver- 
tauschbar sind] d h. ist 0 der Schwingungsmittelpunkt, während C der Aufhänge- 
punkt ist, so wird C der Schwmgungsmittelpunkt, wenn O zum Aufhängepunkt 
gemacht wird. Zum Beweise dieser Behauptung bemerken wir nach § 59 

Trägheitsmoment des Körpers um O = Trägheitsmoment um G + M * G 0® 

= I^M‘CG^+ M^GO^, 

Daher ist , . 3 

^ J-MÄ«-!- JW(^— A) 

Trägheitsmoment des Körpers um O _ \Mh 

Abstand des Schwerpunkts von O “ I ^ , 

Mh 
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Wäre also der Körper in 0 aufgehängt, so würde die Bewegungsgleicliung 
immer noch lauten , 

womit die Behauptung bewiesen ist. Offenbar ist die Schwmgungspenode um 
die Punkte C und 0 dieselbe. 

2. Bewegung eines Stabes, auf dem ein Insekt kriecht. 

Die Enden emes homogenen geraden Stabes der Masse m und der LÄnge 2 a 
können auf der Peripherie emes glatten ruhenden wagerechten Kreises vom Ra- 
dius c gleiten Ein Insekt, dessen Masse gleich der Masse des Stabes sei, krieche 
mit konstanter Relativgeschwmdigkeit v an dem Stab entlang. 

Der Stab schheße zur Zeit t mit einer festen Richtung der Ebene den 
Winkel ^ ein, und das Insekt habe von der Mitte des Stabes aus die Strecke x 

zurückgelegt. Die kin etische Energie des Stabes ist — m ^ j i die 

kinetische Energie des Insekts rührt her von einer Geschwindigkeitskomponente 
X — (c® in Richtung des Stabes und von emer Geschwindigkeitskom- 

ponente x{)> senkrecht zu dem Stabe Die gesamte kinetische Energie des Systems 
ist daher 

T =1 ^m{c^ — w {;if — (c® — 

Das System besitzt kerne potentielle Energie 

Da X = vt ist {t wird von dem Zeitpunkt ab gerechnet, wo = 0 ist), so ist 






Die nunmehr einzige Koordmate ^ ist zyklisch Daher wird 
— — = konst 

d{^ 

m __ (c® — fl®)* {ü — (c® — fl®)*^} + wü®^®^ = konst. 

(2 c® - t fl® + ü® ^®) = konst. 

Die Integration dieser Gleichung ergibt 

^ = Ä arctg {ü / (2 c® — fl®) ”*} , 

wo i?o Ä Konstanten smd Diese Formel bestimmt die Lage des Stabes in 
jedem Zeitpunkt. 

3. Bewegung eines Kegels auf einer völlig rauhen schiefen Ebene. 

Ein homogener massiver gerader Kreiskegel von der Masse M und dem halben 
Scheitelwinkel ß bewege sich auf einer um den Winkel oc gegen den Horizont ge- 
neigten völlig rauhen Ebene (d h. auf einer Ebene, auf der er nur rollen, nicht 
aber gleiten kann). Die Seitenlinie des Kegels habe die Länge Z, und die die Ebene 
berührende Erzeugende schheße zur Zeit t mit der Geraden stärkster Neigung 
m der Ebene den Winkel ^ ein. Ist dann x der Wmkel der Kegelachse gegen die 
aufwärts gerichtete Senkrechte, so ist x eme Seite eines sphärischen Dreiecks, dessen 
Ecken bzw. auf der Ebenennormalen, der aufwärts gerichteten Vertikalen und 
der Achse des Kegels hegen Die beiden anderen Seiten sind « und l tt — ß, 
der von ihnen emgeschlossene Wmkel ist ^ — 'd'. Daher ist 
cosjf = cos« sm ^ — sin « cos ß cos ^ . 
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Die senkrechte Erhebung des Schwerpunkts des Kegels über den Scheitel ist 
^Icosßcosx, und die potentielle Energie des Kegels ist gleich dieser Höhe, 
multiphziert mit Mg Ist daher Fdie potentieUe Energie des Kegels, so ist (bis 
auf ein konstantes Glied) 

^ = — -1 Mgl sin « cos^yj cos 9 . 

Zur Berechnung der kinetischen Energie des Kegels brauchen Wir seine 
Trägheitsmomente um die Achse und um eine Senkrechte zur Achse durch den 
Scheitel Sie bestimmen sich leicht (durch direkte Integration, bei der man 
den Kegel aus Scheiben senkrecht zur Achse zusammengesetzt denkt) zu 
M/2sin2/? und ^ (cos^ | sm^ /?) Daher ist nach dem Satz des §60 
(da die Richtungskosinus einer Erzeugenden als sin^ö, 0, cosß in bezug auf recht- 
winkhge Achsen durch den Scheitel des Kegels, dessen Achse die ^r-Achse ist, 
angenommen werden können) das Trägheitsmoment um eme Erzeugende 

3 ikr/2 (cosV + i sm^ß) sinV + sin*/? cos^ß 

oder J Ml^ sin*/? (cos*/? + ^) . 

Nun befinden sich alle Punkte der die Ebene berührenden Erzeugenden in 
Ruhe, da die Bewegung eine reine Rollbewegung ohne Gleitung ist. Diese Erzeu- 
gende ist demnach die momentane Rotationsachse des Kegels Ist co die Winkel- 
geschwindigkeit des Kegels um diese Erzeugende, so ist seine kinetische Ener<^ie 
(§63. Zusatz) ° 

Mß sin^ß (cos*/? + J) w* . 

Nach § 15 ist aber 

0) z={}‘ ctg ß, 

und nach Einführung dieses Wertes für o) ergibt sich endhch für die kmetische 
Energie des Kegels der Wert 

T = g Ml^ cos*/? (cos*/? + i) i?* . 

Die Lagrangesche Bewegungsgleichung 


wird daher 


A. (iL\ _ ÖV 

dt\&&) d‘& dl? 


oder 


■J M/* cos®/? (cos*/? + i) ^ + iMgl sin« cos*/? sini^ = 0 
“ . ^sin« 

^+7/ SiO ■ = 0- 

/ (cos*/? + 1) 

Sie stimmt überein mit derjemgen eines mathematischen Pendels der Länge 

— L.(cos»y? + i). 

Sin«' f' ' tiJ 

Ihre Integration kann daher mit Hilfe elliptischer Funktionen ausgeführt werden 
wie in § 44. 


4. Bewegung eines Stabes in einem rotierenden Rahmen. 

Die Enden eines homogenen schweren Stabes gleiten reibungslos auf der 
wagerechten bzw. senkrechten Leiste emes Rahmens, der mit konstanter Wmkel- 
geschwindigkeit fo um die senkrechte Rahmenleiste rotiert 

Es sei 2 a die Länge des Stabes, M seine Masse, se'me Neigung gegen die 
Senkrechte Nach § 29 wird der Wirkung der Rotation Rechnung getragen, wenn 
die potentielle Energie ein Zusatzglied 

— I (ü*e j 
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erhält, "wo Q die Dichte des Stabes und x den Abstand von dem die senkrechte 
Leiste berührenden Stabende bedeutet Integriert ergibt dies Ghed 

— Mco^a^ sin^i^ . 

Der andere, von der Schwere herrührende Teil der potentiellen Energie ist 

— Mga cos'd " , 

so daß die gesamte potentielle Energie gegeben wird durch 
V = — Mgacosd' — ^Mco^a^ sin®^ . 

Die wagerechte und die senkrechte Geschwindigkeitskomponente des Schwer- 
punkts des Stabes sind a^sini^ und ai^cos^. Daher ist der von der Be- 
wegung des Schwerpunkts herrOhrende Teil der kmetischen Energie gleich 
-j- Mfl* Da der Stab um seinen Schwerpunkt das Trägheitsmoment -J Ma^ 
hat, ist der von der Bewegung des Stabes um seinen Schwerpunkt herrOhrende 
Teil der kinetischen Energie gleich -J- Md^ Für die gesamte kinetische Energie 
erhalten wir demnach die Gleichung 

Also wird das Integral der Energie 

— Mga cos^ — sin®^ = konst. 

oder für cos "& = x. 


wo s eme Konstante bedeutet. Sie muß offenbar positiv sein, da x^ und 1 — x^ 

positiv sind Wir machen die Annahme, daß s mcht groß ist und daß -ß- < i 

3g 8 4aco^ 

ist, so daß X zwischen den Werten 5- ± — schwankt. 

4aco® CO 

Zur Ausführung der Integration setzen wir^) 

2 \ 4flü)2 CO/ \ 4aco^ ^ co I 


;r = 1 + 


~ Sa 12 


64a^a 


+ — 
^ 12 


wo I eme neue abhängige Veränderhche bedeutet. Die Einführung dieses Wertes 
für X m die Differentialgleichung ergibt 


wo die Werte 




den Werten 


^ = fil , ^ = 62 , f = ßs 




3g fi_ 

4 aco^ 00 


4aco^ 



entsprechen. Man sieht leicht, daß «i + e, + «, = 0 und «!>«,> e, ist 
Daher ist f = p{t + y) , wo die ^-Funküon mit Hilfe der Wurzeln «j, e,, 
gebddet und y eine Konstante ist Da «i > e, > e, ist und p{i + y) für reelle 

Werte von i zwischen e, und e, hegt (denn ;tr hegt zwischen — — und 

3g , ' 4acö® 0) 

47ä)“ imaginäre Ted der Konstanten y gleich der Halbpenode 


1) Vgl. Whittaker and Watson A Course of Modem Analysts § 20, 6. 
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Wg sein. Der reelle Teil von y kann gleich Null gesetzt werden, da er nur von 
der Wahl des zeithchen Nullpunktes abhängt. Daher ist 

, f + 0}s) , 

also 


cos s= 1 -| 

p(f -f 6 

Diese Gleichung bestimmt •& als Funktion von t. 


.11 

8a 


-i){' 

3g 

. M 

4a(o^ 

co) 

Stö» 

3S^ 

+ — 
^ 12 

12 

64a^(o^ 


S. Bewegung einer Scheibe, die an einem Punkt zwangläufig 

geführt wird. 

Eine Scheibe von der Masse JW hegt auf einer völhg glatten wagerechten 
Ebene, m der em Punkt A der Scheibe zwangläufig emen Kreis vom Radius c 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit co beschreibt 

Es sei G der Schwerpunkt der Scheibe und AG = a Der Punkt A hat 
die Beschleumgung cw® in Richtung der inneren Normalen des Kreises Erteilen 
wir daher allen Punkten der Scheibe die Beschleunigung cco^ in Richtung der 
äußeren Normalen und halten wir den Punkt A fest, so erhalten wir die Relativ- 
bewegung gegen A . Die resultierende Kraft, die bei der Relativbewegung gegen A 
auf die Scheibe wirkt, ist demnach gleich Mcco^. Sie greift in G in Richtung 
der äußeren Kreisnormalen an. 

Die Gerade A G und die äußere Normale mögen mit einer festen Richtung 
in der Ebene die Winkel bzw. (o emschheßen. Dann ist die Arbeit dieser Kraft 
bei einer kleinen Verrückung 

Mcco^a sin(93 — , 

und die kinetische Energie des Körpers ist wo Mk^ das Trägheits- 

moment des Körpers um den Punkt A bedeutet. Daher lautet die Lagrangesche 
Bewegungsgleichung 

= Macco^ sin( 9 ? — i?) . 

Da ^ = ö) ist, wird ^ = 0; für ^ — <P = yf ist daher 

« , acco^ 

y> H -^siny) = 0 

Diese Gleichung stimmt mit der Gleichung eines mathematischen Pendels 

von der Länge — überem. Die Integration kann also wie in § 44 mit elhp- 
acfo^ I' 

tischen Funktionen ausgeführt werden. 


6, Bewegung einer Scheibe, deren Rand auf einer zwangläufig 
bewegten Scheibe abrollt. 

Zwei gleiche Kreisscheiben vom Radius a und der Masse M mit vöUig rauhen 
Rändern werden in einer senkrechten Ebene mit den Rändern in Berührung ge- 
halten durch eine homogene Stange der Masse w, die die Mittelpunkte verbmdet. 
Der eine Mittelpunkt ist fest, und die zugehönge Scheibe A muß mit gleich- 
förmiger Winkelbeschleunigung oc rotieren. Man soll die Bewegung der Scheibe B 
und der verbindenden Stange bestimmen. 

Zur Zeit / bilde die Stange mit der Richtung senkrecht abwärts den Winkel (p, 
und die Scheibe A habe sich um den Winkel i? gedreht. Die Winkelgeschwindig- 
keit der Scheibe A ist die Geschwmdigkeit der einander gerade berührenden 


I 
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Punkte der beiden Scheiben ist daher a d' . Da der Mittelpunkt der Scheibe B 
die Geschwindigkeit 2«^ hat, ist die Wmkelgeschwmdigkeit der Scheibe B um 
ihren Mittelpunkt gleich 2 cp — ^ Jede Scheibe hat um ihren Mittelpunkt das 
Trägheitsmoment daher ist die kinetische Energie des Systems 

und ^ -|- fi, wo e eine Konstante ist. 

Die potentielle Energie des Systems ist 

V = — (2 M m)ag cos cp , 

und die Langrangesche Bewegungsgleichung lautet 

d /dr\ dT _ dv 
d # l / d<p dcp 

oder 

d , 

~ {(6M + ^m) a^cp — iWa®^} = — (2M + m)(igsvacp 

Da 1 ? = « ist, ergibt diese Gleichung 

(6M + — Md^oc + ('2.M + m)agsm(p = 0 , 

Integriert ergibt sie 

(ZM -k — Mc^txcp — (2M + m)agcos(p =: c , 

wo c eine von den Anfangsbedingungen abhängige Konstante ist. Da die Veränder- 
lichen t und cp separierbar sind, kann auch diese Gleichung durch Quadratur 
integriert werden Das Endmtegral stellt die Bewegung dar. 

Aufgabe, Das System sei anfänghch in Ruhe und die Stange senkrecht abwärts 
gerichtet. Man zeige, daß die Stange die wagerechte Lage erreicht, wenn 



§ 66. Die Bewegung eines Systems mit zwei Freiheitsgraden. 

Wie in der Punktdynamik, so hängt auch in der Dynamik starrer 
Körper die Möglichkeit, ein Problem mit zwei FreiJheitsgraden durch 
Quadraturen zu lösen, im allgemeinen von dem Vorhandensein einer 
zyklischen Koordinate ab. Das der zykhschen Koordinate entsprechende 
Integral läßt sich physikalisch oft als Integral der Bewegungsgröße oder 
des Moments der Bewegungsgroße deuten. Die Herleitiing und Losung 
der Differentialgleichung geschieht unter Anwendung der in den vorher- 
gehenden Kapiteln entwickelten Prinzipien. Wir erläutern dies Verfahren 
durch die folgenden Beispiele. 

1. Stab durch Ring. 

Zuerst untersuchen wir die Bewegung emes homogenen geraden Stabes, 
der durch einen engen, auf einer wagerechten Ebene feststehenden Ring geführt 
ist und der durch den Ring gleiten und sich um ihn in der Ebene drehen kann. 

Zur Zeit t sei der Mittelpunkt des Stabes um die Strecke r von dem Ring 
entfernt, und der Stab bilde mit emer festen Geraden in der Ebene den Wmkel 
Der Stab habe die Länge 2l und die Masse M, 



§ 66. Die Bewegung eines S 3 ^teins mit zwei Freiheitsgraden 


145 


Dann ist das Trägheitsmoment des Stabes um seinen Mittelpunkt gleich 
so daß die kinetische Energie 

wird Potentielle Energie ist mcht vorhanden. 

Die Koordinate '& ist zyklisch; ihr entspncht das Integral 


oder 


dT , 

— = konst. 


+ = konst. 

Das Energieintegral ist 

f a -j- ^a ^’a ^ /2 tonst. 

Dividiert man das zweite Integral durch das Quadrat des ersten, so folgt 

(itY 


\d^l 


+ 


WO c konstant ist, oder 

^ + konst. = l{(r» + (c,-» + Je iS _ jjpi ^r. 

Für cr^ = s wird daraus 

'i>H-kon3t. = |{4s(s + JeP) (s + Jc/2_ 

Bezeichnet also p die Weierstraßsche elliptische Funktion mit den Wurzeln 

= +lcP). «2 = ^ ( 2 -Jci»), e, = J(_i_J.ciS), 

die der Beziehung >■ öj >- genügen, sobald der Anfangswert von hin- 
reichend groß ist, so folgt s ^ p{d> — d' ) e 


wo 1^0 eine Integrationskonstante ist. Da s positiv ist, ist p{‘& — i^o) > H für 
reelle Werte von die Konstante daher reell. 

Die Lösung des Problems ist also enthalten m der Gleichung 


2. Ein Zylinder rollt auf einem andern unter dem Einfluß der Schwere. 


Ein schwerer, völhg rauher massiver homogener Zylmder von der Jdasse m 
und dem Radius r rolle auf der Innenfläche eines Hohlzyhnders von der Masse Af 
und dem Radius R, der sich um seine (wagerecht angenommene) Achse drehen kann. 

Zur Zeit t bilde die durch die Zylinderachsen gehende Ebene rmt der abwärts 
gerichteten Senkrechten den Winkel <p, und der Zylinder von der Masse Jkf habe 
von einem festgesetzten Zeitpunkt ab sich um den Winkel & gedreht Die Winkel- 
geschwindigkeiten der Zylmder um ihre Achse ergeben sich leicht als bzw, 


{R ^ r) <p 

r 

MR^ und 


Die Trägheitsmomente der Zylmder um ihre Achsen smd bzw. 
Die kinetische Energie des Systems ist daher 




die potentielle Energie 


Whittaker, Dynamik. 


V = ’^mg{R — r) COS99. 


10 


146 Kapitel: Die lösbaren Probleme der D 3 mamik; starrer Körper. 


Offenbar ist die Koordinate zyklisch; ihr entspricht das Integral 


— = konst 
dl? 

oder 

MR^ = 

wo Ä eine Konstante ist 
Das Energiemtegral ist 

r+7 = A, 

wo Ä eine Konstante ist, oder 

i i »J {(i? —r)qi — R d}® + — r)®q5® — mg(R — r) cos 99 = h . 


Die Ehmmation von d zwischen den beiden Integralen ergibt die Gleichung 


2(2M m) 


(J? — y)® — fng{R — r) cos 93 


Ä® 

(2 Af + m) i?® ’ 


Sie stimmt überein mit der Energiegleichung emes mathematischen Pendels 
von der Länge ^ - . 

Ihre Lösung läßt sich wie in § 44 in elliptischen Funktionen bestimmen. 


3. Stab in einem Reifen. 

Die Enden eines Stabes gleiten auf emem senkrechten glatten kreisförmigen 
Reifen, der sich um seinen festgehaltenen senkrechten Durchmesser drehen kann. 
Der Stab habe die Masse m und die Länge 2 a der Reifen die Masse M und 
den Radius y Zur Zeit t sei der Stab um den Winkel d gegen die Wagerechte 
geneigt, und der Reifen habe gegen eine feste senkrechte Ebene das Azimut (p 
Das Trägheitsmoment des Stabes um eine Achse durch den Mittelpunkt 
des Reifens senkrecht zu dessen Ebene ist m{y^—^ Ja®) Das Trägheitsmoment 
des Stabes um den senkrechten Durchmesser des Reifens ist 


w{(f® — a®) sin® 1 ? -f- 1 a® cos®i?} . 

Das System besitzt daher die kmetische Energie 

Seme potentielle Energie ist 

V = — mg(f^ — a®)^ cosi? . 

Offefibar ist die Koordinate <p zykhsch; ihr entspncht das Integral 
dT 


oder 


dq) 


= konst 


+ W 93 (?'®sin®i? — aSsin®^ + i cos®^) = ä, 

■wo k eine Konstante ist. Führen wir den Wert von ^ aus dieser Gleichune in 
das Integral der Energie 

T^V^h 

ein, so wird 






Afr®+2m(f'®sm®T? — aasin®j?+ J-a®cos®iy) ‘ 
Veränderlichen ^ und < trennen; eine 

^ Funktion von t und damit die Lösung des 
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4. Reifen und Ring. 

Das bewegte System bestehe aus einem homogenen glatten kreisförmigeri 
Reifen vom Radius a, der auf einer glatten wagerechten Ebene hegt und auf einer 
festen Geraden der Ebene rollen, sonst keine Bewegung ausführen kann, während 
ein kleiner Ring, dessen Masse gleich 1 jl der Masse des Reifens ist, auf ihm gleitet 
Zu Anfang ruht der Reifen, und der Ring erhält in dem am weitesten von der 
festen Geraden entfernten Punkt die Anfangsgeschwindigkeit v. 

Sei (p der Winkel, um den sich der Reifen in dem Zeitmtervall t nach Begmn 
der Bewegung gedreht hat Der durch den Ring gehende Durchmesser des Reifens 
soll sich alsdann um den Winkel gedreht haben Wird dem Ring die Masse 1 
beigelegt, so daß die Masse des Reifens gleich X ist, so hat letzterer um semen 
Mittelpunkt das Trägheitsmoment Der Mittelpunkt bewegt sich mit der 

Geschwindigkeit afp^ während sich die Geschwindigkeit des Ringes aus Kom- 
ponenten acp und ay) zusammensetzt, deren Richtungen miteinander den Winkel yf 
einschließen Das System hat daher die kinetische Energie 

T =: 

= [2X -f 1) + a^(pipcoS‘ip 


Die potentielle Energie ist Null 

Offenbar ist die Koordinate (p zykhsch; ihr entspricht das Integral 

= konst. 
ö<p 

oder 


(2A 4- i) o!^(p + cosy; = av , 


da. av der Anfangswert ist 

Die Integration dieser Gleichung ergibt 

{2X i)<p sinw — ~ = 0 , 
a 


da die linke Seite für ^ = 0 verschwindet, oder 




Diese Gleichung bestimmt (p als Funktion von y^ 

Die Energiegleichung lautet 

. . via — w coBXü 

Führen wir dann für cp den Wert « i folgt 

(2X -f sin® yi) tp^ = 2Xv^ , 

daher 

A /■ , ‘ 

^ = — 7 =r / (2 A -4- sin® yj)* d yj , 
vy2X J 

Für sin 1 /J = A wird daraus 

X 

<=■ 4 ? -xTidiv 

vy2X ^ 

Zur Auswertung dieses Integrals führen wir eine Hilf s veränderliche u ein, 
die defimert sei durch 




= f{2X + x^)-i{1 —x*)-idx. 


10 * 



I 


! 
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Durch die Substitution = 2kl^, wo ^ eine neue Veränderliche ist, geht 
dieses Integral über in 

Dies ist gleichbedeutend mit 

f = P(«) — k(i—2X), 

WO die p-Funküon mit Hilfe der Wurzeln 

=5 (1 -j- 4 - (1 ~ 2^) , ^3 “ “ u “h 

gebildet ist Diese Wurzeln sind reell und genügen der Bedingung > <?2 > ^ 3 . 
Also ist p{u) reell und größer als für reelle Werte u. 

Nun ist 


oder 


dt = %= (2X + — x^)'‘^dx 

vfli 


a l p(M)— ßgi 

Durch Integration folgt daraus 


du 


= i (1 + 4 ;.) « + f («) + i , 

WO ^{u) die Weierstraßsche Zeta-Funkhon bedeutet. 

Für die Darstellung von y und t als Funktiomn einer Hilfsvcränderlichen u 
finden sich also endlich die Gleichungen 

2X 


sm^xp = 


p(«)--J-(l -2X) ' 


Ly^ = i(i + 4;t,« + f(«, + i , . 

^ 3 ^ ^ ^ ^ ^ 2 p{U) - J (1 - 2X) 


§ 67. Anfangsbewegungen. 

In § 32 haben wir die allgemeinen Prinzipien entwickelt, nach denen 
man den Anfangscharakter der Bewegung eines Systems bestimmt, 
das zu einer gegebenen Zeit die Ruhelage verläßt. Die folgenden Bei- 
spiele erläutern das Verfahren für starre Körper. 

1 . Ein Punkt der Masse m hängt an einem Faden von der Länge h von 
einem Randpunkt einer Scheibe von doppelt so großer Masse und dem Radius a 
herab. Die Scheibe kann um ihre wagerecht angenommene Achse rotieren, und der 
durch den Befestigungspunkt des Fadens gehende Durchmesser liegt zu Beginn der 
Bewegung wagerecht Es soll die Anfangsbewegung des Massenpunktes bestimmt 
werden 

Zur Zeit / nach Begum der Bewegung habe sich die Scheibe um den Winkel 
^dreht, und der Faden sei um den Wmkel q> gegen die Senkrechte geneigt. 
Die wagerechte und die (abwärts genchtete) senkrechte Koordinate des Massen- 
Punkts m bezug auf den Mittelpunkt der Scheibe sind 

acos^ + ösm^?. asin{> + öcos«7J . 

Das Quadrat semer Geschwmdigkeit ist daher 

- 2ab sin {d‘ + 9 ?) , 
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die kinetische Energie des S3^tems also 

T = ma^'b^ + — mahsm{d‘ + (p)-bfp , 

die potentielle Energie 

17= — ing{a sind + ö cos 9?) , 


Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten 


oder 


dt j dd dd ' 

dt \d(p} d(p d<p 

2a® 5 — ah co9(d + 93)93® — gacosd — a&sm(d + 93) ^ = 0, 
5®^ — a5cö9(d + 93)d® + gösm93 — a&sin(d + 93)5 = 0 . 


Anfflnghch sind die Größen d, 93, d, (50 Null. Die Gleichungen ergeben daher 

m 0 

für den Beginn der Bewegung d = — und 9 = 0. Die Entwicklung von d 
beginnt also mit einem Glied , diejemge von 93 mit höheren als zweiten Po- 
tenzen von t . Wir machen den Ansatz 

t3=4 ^+^/»+s««+ . . .. 


ip = C<» + Di« + + Ft* + 


führen diese Werte in die obigen Differentialgleichungen ein und setzen zur Be- 
stimmung von A, B, C, ... die Koeffizienten der entsprechenden Potenzen 
von t einander gleich. So ergibt sich 


4a 

g* j. g®<* , 

^ 32a& 1920a&® "T • • • • 


Sind jv und y die Koordmaten des Massenpunktes in bezug auf eme wage- 
rechte und eine (abwärts gerichtete) senkrechte Achse durch seine Anfangslage, 
so ist näherungsweise 

flrS ^6 

;»? = ö(l — cosd) — ösinoj = 4 ^d® — ö 93 = ® , 

' ^ ^ 1920 a& 

und 


y = asmd + 6(00393 — 1) = ad 




4 * 


Durch E li m ination von t zwischen diesen Gleichungen ergibt sich 

j/3 = 30 a 6 

Dies ist die gesuchte angenäherte Gleichung der Bahn des Massenpunktes m der 
Umgebung semer Anfangslage. 

2. Ein Bing der Masse m kann auf einem homogenen Stab der Masse M und 
der Länge 2 a gleiten, der um eines seiner Enden drehbar ist. Zu Beginn der Be-- 
wegung liegt der Stab wagerecht, und der Ring ist um die Strecke r^ von dem fest- 
gehauenen Ende entfernt. Man bestimme die Anfangskrümmung der Bahnkurve 
des Ringes im Raum 
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Es seien r, -d- die Polarkoordmaten des Rmges zur Zeit t , bezogen auf das 
feste Ende des Stabes und eine Horizontale, wobei ^ von dieser Geraden aus 
nach unten gerecbnet wird Für die kmetiscbe und potentielle Energie ergibt sieh 

r = i m(r^ + + i M 

2 2 j 

V — — wrg sm ■& — Mag sin Ü 
Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten 

dt \ dt ) dr dr ' 


± (^\ _ ^ ^ 

oder 

_ gQin‘0‘ = 0, 

+ mr^'Ö‘ + 2mrr‘d‘ — Mgacos'd‘ — mgr coai'> = 0. 

Da r, h zu Beginn der Bewegung Null sind, können wir Entwicklungen 
der Form 

r = ro + flg + ^3^® + «4 + • - 

^=ög/2+&3^^-•• 

annehmen; führen wir diese Ausdrücke in die Differentialgleichungen ein und scLzcn 
die Koeffizienten entsprechender Potenzen von t einander gleich, so finden wn 

ÄJ = 0 , ag S= 0 , ^4 = "i" 4 ög fg) , 


3g{Ma + mr^) 

2 (4 Af flä + 3 w »'S) 


Die Koordinaten des Masseupunktes in bezug auf eine wagerechto und eine 
senkrechte Achse durch seine Anfangslage sind 


oder näherungsweise 


;r = ^'cos^ — »'o, y = rsini9- 
x = (a^—\r^bl)t^, y = rab,t^. 


Die Krümmung der Bahnkurve ist bestimmt durch 


i = 1 _ 2^4 1 

Q »'o 

Nach Emsetzen der obigen Werte für &g und ergibt sich 

£ _ ~ 3»'o) 

Q “ 9rl(Ma + nir^) 

Dies ist die gesuchte Anfangskrümmung der Bahn des Ringes. 

Aufgabe Zwei homogene Stäbe AB^ BC mit den Massen »«j, 

Längen a, h smd in dem Punkt B durch ein Gelenk verbunden und um den 
festgehaltenen Punkt A drehbar. Zu Beginn der Bewegung sei AB wagerccht, 
BC senkrecht Man zeige, daß, wenn C losgelassen wird, die Gleichung der an- 
fänghehen Bahn des näher an C gelegenen Dreiteilungspunktes der Strecke BC 
sich in der Form darstellen läßt 


(Camb Math. Tnpos, Part I. 1896.) 
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§ 68. Die Bewegung von Systemen mit drei Freiheitsgraden. 

Die Möglichkeit, Bewegungsprobleme von Systemen mit drei Frei- 
heitsgraden durch Quadraturen zu losen, ist im allgemeinen, wie bei 
den Systemen mit zwei Freiheitsgraden, bedingt entweder durch das 
Auftreten zykhscher Koordinaten, die die Existenz von Integralen der 
Bewegungsgrößen oder der Momente der Bewegungsgrößen zur Folge 
haben, oder durch die Möglichkeit, die Veränderhchen in dem kinetischen 
Potential zu trennen. Die folgenden Beispiele erläutern das Verfahren. 

1. Bewegung eines Stabes in einem gegebenen Kraftfeld. 

Ein homogener Stab der Masse m und der Länge 2 a kann sich auf einer glatten 
wagerechten Ebene bewegen Jedes Stabelement werde von einer festen Geraden 
der Ebene mit emer Kraft angezogen, die seiner Masse und seinem Abstand von 
der Geraden direkt proportional ist 

Der Mittelpunkt des Stabes habe die Koordinaten x, y, und der Stab sei 
gegen die feste Gerade um den Winkel geneigt. Die kinetische Energie ist 

r=|»t(i* + + , 

die potentielle Energie 

^ f {y r dr , 

Ara J 
-a 

wo fl eine Konstante ist, oder 

V = fl + -J a®sm*i9’) 

Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten daher 

^ = 0 , 
y = 

2^ + iMSin2i^ = 0 . 

Die beiden ersten Gleichungen ergeben 
X ct d, 

y + 

WO c, d, /, 8 Integrationskonstanten sind. Der Mittelpunkt des Stabes beschreibt 
demnach eine Smuskurve in der Ebene Die Gleichung für ist vom Typ der 
Pendelgleichung, kann daher wie m § 44 integriert werden 

2. Bewegung eines Stabes und eines Zylinders auf einer Ebene. 

Das S 3 rstem setze sich zusammen aus emem homogenen massiven glatten 
Kreiszylinder von der Masse M und dem Radius c, der sich auf einer glatten wage- 
rechten Ebene bewegen kann, und aus emem schweren geraden Stab von der 
Masse m und der Länge 2 a, der m der senkrechten Ebene rechtwinkhg zur Achse 
durch den Schwerpunkt des Zylmders auf dem Zylinder und mit einem seiner 
Enden auf der Ebene liegt 

Zur Zeit t sei der Stab um den Winkel •d‘ gegen die Senkrechte geneigt, und 
die Berührungsgerade des Zylinders und der Ebene habe in der Ebene die Strecke x 
zurückgelegt. Die Koordinaten des Stabmittelpunktes in bezug auf eme wage- 
rechte und eme senkrechte Achse mit dem Ursprung auf der ursprünghchen Be- 
rührungsgeraden des Zylmders und der Ebene smd, wie man leicht sieht, 

— c ctg -|- asim?- und acos??. 
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Zur Zeit t habe sich der Zylmder um den Winkel (p gedreht. Das System 
hat die kinetische Energie 

r = i 5 (7 ~ I) 

4- •— H Mx^ + -r 

2 2 4 

Seine potentielle Energie ist gegeben durch 
V = mgacos {}- . 

Offenbar smd die Koordinaten x und 9 ? zyklisch, ihnen entsprechen die 
Integrale 

dT , ^ dT . . 

= konst . - 3 — = konst 

dx ä(p 

Das erste kann gedeutet werden als Integral der Bewegungsgröße des Systems 
parallel zur Achse, das zweite als Integral des Moments der Bewegungsgroße 
des Zyhnders um seine Achse. Man kann ihnen die Form geben 

sin”® ~ 5 ) Ä i^cos?!^| + Mx = konst., 

^Mc^(p = konst 

Führt man die aus diesen Gleichungen erhaltenen Werte für x und ^ in 
das Integral der Energie 

T + V= konst 

ein, so ergibt sich 

^ [1 a» + ^ | sm"» - |))‘] = i - 2gacos&, 

WO d eine Konstante ist. Da die Veränderlichen t und 19- zu trennen sind, läßt sich 
auch diese Gleichung integrieren, woraus sich ^ als Funktion von t ergibt. Die 
oben gefundenen beiden Integrale liefern dann x und 9 ) als Funktionen von t 


§ 69. Kräftefreie Bewegung eines Körpers um einen festen 

Punkt. 

Eines der wichtigsten Probleme in der Dynamik der Systeme mit 
drei Freibeitsgraden ist das folgende : Die Bewegung eines starren Körpers 
zu bestimmen, von dem ein Punkt 0 festgehalten wird, und auf den kerne 
äußeren Kräfte wirken^). Dies Problem findet sich realisiert (§ 64) in 
der Bewegung emes starren Körpers um seinen Schw^unkt unter der 
Wirkung von Kräften, deren Resultante durch den Schwerpunkt geht. 

In diesem System ist das Moment der Bewegungsgröße des Körpers 
um jede im Raume feste Gerade durch den Unterstützungspunkt kon- 
stant (§ 40 ). Folghch ist diejenige Gerade durch den Unterstützungs- 
punkt, für die das Moment der Bewegungsgröße den größten Wert an- 
nimmt, im Raume fest. Diese Gerade, die sogenannte invariable Geradey 

Euler: Mimoires de Berlin 1758. Elliptische Funktionen wurden zuerst 
zur Lösung des Problems verwandt von Rueb* Spectmen tnaugurale . . 
Utrecht' 1834; die Lösung wurde vervollständigt durch Jacobi* Journ /. Math. 
Bd. 39, S 293 . 1849. 
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werde zur Achse OZ gemacht, OX und OY seien zwei andere zueinander 
und zur Achse OZ senkrechte Geraden durch den Unterstutzungspunkt. 
Die Momente der Bewegungsgrößen um die Achsen OX und OY ver- 
schwinden; andernfalls würde der Resultierenden der Momente 
der Bewegungsgrößen um OX, OY, OZ eine Gerade entsprechen, deren 
zugehönges Moment der Bewegungsgroße großer als dasjemge um OZ 
sein wurde, was der Voraussetzung widerspncht. Nach § 39 ist daher das 
Moment der Bewegungsgroße um eine beliebige Gerade durch 0, die mit 
OZ den Winkel •& einschheßt, gleich ^^cos^, wo d das Moment der Be- 
wegungsgröße um OZ bedeutet. 

Die Lage des Körpers zu einer beliebigen Zeit t ist bekannt, wenn 
man die momentane Lage der drei Hauptträgheitsachsen in dem Unter- 
stutzungspunkt kennt. Diese Achsen werden zum mitbewegten System 
Oxyz gewählt. (p,yj seien die Euler sehen Winkel, die die Lage der 
Achsen Oxyz gegen die Achsen OXYZ bestimmen. Ä,B,C seien die 
Haupttragheitsmomente des Körpers in 0, und zwar seien sie abnehmend 
geordnet, ferner cog, cüg die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit 
des Systems um die Achsen 0x,0y,0z, so daß nach §§ 10, 62 die 
Gleichungen bestehen 

* ÄcOi= -- dsmd'cosyj, 

Bcü 2= dsiii'&sinyj, 

Ca)3= dcosd' 

oder (§ 16) 

'd’Sirnp — ^sm-dcosi/^ = — ^ sin cos 1/; , 


'd'cosyj + ^ sin 1?* sin 1/; = —sm&smyj, 

ß 


Y? + 99 cos 1? . 


Damit smd drei Integrale der Bewegungsgleichungen des Systems 
gefunden. Sie enthalten jedoch nur eine willkürliche Konstante, näm- 
lich d, da unser spezielles Achsensystem so gewählt ist, daß die beiden 
andern Integrationskonstanten verschwinden. Wir wählen daher an 
Stelle der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen diese drei Gleichungen 
zur Bestimmung von 1?, (p, yj. 

Die Auflösung nach 93, ip ergibt 

. (A-B)d . , 

smv'cosyjsmyj , 


d d 

q) = — cos^y + ^sin^ \p , 

Ä ß 

■ ^ s ^ ^ \ <1 

^ — — cos“y — — cosw. 


154 Kapitel Die lösbaren Probleme der D 5 mamik starrer Körper. 


Das Energieintegral (das eine Folgerung aus diesen tlri-i Glei- 
chungen ist) läßt sich nach § 63 sofort angeben. Es ist 

/f Oll -f- 50 ) 14 -^ 011 = c, 

wo c eine Konstante ist. Ersetzen wir oij, oi^, ojj duich ihie Werte als 
Funktionen von und y, so läßt sich die Gleichung in den beiden 
Formen schreiben 


oder 


A-B 

AB 

A-B 

AB 


sin®i?cos*V^ = 


sin* ^ sin® y = 


Bc-d^ 

B^ 


B-C 


BC 


cos* 


Ac-dß 

Ad^ 


A-C 

AC 


cos- {} . 


Da .4 > 5 > C sein soll, ist die Größe cA — i* oder 5 (/l — 5 ) o>;j 
+ C{A—C)a}l positiv und cC — i® negativ. Die Größe B c — /* 
kann positiv oder negativ sein. Wir nehmen an, sie sei positiv. 

Die erste der drei Differentialgleichungen läJßt sich unter Benutzung 
der letzten Gleichungen folgendermaßen schreiben 




- 4 - 


Bc~^ 

Bd> 


B~C 

BC 


cos®^ 


*fAc-d^ A-C 


AdT- 


AC 


cos 


S®j'>|*. 


Durch diese Gleichung erweist sich cosi? als eine Jacobische dliji- 
tische Funktion*) einer linearen Funktion von t. Die beiden vorhe-r- 
phenden Gleichungen ergeben, daß sinf^cos^ und s\xvt>smii> die 
beiden anderen Jacobischen Funktionen sind. 

Deshalb setzen wir 


sindcosy - Penw. .smi^sinyi = Qsn«, cos# = Pdn«, 

wo P, Q, R Konstanten sind und « eine lineare Funktion von t ist, etwa 
^ Größen P, X und der Modul k der elliptischen 

F^ionen müssen derart gewählt werden, daß die obigen Gleichungen 
uberemstimmen mit den folgenden ® 


Ä®cn®M = — Ä'®-l-dn®M, 
Ä®sn®«= 1 — dn®M, 

j— dn« = — Ä® sn« cn« . 


Vergleichung der Koeffizienten ergibt 

{B — OUc-r-d?) 
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Die Gleichung für zeigt, daß k reell ist, und die Gleichung 

{B-C){Ac-d?) ‘ 


daß 1— ^^>0, d. h.Ä<l ist. Offenbar sind die Größen P, R, l 
gleichfalls reell. 

Eine reelle Größe a möge nun definiert sein durch die gleichzeitig 
bestehenden Gleichungen 


sn^’a = i 


U(^-cC)J ’ 


cma = 





Da 


Ä'”*dn^Ä == 


K[ial2K) 

d'^^[iaj2K) 


ist, wo die Theta-Funktionen definiert sind durch die Reihenentwicklungen 


^00 M = 1 + 2qQ0^27tv + 2j^cos4^r + 2^®cos67rr + . . . , 
^^ 01 M = 1 — 2qco^27iv -f 2g^cos4i^>' — 2q^ cos6nv + . . . , 
^10 (v) = 2 q^cosjtv + 2j^cos3 7tr-f 2^cos5 + . • - , 

^ 11 M = 2 q^ sin Ttv — 2g'^sin 3 + 2?¥sin 5 ^5' + • • • 

und q = ist, so haben wir 


i -h 2 2 y + 2 ^ ®of 4 ^ .y AB {A - C)U 

l-2^Eof2y + 2?^ß:of4y-... ^ ^ \A{B-C)] * 


wo y ^nal2K gesetzt ist. Aus dieser Gleichung kann man durch sukzes- 
sive Näherung y (und somit <£) berechnen. 

Die Eulerschen Winkel y für den Zeitpunkt t sind nun bestimmt 
durch die Gleichungen 


sin -d cos 


cn (A + i) 
cn ^ 


sin ^ sin = 


dni^sn {lt + e) 
cnia 


cos?? = 


sn ^ a dn (A / + e) 
tcnia 


oder (wenn man e fortlaßt) 


. n ^01 (*' ^ ^10 ^ 

sini^cosv - ^^^(^ial2lC)d,,ßtl2K) ' 

sin& sm V - doi ' 

i&ioii‘^l2K)^aißt/2K) ’ 
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Der Modul k der elliptischen Funktionen ist bekannt; daher kann 
man den Parameter q der Theta-Funktionen durch die Gleichung be- 
stimmen 

^ i6 32 1024 ■ 

oder durch die schneller konvergierende Reihe 

? = itgV + A tgi«/? + ^j-tgiv + . . . . 

WO cos ß ist. K läßt sich dann berechnen aus der Reihe 

(2ür/7r)* = ^00 = 1 + 2? + 2^ + 2^» + . . . 

Damit ist die Penode AKjX der Neigung der Achsen Oxyz gegen die 
Gerade OZ bestimmt. 

Setzen wir nun nal2K = y und nXflK = so ist 

o __ (1 — 2^KoC2y + 2^Eoj4y — ...)(cos/^^ cos3w/-|- ...) 

cos^ (Eoj;/ + y + ..)(!— 2^cos2yU^4-2^cos4/^^+.. )' 

sini9^sinw= +2?®of2y + 2?«eof4y + • ■) (sin^i! - g^sin3^< + •••) 
^ (Eof}' + + ..) (1 —2g' cos2//i^-)-23^cos4/xi +•••)’ 

(©iny — g®@m3j^ + ..0 (1 +2gcos2/z^-f 2g^cos4/^^+ ...) 
+ ^®Eof3>' (1 — 2qcos2 iLLt + 2g'^cos4/W^+ ...) ‘ 

Die Großen q, //, y können als die die Bewegung charakterisierenden 
Konstanten aufgefaßt werden. 

Aufgabe. Der Körper sei ein homogenes EUipsoid der Dichte 1 mit den 
drei Halbachsen 

»=1, ö = 2, c=3. 

Die drei Hauptträgheitsmomente sind 

A = Stabe c^) = 20 S^ 3 -5=1651, C = 85r. 

Die anfänghehen Rotationsgeachwindigkeiten um die Hauptachsen seien 

Cüi = i , Ö>2 = 4 , Cüg = 1 

Dann ist die Energiekonstante 

c=Acol-^ Bcol + Ccol = 13,3 !rt , 

und die Konstante des Moments der Bewegungsgröße ist gegeben durch 
d® = A^cjI + B^col + C^col = 1S5j04 st^ , 

so daß 

d= 12,4525r; Ac-^ä^= 121,6051®; S7>765r®, d® — cC = 48,64 jt®. 

Der Modul der elliptischen Funktionen ist gegeben durch die Gleichung 
(A - B) (d® -cC) 
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Dajraus folgt also 


1 — ä2 = 0,760, 

L ^ I o / ^ 1 - Ä'* 

^ 2 ’ 1 + A't l 2 ‘ i + v* 

(^)*= 1 +2? + 2j'‘ + 2?» + .. = 


I + ... = 0,0171. 
1,0342, 


K = 1 , 68013 , 

K'= — -log? = 2,176. 

7t 


Ferner ist 

{B-C){Ac-d^) 

ABC 


also 

und 


X = 0,6045 



0,5651 


0.3654 . 


Die Periode der Winkel und y) ist AKß oder 2 utlij, und hat den Wert 11,118. 
Um und y) in trigonometrische Reihen nach t zu entwickeln, müssen wir 
y bestimmen. Dazu benutzen wir die Beziehung 



B(A - C) 
A(B^C) ” 

1,2308, 

also 




JBiA^qH 

\A(B^qf 

1,1094; 

unter Vernachlässigung 

von ist daher 



1 + 2^ (£of2y ^ 

1,1094 


1 — 2q^\2y^ 

0,9337 

Daraus folgt 




(^o\2y = 

2,503 . 


2y = 

1,568, 


7 = 

0,784 . 


Die Größe a bestimmt sich dann aus der Gleichung 


a 


— y = 0,8385. 

7t 


In dem GrenzfaU A = B des allgememen Problems wird Ä = 0 . Die 
elliptischen Funktionen gehen also m Kreisfunktionen über. Dann kann man die 
Lösung folgendermaßen schreiben 

sinl?cosv; = ^, sün7sinv. = ^. cos^ = a:0a 

mit den Werten 


“l A^C /■ 


©in« 


C(il<!-d®)U 
Aid^-cQi ' 



d»(A - C) 
A(d^ — cC) 


)‘ 


Die Bewegung besteht demnach in einer gleichförmigen Präzession um die in- 
variable Gerade 02, wobei der Körper sich gleichzeitig um seme eigene Symmetrie- 
achse Oz dreht. 
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Ein anderer GrenzfaJl ist der, daß d- = cB ist, so daß k 
die eUiptischen Funktionen in hyperboüscbe Funktionen ausarten Dafür geben 
wir die folgenden Beispiele. 

Aufgabe 1 . Ein starrer Körper bewegt steh kräftefrei um einen festen Punkt, 
man zeige, daß, wenn (in den obigen Bezeichnungen) d« = Be ist, 

CO, = 0 für < = 0 ist, während eij und für t = 0 posttw sind, die Richtungs- 
hostnus der B-Achse zur Zeit t in bezug auf die ursprüngliche Richtung der Haupt- 
achsen gleich 




3in/A 

®o|;c’ 


cos/i 




ot Sin /« 


sind, wo 


^'"“"d7 dtaA-B)(B-qY y = (S1~r!l* 

= x = -s[ AC r \B(^-qr ^ 15(^-C)I 

gesetzt ist (Camb. Math Tnpos, Part I. 1899 ) 

Zum Beweise bemerken wir. daß für Bt = d» die i>-Koordinate der 

Differentaalgleicliung 

d / 1 \ . /-B - CU _J A-C \ 

■^Icöstfj" \ BC / I A^ cos*d AC 

genügt, die das Integral 




COS1? : 


y 

’®BfZ ’ 

hat, wo y und % die oben defimarten Größen sind. Die Glmchung 

A-C 


, Ac-d^ 
-j^sin*,>sinV= 


AC 


• cos® d' 


ergibt dann 
und die Gleicbnng 




d ^ d ^ 
ip = 2 cos»vi + g sin'y 


ergibt sin (9? — ^) = —ysmy). 

Diese Gleichungen zeigen, daß die Richtungskosmus der R-Achse in bezug 
auf die Achsen OXYZ, nämlich (§10) 

— cos 9? cos sin y — sin 97 cos ^ , — sin 97 cos sin + 0039900597, sini^sinj/j 


sich in der Form 




sm/z coa/z 
’ ®ofz ’ 

schreiben lassen 

Es mögen 020 . «20- 0J30 ursprünglichen Richtungen der Hauptachsen be- 
zeichnen. Da 

A^(ol + C^col = d^=^Bc = B{A co\ Cof) 

ist, so daß A(jo-^^ oed und C<o^=y d ist, ergibt sich für die Richtungskosinus 
von ö7io, W20. ö>30 m bezug auf OXYZ das Schema 



X 

Y 

z 

"10 

y 

0 

' A 

1 

^**20 

0 

1 

0 


— « 

1 0 

1 ^ 


Daher sind die Richtungskosinus der R- Achse, bezogen auf «Ujo* 0J20» "30 gleich 


— y sin/4 




cos^ 


ot sin^ 

(Eofx 


+ y 3 :ö;^- 
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Aufgabe 2 Man zeige, daß für = Bc die Achse Oy auf einer Kugel um 
den festen Punkt eine Loxodrome m bezug auf die Meridiane durch die mvanable 
Gerade beschreibt 

Indem wir uns nun wieder dem allgemeinen Fall zuwenden, haben 
wir den dritten Eulerschen Winkel tp als Funktion der Zeit auszudrucken. 


aber 


woraus folgt 


= ^ 


sin^yj ■ 


cnXt 
dnzÄsnAi ' 


i — ’ 

Diese Funktion verschwindet mit i und hat Pole in den Nullstellen des 
Nenners, d. h. in den Punkten, für die 

i 

snA^ = +_ . = + sn{ia-\-^K') 

ksma — — ' 

ist. Daher hat sie in einem PeriodenparaJlelogramm (2K, 2iK') Pole in 
den Punkten Xt = ia + iK' und Xt = ~ia + iK'. 

In der Umgebung des ersteren gilt hu + und unter 

Vernachlässigung der höheren Potenzen von e. 

^ _ dn^ i ajk^ sn^ i a 

sin v; ^ ^ ^ _|_ gj j. 

__ djn?ia 

sn^%a-\-2£k^^ii%acnia6ii^a — k^sv^ia' 

In diesem Pol ist daher das Residuum von sin^^;, als Funktion von 
Xt betrachtet, gleich 

dnia i i{B^C){Ac-dP)AB\^ 

2k^ sniaznia ^ 2%d(A—B) 1 C 1 

Demnach ist in diesem Punkt das Residuum von ^ 

(als Funktion von Xt betrachtet): 

f(S-C)(^.-ä>)l* i. 

ABC ) 2i 

Infolgedessen ist das Residuum, wenn Xtj2K als die Veränderliche 
angesehen wird, gleich —iXjAK, Da wir nunmehr die NuUsteUen, 
Pole und Residuen dieser Funktion kenhen, können wir sie als Summe 
von loganthmischen Ableitungen von Theta-Funktionen darstellen. 
In der Tat, da m v = ico=iK'l2K eine einfache Nullstdle 

hat, so ist 


±{( 

2t \ 


<P^Ä- 


JK 


■/Ol 


fXt — ia\ 
\ 2K ) 




CU 


/Af + id\ 

/.V 

r t«V 

\ 2K J 

^01 


+ 2 


/Xi -H t <z'^ 


IJ±] 

\ 2K 1 

1 *^01 ' 

[2K}} 
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und daher* 


^ konst. 

Nun hat ^01 



2%d X Kx Ug/2.g) 1 
A K {%aßK) r 


als Funktion von ^ die reelle 


Periode 2Kß, Daher gibt die Exponentialfunktion auf der rechten 
Seite die mittlere Bewegung von 9?, d. h die Prazessionsbewegung des 
Systems um die invariable Gerade. Es ist 


= 1 — 2qQOs2nv + 2q^cosAnv 
-^i(v) = 4 TT g' sin 2 jr i; — 87r9^sin4:^ü + ...* 

Demnach läßt sich der Koeffizient von t in 93, d. h. der konstante Teil 
von (p, oder die Präzession 


in der Form schreiben 


A 2iK ^^^[%al2K) 


. q&xi2y — 29^(Sin4^ + . . . 

A~^ 1 -2^Sof27 + 2^eof4j^-.. ' 

in der sie sich leicht berechnen läßt. 

1. BeispteL Für das oben behandelte Elhpsoid mit den Halbachsen a = 1, 
& *= 2, Ä = 3 ist 


2y = 1,568, ©m2y = 2,294, ©ofZy = 2,503 , 

«2= 12,4525r, .4=20,8jr, /« = 0,5651 , ^ = 0,0171 . 

Daher ist die mittlere Bewegung von 9?, die sich unter Vernachlässigung von 
in der Form 

^ f ^ q<Bvx2y 

schreiben läßt, gleich 

0,5986 + 0,0970 = 0,6956 . 


2 Beispiel Auf eine homogene Kreisscheibe, deren Mittelpunkt 0 fest- 
gehalten -wird, wirkeii keine äußeren Kräfte. Man erteüt Ihr eine aTifaT.gi,^>,A 
WinkdgeschTOnigkeit Q um emen Durchmesser, der im Raum mit Of zusammen- 
f äUt, und eme Winkelgeschwmdigkeit n um ihre im Raum mit O f zusammenf ailende 
Achse. Man beweise, daß in emem behäbigen späteren Zeitpunkt 


X —2 arc sm 


iJ , 1 

1 , sin-{(f3»4-4«")**irt 

[(f 3 «'+ 4 ni')* ^ ‘ * 

ö) = aroctg[ ^ ,tg{(ö»+4«»)t.A<}l 


ist, wo X den Winkel zwischen Of und der Achse Oz der Scheibe, (o den -Winkel 
zwischen den Ebenen fOf und iOz bedeutet 


§ 70 Die kinematisclie Darstellung der Bewegung nach Poinsot Ißl 


Es sei wie gewöhnlich OZ die invariable Gerade In dem sphärischen Drei- 
eck dessen Ecken von den Durchdnngungspunkten der Geraden 0Z,0^j0 z 

mit einer Kugel um den Punkt 0 gebildet werden, \stZz — 'd‘, ^^Zz = cp. Überdies 
gilt für die Scheibe C = 2P = 2^ Daher ist 

^ -f + 4 wa) 

und 

Die Bewegungsgleichungen für ^ und tp lauten demnach 
i^ = 0, y + 

also 

# =: Z C = arc cos ^ ^ , , w =■ (13® + 4 t . 

(i3®+4«®)* 

In dem sphärischen Dreieck Z t ist daher 
ZC = Z^=arccos ^ ,, -<C2';sr= (ß® + 4-w®)*/, ^Z^z = co, ^s = x 

(ß® + 4K®r 

Daraus lolgt 

smiy == sinZ^ sm i fZ-sr = ^ r sin {(f3® + 4 • i #} 

(ß®+4w®)* 

und 

ctg (ü = cos Z f tg ä f Z i tg {(fl« + 4 »«)* • i ^} 

Damit haben wir die gesuchten Gleichungen. 


§ 70. Die kinematische Darstellung der Bewegung nach 
Poinsot; Polhodie und Herpolhodie. 

Eine elegante Methode zur kinematischen Darstellung der krafte- 
freien Bewegung emes Körpers um emen festen Punkt verdankt man 
Poinsot^). 

Das Tragheitsellipsoid des Körpers m bezug auf den festen Punkt 
hat in dem mitbewegten Achsensystem Oxyz die Gleichung 

Ax^ + By^ + Cz^ = i. 


Wir betrachten die zu der invariablen Geraden senkrechte Tangen- 
tialebene des Elhpsoids. Ist j> das Lot auf diese Tangentialebene aus 
dem Ursprung, so ist, da f die Richtungskosinus A cojd, B (ojd, C (ojd 
besitzt, 

_ cüf + cül + C coa 
^ ” A^oyl + B^a>\ + C^(Dl 


= ^ = konst 


Pomsot. Th&one notivelle da la rotation des corps. Paris 1834. 


Whittaker, Dynamik 


11 
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Da das Lot auf die Ebene nach Große und Richtung konstant ist, 
so ist die Ebene im Raume fest. Das Tragheitsellipsoid berührt also 
ständig diese mvariable Ebene. 

Sind %\ y', z' die Koordinaten des Berührungspunktes des EUip- 
soids und der Ebene, so ergeben sich durch Identifizieren der Gleichungen 

Axx'+ Byy'-\-Cz/ = i und Acoj^x + Bco^y + Cay^z = 'pd 
die Werte 


aij __ coi 

pd |/7' 


v' = -^ = ^ ^3 _ 0^ 

pd pd 


Demnach ist der Radiusvektor nach dem Punkt {x\ y\ z') die momentane 
Rotationsachse des Körpers. Daraus folgt. Der Körper bewegt sich so, als 
rollte das mit ihm starr verbunden gedachte Tragheitsellipsoid um den festen 
Punkt auf einer festen Ebene senkrecht zu der invariablen Geraden ohne 
zu gleiten Dabei ist seine Winkelgeschwindigkeit dem Radiusvektor nach 
dem Berührungspunkt proportional, so daß die Komponente der Winkel- 
geschwindigkeit um die invariable Gerade konstant ist. 


Aufgabe 1 Ein um emen festen Punkt beweglicher Körper sei ursprünglich 
in Ruhe und dann der stetigen Em Wirkung eines nach Größe und Richtung kon- 
stanten Kräftepaares unterworfen Man zeige, daß die Poinsotsche Konstruktion 
alsdann noch gültig bleibt, daß aber die Komponente der Winkelgeschwindig- 
keit um die mvanable Gerade mcht mehr konstant, sondern der Zeit proportional ist 
In jedem Zeitmtervall dt erfährt nämhch das Moment der Bewegungsgröße 
des Körpers um die feste Achse OZ des Kräftepaares den Zuwachs Ndt Zur 
Zeit t ist also das Moment der Bewegungsgröße des Systems um OZ gleich iV^. 
Nun sind die Komponenten des Moments der Bewegungsgröße um die Haupt- 
trägheitsachsen Oxyz bzw Aq}^, B(o^, Cco^, wobei A,B,C die Hauptträgheits- 
momente und ö)i, CÜ 2 , 0)3 die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit sind 
Daher ist 


A(Oi= ~ , Bc[> 2 = N/sm^sin^ , Co}^ = Nt cos ff , 

wo (p, yy die Eulerschen Winkel bedeuten, die die Richtung der Achsen Oxyz 
gegen feste Achsen OXYZ bestimmen Diese Gleichungen unterscheiden sich 
aber von denjenigen der kräftefreien Bewegung eines Körpers nur durch das 
Auftreten von tdt an Stelle von di. Die Bewegung unterscheidet sich also von 
der kräftefreien Bewegung nur dadurch, daß die Geschwindigkeiten nut t mulü- 
phziert smd, womit die Behauptung bewiesen ist 

Aufgabe 2 Bei der kräftefreien Bewegung emes Körpers um einen festen 
Punkt sei ein Hyperboloid mit dem Körper derart starr verbunden, daß seine 
Achsenrichtungen die der Hauptträgheitsachsen des Körpers im festen Punkt sind, 
und daß die Quadrate seiner Achsenlängen bzw den Größen d“ — Ac, d^ — Bc, 
— Cc proportional sind, wo A,B,C die Trägheitsmomente des Körpers im festen 
Pxmkt, c den doppelten Betrag semer kinetischen Energie, d das resultierende 
Moment der Bewegungsgröße bedeuten Man zeige, daß man die Bewegung dieses 
Hyperboloids dadurch darstellen kann, daß man es ohne Gleiten auf einem Kreis- 
zyhnder rollen läßt, dessen Achse durch den festen Punkt geht und der Achse des 
resultierenden Moments der Bewegungsgröße proportional ist. (Siacci ) 

Die Kurve, die der Beriihrungspunkt des EUipsoids und der in- 
variablen Ebene bei der Poinsotschen Konstruktion auf dem EUipsoid 


nacli Poii'i'^ot. 1 ().^ 


§ 70 Die kinematische Darstellung der Bewegung 

beschreibt, heißt die Polhodie Ihre auf die Hauptträgheitsacli^i 11 bi 
zogene Gleichung ist offenbar gegeben durch die Gleichung des " ipsoit s 
zusammen mit der Gleichung p = konst., d. h also 

A P ^ = 1 , 

Aufgabe 1. Man zeige, daß die Polhodie ein lOeis ist, wenn -.1 

Aufgabe 2 Es sei ^ ^ B ^ C Man zeige, daß cs zwei Arien von 
hodiekurven gibt, nämlich solche, die die ^-Achse des TrhgheitsellipsonN rin- 
schheßen und dem Fall cB>d^>cC entsprechen, und solche, die die i -Achse 
einschheßen und dem Fall cA>d^>cB entsprechen. Den Übergang /wisrhrii 
beiden Arten vermittelt eine singuläre Polhodiekuive, die dem Fall t B — r 0 
entspricht und aus zwei Elhpsen durch die Endpunkte der inittlcTcii Aclise nrstr it. 

Die Kurve, die der Berührungspunkt des Ellipsoids und f 1er in- 
variablen Ebene in der Ebene beschreibt, heißt die Her polhodie. 

Zur Bestimmung der Gleichung der Hcrpolhodie wählen wii X 
als Polarkoordinaten des Berührungspunktes mit dem hiißpunkt flts 
Lotes aus dem festen Punkt auf die invariable Ebene als Hrsiiiung. 
Sind x\ y\ z' die Koordinaten desselben Punktes in bezug auf die 
bewegten Achsen Oxyz, so ist gleich dem Quadiat des 

Radiusvektors vom Unterstutzungspunkt zum Bcrühningspunkl. aKo 

Fuhrt man für x\ y', / die durch die Gleichungen 

x' = cojfc = —d sin?9- cosyjJA , 
y' = cojfc = Sin ^ sin yjjB ]/c , 

/=aj3//c= dcos'd'ICfc^ 
gegebenen Werte ein, so wird 

Q^ = --^ + sin® 1 ? cos» y + sin®i!> sin®!/' 4- ^ ^ cf>s® i'/ . 


Werden -ö- und yj durch ihre Werte als Funktionen von t ersetzt, 
so wird 




{cA - {d^ ^ cC) f . _ (ß - C) [A 3 B)j^\ 

cd^A^B^C^ \ / 

{cA --{P){(P-cC) p{t) - p{l +co) 
cd^AC ““ ^3 


wo CO die der Wurzel entsprechende Halbperiode bedeutet» Diese 
Gleichung stellt den Radiusvektor der Herpolhodie als Funktion der 
Zeit dar. 

Zur Bestimmung von x 2 tls Funktion der Zeit bemerken wir, daß 
’^cQ^xjd gleich dem sechsfachen Rauminhalt des Tetraeders ist, dessen 


11 ^ 
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Ecken gebildet werden vom Unterstutzungspunkt, vom Fußpunkt des 
Lotes aus dem Unterstutzungspunkt auf die invariable Ebene und zwei 
benachbarten Berührungspunkten, dividiert durch das zugehörige 
Zeitintervall. Diese Größe laßt sich darstellen in der Form 


y! 

y' 



i 

1 

i 

Acxfjd^ 

Bcy'jdP' 

Cc/Id^ 

oder 

A 

B 

c 

x' 

y' 


xfjxf 

Vl/ 

ä'/z' 


Mit Ausnahme von x sind alle vorkommenden Größen bekannte 
Funktionen von t . Fuhrt man ihre Werte als Funktionen von t ein und 
kürzt, so folgt 




B{p(i) - p(l + co)> 


- 


(B — C) + (-<4 
A-C 


■B)ei \ 

r 


Diesem Ausdruck kann man die Form geben 

p'(l + co) 
>—p(l + (o) 


d , i 

Die Gleichung laßt sich ebenso integrieren wie diejenige für den Eul er- 
sehen Winkel (p. Sie ergibt 

G{t — l — O)) ' 

Zo ^ine Infegrationskonstante ist. Die laufenden Koordinaten q, x 
der Herpolhodie sind danut als Funktionen von t daxgestellt 

Aufgabe i Ein Massenpunkt bewegt sich derart, daß das Moment der Bewe- 
gungsgröße um den Ursprung eme lineare Funktion des Quadrates des Radius- 
vektors ist, während das Quadrat seiner Geschwindigkeit eine quadratische Funk- 
tion des Quadrats des Radiusvektors ist, in der der Koeffizient der höchsten Potenz 
negativ ^t Man zeige, daß die Bahn die Poinsotsche Herpolhodie ist, wobei 
jedoch A,B,C mcht mehr auf posiüve Werte beschränkt sind 

Aufgi^a 2 Man diskutiere die Fälle, in denen die Polhodie besteht aus 
a zwei sich ai^ der mittieren Achse des Trägheitselhpsoids schneidenden EUipsen, 
b) zwei I^ar^elkreisen. c) zwei Punkten In diesen Fähen ist die Herpolhodie 
eine Spirale (deren Gleichung sich imt elementaren Funktionen daistellen laßt), 
ein Kreis oder ein Punkt 


§ 71. Bewegung eines Kreisels auf einer völlig rauhen 
Ebene; Bestimmung des Eulerschen Winkels 

TTnri Körper mit einer Symmetrieachse, der an einem 

Jinde der Achse m einer scharfen Spitze endet. 

KtpiS" Bewegung eines um seme Achse rotierenden 

£ if ; Spitze 0 auf eine volhg rauhe Ebene aufgesetzt 

Prohlp V ^»^nkt betrachtet werden kann. Das 

Problem kpmmt hinaus auf die Bestimmung der Bewegung eines Um- 
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drehuiigskorpers unter dem Einfluß der Schwere, wenn ein Punkt seiner 
Achse im Raum festgehalten wird^). 

Es seien A, A, C die Trägheitsmomente des Kreisels in der Spitze, 
bezogen auf rechtwinklige mitgefuhrte Achsen Oxyz, deren Nullpunkt 
in der Kreiselspitze hegt, während die «ar-Achse mit der Kreiselachse 
zusammenfällt. Ihre Richtungen gegen im Raum feste rechtwinldige 
Achsen OXYZ, wo OZ senkrecht aufwärts zeigt, werden bestimmt durch 
die Eulerschen Winkel ■&, (p, y). 

Nach § 63 ist die kinetische Energie 

T= ^[A ü)( -j- A (xÄ C Cüa) , 

wo die Komponenten der Wmkelgeschwmdigkeit des Kreisels 

nach den mitbewegten Achsen bedeuten Für sie gilt nach § I6 

Cüj = d'sinxp — qj sin d' cos ip , 
co^ = 'd' cos 1/; + 9^ sin sin ^ , 

CÜ3 = T/; + 9p cos ß' , 

Die kinetische Energie ist daher 

T = ^Aß^ 4 - JA9Asin2i9'+ iC{ip + (jcfcos??)^, 

die potentielle Energie V Mghcosß, wo M die Masse des Kreisels, 
h die Entfernung des Schwerpunktes von der Spitze bedeutet. 

Das kinetische Potential ist deshalb 


L = T —V= ^A sm^ß + iC (yj + (p cosß)^ — Mghcosß. 

Offenbar sind die Koordinaten cp und \p zyklisch, ihnen entsprechen 
die Integrale 

-zr-;- = konst., = konst. 

dqx dij} 

oder 

^9?sin2ö- -f- C{ip + qj co?iß) cosß =■ a , C[\p + qpcosß) = h , 


wo a, h Konstanten sind. Sie lassen sich deuten als Integrale der Mo- 
mente der Bewegungsgroßen um die Achsen OZ und Oz und ergeben sich 
daher von vornherein aus allgemeinen dynamischen Prinzipien 

Das abgeanderte kinetische Potential des reduzierten Systems 

(§ 38) ist 


R = L acp ^ bip 

(a — ftcos^y^ 


= iÄß^-- 


M on - — Mghcosß, 

2Asm^ß 2C ^ 


Da das Glied — 0^/2 C konstant ist, kann es vernachlsLssigt werden. 
Die Bewegungsgleichung lautet 

\dß) dß 


1) Lagrange; Mäc, Anal, Oeuvres Bd 12/ S. 251. 
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d' ändert sich aJso genau so wie in einem dynamischen System mit einem 
Freiheitsgrad und der kinetischen Energie und der potentiellen 

Energie 

(a — b cos'd'/' 

2Asm^'d‘ 


+ Mghcos'&. 


Den Zusammenhang von und t ergibt daher das Energieintegral 
des reduzierten Systems, nämlich 




{a — 6cos#)^ 


— ' Mgh cos^ + c , 


2Asm^'& 

wo c eine Konstante ist. 

Für x = cos'd' wird diese Gleichung zu 

^2^2 ~ — 2AMgh (x — !x^) + 2 Ac (1 — x^) . 

Ihre rechte Seite ist ein Polynom dntten Grades inx, für ^ — 1 

ist es negativ, für gewisse reelle Werte von d. h für gewisse Werte 

von X zwischen —1 und +1 muß es positiv sein, da die linke Seite der 

Gleichung dann positiv wird , für x = \\st es wieder negativ, für x=^-\-oo 

positiv. Es hat demnach zwei reelle Wurzeln in dem Intervall (—1, +1); 

die dritte ist gleichfalls reell und größer als 1 Die drei Wurzeln seien 

bezeichnet mit ^ . 

cos (X , cos p 5 So) Yy 

wo cos^>cosÄ, so daß ist. 

Dann wird die Differentialgleichung zu 

~ ^ cosa) {x — cosß) {x — Eof Y)')~^dx . 


Setzen wir 
2A 


2A , 2Ac + b^ 
-zA- 


- — — (cosa + coSjS + eofy) — 1 ^ 7 » 

Mgh 3 ' Mgh 6AMgh 

so ist daher 

t + konst = /(4 {z — öl) (z - Ö 2 ) dZy 

wo die Konstanten e^, gegeben sind durch die Gleichungen 


Mgh 

2A 




2AcA-h^ 

\2A^ 


Mgh * 2Ac-\-b^ 

'“TT'“"- UA‘ ■ 


Mgh 


cosx ■ 


2Ac + i 


2A 12X2 ' 

so daß ffj, ßg, Cg reell sind und den Relationen genügen 


^1 "f" "l" ^3 ~ 0 1 


ei>i?8>es' 
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Zwischen z und t besteht daher der Zusammenhang 
2 + e) . 

wo £ eine Integrationskonstante und die ^-Funktion mit den Wurzeln 
H gebildet ist. Daraus folgt 

'2iA. . 

■^1?^ • 

Damit X für reelle Werte von t reell ist, muß x offenbar zwischen 
cos« und CQsß liegen, d. h. + c) muß für reelles t zwischen und 
liegen Daher muß der imaginäre Teil der Konstanten e die der Wurzel 
03 entsprechende Halbpenode oig sein. Der reelle Ted von e hangt von 
dem Beginn der Zeitrechnung ab, kann also durch geeignete Wahl des 
zeitlichen Nullpunktes zum Verschwinden gebracht werden. Daher ist 

Diese Gleichung stellt den EuJ ersehen Winkel ^ als Funktion der Zeit 
dar 

Aufgabe 1. Der Kreisel möge so in Bewegung gesetzt werden^ daß die An- 
fangswertc 

^► = 60 *, 1 » = 0 , q> =2(Mgh|^A)^. y) = (JA — C)(Mgh/3AC^)i 

Sind, Man zeige y daß der Wert von -d" zu einer beliebigen Zeit t gegeben ist durch 
die Gleichung ^ ^ 

(lfm y 


so daß sich die Kreiselachse immer mehr der Senkrechten nähert. 

Wir finden nämlich für die Konstanten a, b, c leicht die Werte 

a = b = {3MghA)*, c = Mgh, 

SO daß die Differentialgleichung zur Bestimmung von x gleich 

wird, woraus die Behauptung folgt. 

Aufgabe 2 An einem Rotationskörper ^ der sich um einen festgehaltenen Punkt 
seiner Symmetrieachse frei bewegen kann, greifen Kräße an, die von der Potential^ 
funktion abgeleitet sind, wo den Winkel der Achse mit einer festen Geraden 

bedeutet. Man zeige, daß die Bewegungsgleichungen sich durch elementare Funk- 
tionen integrieren lassen. 

Gehen wir nämheh gerade so vor wie im Fall des Kreisels auf der vöUig 
rauhen Ebene, so finden wir für das Energiemtegral des reduzierten Problems die 
Gleichung ^ „„.»a 


-.4#»= - 


(a — 6 cos 
2-4 sm®]^ 




Das vorhegende Problem kann auf dasjenige des sphärischen Pendels 
(§55) zurückgeführt werden, wenn die Größen M,C, A, h, a, b,.ß, cosi9, <p, l, k er- 
setzt werden durch bzw 1, 0, P, l,k,0, h, zfl, (p, K 
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Für cos ^ — X wird daraus 




Die quadratische Form auf der rechten Seite ist negativ für x =■ \ und 
X = — 1, positiv für gewisse Werte von x zwischen — 1 und -f-1, da die hnke Seite 
für gewisse reelle Werte von positiv wird Sie hat daher zwei reelle Nullstellen 
zwischen — 1 und +1. Werden diese mit cosä und cos^ bezeichnet, so erhält 
die Gleichung die Gestalt 

x^ = (cos Ä — ;jr) (at — cos 


Ihre Lösung ist 


AT = cos « sin®(/ l2k) -f cos^ cos2(/ flX) 


§ 72- Bestimmung der übrigen Eulerschen Winkel und der 
Cayley-Kleinschen Parameter; der Kugelkreisel. 

Nachdem uii vorhergehenden der Eulersche Winkel & als Funktion 
der Zeit bestimmt ist, muß das gleiche für die übrigen Eulerschen Winkel 
(p und y> geschehen. Dazu benutzen wir die beiden den zyklischen Ko- 
ordinaten cp, yj entsprechenden Integrale. Ihre Auflösung nach 9? und yj 
ergibt 

. — öcosi? 

^ ^sm^ ’ 

, _ b (« — öcosi9')cosö- 
^~c'~ Asin»'» 

Betrachten wir die Bewegung in ihrer Abhängigkeit von den Kon 
stanten M, A, C, h des Körpers und den Integrationskonstanten 
a, b, c, so zeigen diese Gleichungen und die Gleichung für d', daß C 
einzig m dem konstanten Ghed des Ausdrucks für y) auftritt Daher 
können wir einen Hilfskreisel mit den Trägheitsmomenten A, A, A 
derart in Bewegung setzen, daß seine Symmetrieachse dauernd dieselbe 
Lage einmmmt wie die Symmetrieachse des gegebenen Kreisels. Der 
einzige Unterschied in der Bewegung der beiden Kreisel besteht dann, 
daß der Hilfskreisel eine konstante Zusatzrotation b{C — A)IAC mn 
seine Achse voUfuhrt. Ein derartiger Kreisel mit lauter gleichen Träg- 
heitsmomenten wird als Kugelkreisel bezeichnet. Die Bewegung eines 
beliebigen Kreisels läßt sich also mit Hilfe der Bewegung eines Kugel- 
kreisels einfach darstellen. Ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit 
kann daher an Stelle eines beliebigen Kreisels stets ein Kugelkreisel 
betrachtet werden. 

Setzen wir demnach C = ^, so werden die Bestimmungsgleichungen 
für cp und yj 

. a — hcQS'&~^ a-\-b a — h 

^ ilsin^ö' 2i4(cosi? -|- 1) 2^(coS'd — 1) ' 

. h — «cos?? a~\-b a—b 

^ i4sin^?? ,2-4(cos^-hl) 2-4(cos?? — 1) 



? 72 Bestimmung der übrigen Eulerseben Winkel 


169 


Fuhren wir für cos ■d' den aus der Gleichung 

q, 2^ , , 2Ac + b^ 

Mgh ^ 6AMgh 


folgenden Wert ein und setzen wir 

Mgh lAc + V^ 
2 A ~ \ 2 A^ 


fr>(/) = 


m = 


Mgh 

2 A 


‘2iA.c-\~h^ 
12^2 * 


so daß Z und k bekannte imaginäre Konstanten (nämlich die den Werten 
= 0 und 0 ==: JT entsprechenden Werte von t + cOg) sind, so gehen die 
Diffci entialgleichungen über in 


^ Mgh{a + b) 1 _Mgh{a-b) _ 1 

' 4A'i ' 9{t+cü^}-fi(k) 4A^ ' At+co^)-fi(}) ' 

.^_Mgh{a + b) 1 Mgh{a — b) 1 

4 A-^ ' <p{t + a> 3 )"- p(k) + 4A-^ ■ Pit + ÜI 3 ) - pW 

Der Zusammenhang der Ä-^-Funktion mit ihrer Abgeleiteten p' laßt 
sich nun sogleich angeben, wenn der Wert von x aus der Gleichung 


in die Gleichung 


X = 


2A 

Mik 


p(t + CO 3 ) + 


2 Ac + b^ 
6 AMgh 



= -{a-bxy^ 


2AMgh{x — ^) + 2/lc(l — ^2) 


eingeführt wird. Ist k das Argument der ^-Funktion, so folgt aus der 
Definition von k , daß der zugehörige Wert von x gleich —1 ist. Daher 
ergibt die letzte Gleichung 

A^{2A p'{k)lMghY = - (ä + &)2 

oder 

p'{k)=iMgh{a^ b)l 2 AK 

Ähnlich folgt 

p'{l) = iMgh(a — b)l2A^. 

Daher lassen sich die Gleichungen für cp und 'ip in der Form schreiben 

^ Pit + CO3) - p(*) Pit + «Ws) - fW 

2iw= -+ 

^ Pit + COg) — Pik) ^ Pit + CÜ3) - Pit) 

Nun ist 

p'ik) 

pit + COg) — Pik] 
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eine elliptische Funktion, deren Pole in jedem Periodenpaxallelogramm 
den Werten t = +k ~ kongruent sind. Die zugehörigen Resi- 
duen sind 1 und —1; die Funktion hat Nullstellen für / + 0I3 = o . 
Daher ist 


p'ik) 

Pit + - Pik) = +^s-k)-^it+<o,+k )+2 m . 


also 


/ 


^ (Ä) dt o{t -f- cüo — k) 

Pit + 0 ) 3 ) - Pik) = dt + 0,3 + k) + 


Folghch lassen sich die Integrale der Gleichungen für (p und m der 
Form schreiben 

- ».„) _ g2{,'(i,) - £•«)}( + (Og— k) + 0)3 + ^) 

+ Ö>a + Ä) o(i + 0,3 — /) ’ 

g 2 »(v< - V’o) = g2{f(i) + + <«3 ~ Ä) aif, + 0)3 — /) 

a(< -{■ 0 )^ + k) ait-\- (ü^-]r l) 

wo 9,3 und v'o Integrationskonstanten sind. 

Diese Gleichungen fuhren auf einfache Ausdrucke für die Cayley- 
Kleinschen Parameter ä, ß, y, ö des § 12, die die L<ige der mitbewegten 
Achsen Oxyz gegen feste Achsen OXYZ bestimmen. Denn nach der 
Definition ist 


dx = cos Ji? • j 

y = isinj^- 

Andererseits ist aber 
2cos2^'ö- = 1 -f- cosö-, 

= 14 


ß — esm - v) ^ 

y = cos J ^ • ö “ + vO 


\ , 2Ac+&2 

^P(i+n).)+ 


oder 


2A , 

~ MgÄ ^ ^ ~ 

_ _ 2A a(i + 0,3 + Ä) CT(i + 0,3 — k) 
Mgh a*(Ä) a*(if + 0,3) 

cos*i? = y + a>s + Ä) »(i + CÜ3 — Ä))i 

\MghJ oik)dt + cos) 

Ähnlich finden wir 

an Ji? = ( -V + 0)3 + Z) o(i + 0)3 — /)}i 

\MghJ oiI)dt + co^ 
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Die Kombination dieser Gleichungen mit den schon gefundenen Aus- 
drucken für und ergibt 


oc == 

f“^ 

\i + V'n) 

a{i +cü^-k) 

\Mgh 

/ a{k) 

o(t + cüj) 

ß — 1 


\l gl »(To - V’») 

a(t + CU3 + Z) 

p — ' 

\Mgh 

/ a{l) 

0 {t + ü)g) 

y = 1 

\Mgh 

\i ro) 

/ a{l) 

a{t + (üg — Z) 

a{t + 0)3) 

(5 = 1 

f"^ 

\i g-iUVa + Vo! 

' + 0)3 + Ä) 


{Mgh. 

/ a{k) 

a{t + cüg) 


Diese Gleichungen stellen die Parameter ot., ß, y, d als Funktionen 
der Zeit dar. 


Aufgabe 1 Et7i Kreisel der Masse M bewegt sich um einen festgehaltencn 
Punht seiner Symmetrieachse Die Trägheitsmomente um die Figurenachse und 
eine dazu senkrechte Gerade durch den Unter stützungspunkt sind C bzw A Der 
Schwerpunkt befindet sich im Abstand h vom Unterstützungspunkt Der Kreisel 
werde so gehalten^ daß seine Achse den Winkel arccos (i/j/s) mit der abwärts ge- 
richteten Senkrechten einschheßt, und man erteile ihm die Winkelgeschwindigkeit 

iAMghyJic um seine Achse Man zeige^ daß die Aohse^ wenn man sie nun los- 
läßt ^ den Kegel 

sin®j?siii293 = (— cosd- — (— cosi^ + 1^3)^ 

oder 

sin2jI^C032(p = ^ (l^3/2 + cos^)^ 

Hfl 

beschreibt^ wo cp den Azimutwinkel und die Neigung der Achse gegen die auf- 
wärts gerichtete Senkrechte bezeichnet (Camb Math. Tnpos, Parti. 1894 ) 

Die Anfangswerte sind nämlich 

cos 1/1/3 , 99 = 0, ^ = 0, 95 = 0, "(p = ']jAMghflC 

Sie ergeben 

a = —-^MÄgh l\^, b ^)ßyMAgh, —Mghjfi. 

Setzt man in die allgemeine Differentialgleichung für 'O' em, nämhch 

^ yi a« {a — b cos ’Of' Q 

=- -MgÄoos^ + ., 

so folgt 

A fF sm®^ = — Mg/i(cos'i3- + l/Vi) (j/J + 2 cos-^) (— cosi? + j/^) , 
während die Gleichung 

. a — & cos 
^ i4sin®i^ 


f M^kH cos^ + 1/1^ 
r A ■ sin^i^ 


ergibt 
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Dividieren wir diese Gleichung durch die Quadratwurzel aus der vorher- 
gehenden, so wird 

cp == (V'S + 2 cosi?) cos • 


<p = 3^j [x -- i/y3)H^ -- (x fs) wox= — cos^. 


Setzen wir nun 

u = (x- l/|/3)ä ix + ]/!)* i]ß/2 -x)-^, 


SO folgt durch Differentiation 

^ ==l(^i - x^) (x - (x + fi)-i ()/3/2 - x)-i 


und 



3^ (1 — x^f 
8 (]/3/2 - x) 


Daher ist endhch 


oder 

oder 


3^ C dti. 

^ 4]^ j 1 +3*«V8 

2cp = arctg(3^ 2 ~*u) 


tg2^ = cosi!^ — 1/)/3)“ (— cosi^ + ]/3)^ 0'5/2 + cosi9)"^. 


was der obigen Behauptung äquivalent ist 

Aufgabe 2 Man zeige, daß die Loganthmen der Cayley-Kleinschen Para- 
meter, als Funktionen von cos ff betrachtet, elhptische Integrale dritter Gattung 
sind 


Aufgabe 3 Man leite die obigen Ausdrücke für die Cayley-Kleinschen Para- 
meter als Funktionen der Zeit dadurch ab, daß man zeigt, daß sie Differential- 
gleichungen vom Typ 


d^y 

d¥ 


+ yy = 0 


genügen. Dann ist Y eine doppeltpenodische Funktion von t, die Gleichungen 
sind vom Hermite-Lameschen Typ, also lösbar durch elliptische Funktionen 
zweiter Art 


Eine einfache Form der Kieiselbewegang ist die, bei der die Kreisel- 
achse eine konstante Neigung gegen die Senkrechte behalt, bei dieser 
sogenannten stationären Kreiselbewegung sind § und ständig Null. Da 



(ä — Jcos??)2 

-T Mghcos'& + 

2Äsm^p 


c 


ist, so folgt 


0 = 


d Ua ~ &cos^)^ 
dd‘\ 2As\Ti^d‘ 



Nach Ausführung der Differentiation und Einsetzen des Wertes 
A(p siv?“d' von a — hcos'f^ erhalten wir 


0= A(f^cos‘d' + Mgh 
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Diese Gleichung gibt die Beziehung zwischen den Konstanten 9?, d' 
und h (welch letztere von der Geschwindigkeit der Kreiselbewegung um 
die Achse abhangt) bei der stationären Bewegung. 


§73. Die Bewegung eines Kreisels auf einer glatten Ebene. 

Die Spitze eines um seine Achse rotierenden Kreisels sei auf eine 
glatte wagerechte Ebene aufgesetzt^) Die Reaktionskraft der Ebene 
wirkt senkrecht aufwärts, die wagerechte Komponente der Geschwindigkeit 
des Schwerpunktes G des Kreisels ist daher konstant. Ohne Beschränkung 
der Allgemeinheit können wir also voraussetzen, daß diese Komponente 
Null ist, so daß der Punkt sich auf einer festen senkrechten Geraden be- 
wegt, die wir zur Z-Achse machen. Zwei im Raum feste wagerechte 
zueinander senkrechte Geraden bilden die X- und Y-Achse. 

Es seien Gxyz die Haupttragheitsachsen des Kreisels m G, 
A, A, C die zugehörigen Trägheitsmomente, so daß also Gz die 
Symmetrieachse ist. Ihre Lage gegen die Achsen X, Y, Z sei bestimmt 
durch die Eulerschen Winkel 9?, yj. 

Die Erhebung von G über der Ebene ist h cos wenn h die Ent- 
fernung des Schwerpunlctes von der Spitze bedeutet. Der von der 
Bewegung von G herrührende Teil der kinetischen Energie ist demnach 
J wo M die Masse des Kreisels bedeutet. Daher ist, wie 
m § 71, die gesamte kinetische Energie 

T = J MÄ^sin^i? • iC(ip + cp cos 
und die potentielle Energie 

V = Mghcos'd ' . 

Wir verfahren wie in § 71 und erhalten zwei den zyklischen Ko- 
ordinaten (p und yj entsprechende Integrale, nämlich 
A(p + Ci'ip (pcos'd') cos'ä = a, 

C(yj -f 99Cos^) = ö, 

wo a und b Konstanten sind. Für das Problem mit reduzierter Koordi- 
natenzahl findet sich das abgeanderte kinetische Potential 

— {A+ Mh^sm^-&) #2 - — Mihcos-» . 

2 2Asm^V' 


'd- ändert sich demnach gerade so wie in einem System mit einem Frei- 
heitsgrad, das die kinetische Energie 

i -f A/Ä^sin®^) #“ 
und die potentielle Energie 

(ä •— & cos??)^ 


besitzt 


2.dsm2d 


+ Mg h cos 


Poisson Trattä de Mdcamque Bd. XX, S. 198 I8II. 
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Der Zusammenhang zwischen ^ und t wird dargestellt durch das 
Energieintegral des letzteren Systems, nämlich 

\{A+ MhHm^ ^ ' - Mgh cos ^ + c . 

wo c eine Konstante ist. Für cos ‘d- = x wird daraus 

A(A+ Mh^ - x^=-{a-bx)^- 2AMgh (x-x») + 2Ac{\- x^) . 

In dieser Gleichung sind die Veränderhchen x und t getrennt, die 
Losung ist also durch eine Quadratur zu erhalten. Die Auswertung des 
Integrals jedoch erfordert im allgemeinen hypereUiptische Funktionen 
oder automorphe Funktionen vom Geschlecht zwei. 

§ 74. Der Kowalewskische Kreisel. 

Das Problem der Bewegung eines der Schwere unterworfenen Kör- 
pers, von dem ein Punkt im Raume fest ist, laßt sich im allgemeinen 
mcht durch Quadraturen losen. Die in § 69 bzw. § 71 behandelten Sonder- 
falle, daß der Unterstutzungspunkt mit dem Schwerpunkt zusammen- 
fallt, die Schwere die Bewegung also mcht beeinflußt bzw. der Unter- 
stutzungspunkt und der Schwerpunkt auf einer Symmetrieachse des 
Körpers hegen, waren lange die einzig bekannten durch Quadraturen lös- 
baren Fälle. Sonja Kowalewski bewies jedoch 1888^), daß das Problem 
auch für den Fall lösbar ist, daß zwei Haupttragheitsmomente im Unter- 
stutzungspunkt einander gleich und doppelt so groß wie das dritte sind, 
so daß A = S = 2 C ist, wahrend zugleich der Schwerpunkt in der 
Ebene der gleichen Trägheitsmomente hegt 

Die Gerade durch den Unterstutzungspunkt 0 und durch den um 
die Strecke a von ihm entfernten Schwerpunkt sei die %-Achse. Die Euler- 
schen Wnkel •&, cp, yj sollen die Lage der Haupttragheitsachsen Oxyz 
gegen feste rechtwinkhge Achsen OXYZ bestimmen, deren Z-Achse senk- 
recht aufwärts zeigt. Es seien co^, co^ co^ die Komponenten der Winkel- 
geschwindigkeit des Körpers um die Achsen Oiryz, die Masse sei M. Die 
fflachMger*^ potentielle Energie sind alsdann gegeben durch die 

^ — i (Acol -f Aöij -|- Ccol) 

= C{i?s + (p2 sin»,? +i(y) + ^ cosi?)®), 

V= — Mgasiü'&cosyj . 

Die Koordmate ist offenbar zyldisch und ergibt ein Integral 


2 9? sin^ ?? -f- ^ cos 'd) cos '& = k, 

Acta Math. Bd, 12, S 177. 1888 


oder 
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WO A* eine Konstante ist. Das Energieintegral lautet 

T + F = konst. 


odei 


/;2 ^ gij^2 ,9. ^ 1 cos sin ö- cos T/; = h . 


S. Kowalewski fand nun ein weiteres algebraisches Integral, das 
sich folgendermaßen bestimmen läßt. 

Das kinetische Potential ist 

= Ci)“ d- r^-'-in-// + + 9ocos^)2 + Mgasmd'cosip , 

und die Bewegungsgleichungen lauten 

d ldL\ _ 

dt\dip) dy) 
tfi[d<p) 

Die eiste ist 

2 i) -- (<p c<js - ?/j) (p sin & -|- cos ?9 cos tp , 

( j 

und die Elimination von ^ zwischen der zweiten und dritten ergibt 

d CL 

2 j- (v sin “ — {<p cos ö- — /> H — cos 'S- sin \p . 

rt-fr O 

Multiplizieren wir die erste dieser Gleichungen mit i und addieren 
wir sie zu der zweiten, so folgt 

d • I^S^CL 

2— (^psin 'd' + %{)) == i (9? cos {} ■— tp) {cp sind' + td) + i — — cosi 9 'C"^'/'. 
dt tv 

Diese Gleichung können wir auf die Form bringen 
^ |(9j sin 1 7 >)* + sm&c-i '!• 

= t (gscosi^ — y>) |( 93 Sin# -f- i^)® + sin^g~*^ 

oder 

\ dU 


C7 = (^ sin 1 ? + i + 


Mga 

__ 


sini?e~*v. 


«r 


wo 
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Aus 


folgt ähnlich 


V = 


(<p sin i 


Mga 

"cT" 


sin ?? 


V dt 


— i{(p cos ?? — . 


Demnach ist 


oder 


U dt V dt" 
UV = konst. 


Daher besteht die Gleichung 

I (93 sin ^ 1?) 2 sin -i? ß ^ "^1 1 (99 sin ^ sin V'l =. lionst . 


oder 

+ ^8 sin® #)® + 1? 

+ sini 9 {e*v(^ sini? + i'd-Y + = konst. 


Dies ist das gesuchte dritte cdgebraische Integral des Systems» 

Diese drei mtermediaren Integrale bilden ein System von Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung zur Bestimmung von 'd, (p, yj, die an die 
Stelle der ursprünglichen Differentialgleichungen der Bewegung treten 
können. Da die Veränderliche cp darin nicht explizit vorkommt, kann 9? 
mit Hilfe emer der Gleichungen aus den beiden anderen eliminiert werden. 
Dann haben wir ein System von zwei Differentialgleichungen erster 
Ordnung zur Bestimmung von '& und yj S. Kowalewski hat gezeigt, 
daß diese Gleichungen sich mit h57perelliptischen Funktionen integrieren 
lassen. Für die Losung sei auf die schon angeführte Abhandlung ver- 
wiesen^). 

Aufgabe Es seien y^, y^ die Richtungskosinus von Ox, Oy, Oz gegen OZ 
und die Variablen x, y, z seien definiert durch die Gleichungen 


1) Vgl ferner Kötter- Acta Math Bd 17. S.209. 1893, Steldoff, Gorjatschew 
und Tschaphgm* Trav, Soc Imp. Nat, Moscou Bd 10. 1899, Bd 12. 1904; 
G Dumas Nouv Ann Serie 4, Bd 4, S 355 1904, Husson Toulouse Ann. 
Serie 2, Bd 8. S 73 1906, Husson* Acta Math. Bd 31, S 71. 1907, N. Kowa- 

levski Math Ann Bd 65, S 528 1908, P Stäckel: Bd.6S, S 538 1908, 

O Olsson Arhtv för Mat Bd 4. Nr 7 1908, R. Marcolongo Rom. Acc Rend 
Serie 5, Bd 17, S 698. 1908, F de Brun* Ark%v för Mat. Bd. 6, Nr. 9. 1910; 
P. Burgatti Rend.^ d Palermo Bd 29, S 396 1910,-0 Lazzarmo. Rend d Soc 
Reale di Napoh Serie 3 a, Bd. 17, S 68. 1911. 
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«i-i = (fo{ - j / ^ Mgay^ js _ 

+ 2 o,, <u, (2 ), 

(oi y --^ {2 fUi Ws + “ ) { (o>a <Ui + j* _ a>| 

- 2 W3 -a (-a », + ) («; _ «,» + , 

tiiUlr = I (ws foi + + 0,» cül^di 

Md.li beweise mit Hilfe des I^owalcwskischen Integrals (ohne Benutzung der 
Integrale der lüuergic und des Moments der Bewegungsgröße), daß man den Be- 
wegungsgleichiingen die Form geben kann 

dj^ dx * dz^ ~ dy ' 

wo f' eine Funktion von \, y allem ist, so daß das Problem zurückgeführt ist 
auf diusjenige der Bewegung eines Massenpunktes in einem ebenen konservativen 
Kraftfeld (Kolossow.) 

R. Lmuvillc^) hat nachgewieson, daß der einzige weitere allgemeine Fall, 
in dom die Bewegung eines der Schwere unterworfenen starren Körpers um einen 
festen Punkt cm drittes algebraisches Integral besitzt, derjenige ist, für den 

1 das Tiäghcitsellipsoul im Unterstützungspunkt ein Rotationsellipsoid ist, 

2 der Schwerpunkt des Körpers in der Äquatorebene des TrägheitseUipsoids 

hegt, 

das Verhältnis 2 CjA eine willkürhch wählbare ganze Zahl ist, wobei 
A, A,C die Trägheitsmomente im Unterstützungspunkt sind 

Man vcTglcichc dazu die in der Fußnote auf S 1 76 angeführten Abhandlungen. 
Anff^ahc. Em schweier Körper rotiert um den festen Punkt O, in dem die 
zugehörigen Hauptträgheitsmomento in der Beziehung stehen: A=B = 4 C. 
Der Schwerpunkt des Körpers liegt 111 der Äquatonalebene des TrägheitseUipsoids 
im Abstand h von 0 . Man zeige, daß, wenn die Konstante des Moments der Be- 
wegungsgroße um die Senkrechte durch 0 verschwindet, ein Integral 

ö>3 (m\ -j- (uj) + g Ä o)i cos ■d' = konst. 

vorhanden ist, wo co^, w«, w, die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit um 
die Hauptachsen Oxys bedeuten, wobei Ox die Gerade durch 0 und den Schwer- 
punkt ist Ferner zeige man, daß das Problem durch Quadraturen lösbar ist 
und auf hyperelliptische Integrale führt. (Tschaphgin.) 

§ 75. Stoßbewegung. 

Wie in § 36 bemerkt worden ist, hängt die Losung von Problemen 
der Stoßbewegung nicht von der Integration von Differentialgleichungen 
ab, sondern kann im allgemeinen mit einfachen algebraischen Methoden 
bewirkt werden. Die folgenden Beispiele fuhren verschiedene Typen 
von Systemen mit Stoßbewegung vor. 


1) Acta Math, Bd. 20, S. 239- 1897- 

W h 1 1 1 a k e r , Dyanmik 


12 
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Aufgabe 1 Zwei homogene Stäbe ABj BC von gleicher Länge 2a sind in B 
durch em Gelenk reibungslos verbunden und hegen auf einer wagerechten Ebene 
rechtwmkhg zueinander. Man gebe dem Mittelpunkt des Stabes AB einen Stoß, 
so daß die beiden Stäbe sich wie ein starrer Körper in Bewegung setzen Man 
bestimme die dazu notwendige Richtung des Stoßes und beweise, daß die Ge- 
schwindigkeiten der Endpunkte A, C sich wie yTs 1 verhalten 

Ohne Beschränkung der AUgememheit können wir annehmen, daß jeder 
Stab die Masse 1 hat Es seien x, y die Geschwindigkeitskomponenten von B 
in bezug auf feste Achsen Ox,Oy, die den Stäben BA,BC in ilirer Anfangslage 
parallel smd Ferner seien d', (p die Winkelgeschwindigkeiten von BA und BC 
Die Geschwmdigkeitskomponenten des Mittelpunktes von AB sind ^',y-\-aU, 
die Geschwindigkeitskomponenten des Mittelpunktes von BC sind x — arp.V 
Daher ist die kinetische Energie des S3^tems 

r = ^ + 4 (y + fl 1^)2 -1- t «2 ^2 4- — fl 9;)2 + 4 3/2 ^ ‘ fl2 tp^ 


Der Impuls möge in Richtung der Achsen die Komponenten /, J haben 
Der Punkt, dem der Impuls erteilt wird, erleidet bei einer klemen Verrückung 
des Systems eine Verschiebung mit den Komponenten 6x,()y-\-a bif Die 
Gleichungen des § 36 ergeben hier 


oder 


di 


I, 




ÖT 

dq) 


= 0 


J = 2;ir — fl^, Ja=ay~}-ia^0-, 
J = 2 y a‘d‘ y 0 = — + 


Die Bedingung, daß das Stabsystem sich wie em starrer Körper bewegt, besagt, 
daß = (p ist Diese Gleichungen ergeben 

Daraus folgt I = J, d h der Impuls ist um den Winkel 45 ° gegen B A geneigt. 
Da A und C die Geschwmdigkeitskomponenten bzw. x — 2a(p,y 

besitzen, so haben A und C die Geschwindigkeiten )/^ y bzw ^5 y, stehen also 
im Verhältnis j/Ts 1, wie behauptet war 

Aufgabe 2 Ein Rahmen wird aus zwei Paaren homogener Stäbe gcbtldciy 
deren Enden durch Gelenke reibungslos verbunden sind. Die Stäbe mögen die 
Längen 2«, 2Ö, die Massen m, w' und die Trägheitsradien Ä, Ä' besitzeUy Das 
Parallelogramm bewegt steh ohne Drehung der Seiten mit der Geschwindigkeit V 
in Richtung einer Diagonale, es stößt gegen eine glatte feste Wand, mit der die 
Seiten die Winkel 9?, die Geschwindigkeit V einen rechten Winkel bilden. Die 
anstoßende Ecke wird durch den Stoß zum Stillstand gebracht. Maji zeige, daß 
der Stoß gegen die Wand die Größe hat 

2V {(m + 4- (wÄ® + m' a^)~'^ar -f {mb^ 4- cos* 97)} 

Es seien x, y die Koordinaten des Mittelpunktes des Parallelogramms, wo x 
senkrerht auf die Wand zu gemessen wird. Die kmetische Energie ist 

r = (w 4- m^){x*‘ -j- y*) 4- (wÄ* + 4- (mö* 4- w'Ä'®)??* 

Der Berührungspunkt hat die ;ir-Koordmate x asmif b sm<p. Er erleidet 
daher bei emer wiUkürhchen Verrückung {öx, öy, 3 ö<p) in Richtung der a'- A chse 
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eine Verrtickung a cos & ö 0'-\- bcosq>d(p. Wird der Impuls mit I bezeichnet, 

so lauten die Bewegungsgleichungen 



— J rt cos 0 , 

— I b cos <p , 


oder 


2{m + wO(Ä — T'^) = — I , 

2 (wÄ® + m'a^) // — I a cos , 

2{mh'^ -|- m'Ji'-) (p — —Ib cos tp 

Da der Berührungspunkt die Endgeschwindigkeit 0 hat, so ist überdies 
i aü cos // h (p cos (p = 0 

Die* Elimination von aus diesen Gleichungen ergibt 

1 ^ a^cos^Ü ^cos^77 

L 2 aj* 2 [m b^ + A'-) 


■='{ 


2 {m + m') 


]■ 


wonut die Behauptung bewiesen ist 

Das nächste Beispiel betrifft einen Fall von plotzhchor Bremsung. 
Wird ein Punkt (oder eine Gei ade) eines frei bewegten Koi-pers plötzlich 
aiigchalten und gezwungen, sich in vorgeschriehener Weise zu bewegen, 
so vollzieht sich eine impulsive Änderung in der Bewegung des Körpers. 
Man kann sie charakterisieren durch die Bedingung, daß das Moment 
der Bewegiingsgrdße um eine beliebige Gerade durch den festgehaltenen 
Punkt (oder um die festgchaltene Gerade) bei der Bremsung ungeändert 
bleibt. Dies folgt aus der Tatsache, daß der Bremsimpuls kein Moment 
um den betreffenden Punkt oder die Gerade besitzt. 

Aufgabe 3 Eine homogono Eyeishchcibc rotievt vn.it der Winhclgeschwindig-- 
kett um einen Durchmesser. Ein Punkt P des Randes werde plötzlich angehalten, 
^an bewcisGy daß die Geschwindigkeit des Mittelpunktes unmittelbar nach der Brem- 
sung gleich i der Geschwindigkeit des Punktes P unmittelbar vor der Bremsung ist. 

Es sei m die Masse der Scheibe und oi der Winkel zwischen dem Radius durch 
den Punkt P und dem Durchmesser, um den die Scheibe ursprüngbeh rotiert. Die 
Anfangsgeschwindigkeit des Punktes P ist gleich D o sin ä, wo c der Radius der 
Scheibe ist. Die Achse des ursprünglichen Moments der Bewegungsgröße um P 
ist parallel zu der ursprünglichen Rotationsachse der Scheibe; es hat che Größe 
I m D und bleibt bei der Bremsung von P ungeündert, das Moment der 
Bewegungsgröße um die Tangente in P nach der Bremsung ist daher gleich 
\ fne^ ^ sin a Die Scheibe hat aber um* die Tangente in P das Trägheits- 
moment \ mc^. Hiernach ist die Winkelgeschwindigkeit um die Tangente in P 
gleich J sm oc Der Mittelpunkt der Scheibe hat daher die Geschwmdigkeit 
ißcsmÄ, die gleich der ursprünglichen Geschwindigkeit von P ist 

Aufgabe 4 Eine ebene Platte der Masse w in Form eines Parallelogramms 
trägt glatte Zapfen in jedem der Mittelpunkte zweier paralleler Seiten Sie wird 
von einem Punkt der Masse m in einem Eckpunkt getroffen, und der Massenpunkt 
bleibt nach dem ALuprall dort haften. Man zeige, daß die Reaktion an einem der 
Zapfen verschwindet. 
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■ Übungsaufgaben. 

' , 1 Eine Scheibe kann sich frei um eine beliebige wagerechte Achse senkrecht 

; zu ihrer Ebene drehen. Man zeige, daß der Ort der Aufhängepunkte, für die das 

äquivalente mathematische Pendel eine gegebene Länge L hat, aus zwei Kreisen 
I besteht Man beweise ferner, daß, wenn A ein Punkt des einen, B em Punkt des 

I anderen Kreises und L! die Länge des äquivalenten mathematischen Pendels mit 

dem Aufhängepunkt im Mittelpunkt von A B ist, der Trägheitsradius der Scheibe 
um ihren Schwerpunkt gegeben ist durch 

I ~ ^2) (L's _ 4 , 

[ ; wo c die Länge von A B bedeutet 

I ' 2 Ein schwerer starrer Körper kann sich um eine feste wagerechte Achse 

drehen Wie muß man die Achse im Körper durch einen vorgeschnebenen Punkt 
I legen, damit das äquivalente mathematische Pendel eine gegebene Länge hat? 

Es erweist sich, daß die Achse, die der Bedingung genügt, Erzeugende eines 
Kegels vierter Ordnung sein muß. 

3. Eme Kugel vom Radius b rollt ohne zu gleiten die Zykloide 

X = -i- sm'O) j y=Ä(l — cos 

' herab Anfangs befindet sie sich mit dem Mittelpunkt auf der Wagerechten y = 2a 

in Ruhe. Man zeige, daß ihr Mittelpunkt im tiefsten Punkt die Geschwindigkeit 

= ^,P'g{2a — b) hat 

^ 4 Ein homogener glatter Würfel der Kantenlänge 2a und Masse M ruht 

symmetrisch auf zwei gleichen Leisten der Breite b und Masse m, die an Wänden 
im Abstand 2 c vonemander befestigt sind Man zeige, daß, wenn eine der Leisten 
nachgibt und sich um die Kante zu drehen begmnt, mit der sie an der Wand be- 
' festigt ist, der Würfel die anfänghche Winkelbeschleumgung 

I Mg{c — a)^(c — ö) + 5 (c — fl) (c — ö + fl) 

1 M{c — a)» {Ä* + (e - 6)»} + I(c — b + «)« 

I ( erhält, wo MÄ® und I die Trägheitsmomente des Würfels um seinen Mittelpunkt 

j bzw. der Leiste um ihre Kante sind (Camb Math Tnpos, Part I I899.) 

I ' S. Em homogener Stab der Masse M und Länge 2 fl bewegt sich auf einer 

f wagerechten Ebene, und ein Ende gleitet zwangläufig ohne Reibung auf einer 

j festen Geraden Der Stab stehe ursprünghch senkrecht zu der Geraden und er- 

; halte an dem freien Ende einen Stoß I in Richtung der Geraden Man zeige 

- daß nach der Zeit t der senkrechte Abstand y des Stabmittelpunktes von der 

^ Geraden gegeben ist durch 

f 1 

, via 

!' 6 Vier gleiche homogene Stäbe der Länge 2 fl sind durch reibungslose Ge- 

, lenke zu einem Rhombus ABCD verbunden. Das Gelenk A ist fest, während C 

, sich auf einem glatten senkrechten Stab durch A bewegen kann Ursprünglich 

I ' fällt C mit A zusammen, und das ganze S3rstem dreht sich mit der Wmkel- 

geschwindigkeit co um die senkrechte Achse. Man beweise, daß 

' flcü® cosÄ = 3g sin^Ä 

, ist, wenn in der darauffolgenden Bewegung 2oi der klemste Winkel zwischen den 

, oberen Stäben ist (Camb Math. Tripos, Parti 1900 ) 

^ 7 Auf emer glatten wagerechten Ebene hegt eine Kreisscheibe der Masse M, 

in die eme glatte kreisförmige Rmne vom Radius a, die durch ihren Schwerpunkt 
- geht, emgeschmtten ist. Ein Punkt der Masse wird in der Rinne im Schwer- 
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punkt in Bewegung gesetzt Man bestimme die Bewegung Es sei a(p der von 
dem Massenpunkt zurückgelegte Bogen, der Winkel, um den sich, die Scheibe 
gedreht hat Man beweise, daß alsdann 


tg J <??== 


{^24. ÄS)* 




ist Dabei bedeutet Mk^ das Trägheitsmoment der Scheibe um eine Senkrechte 
durch den Schwerpunkt 

8 Ein starrer Körper kann sich unter der Wirkung der Schwerkraft frei 
bewegen und dreht sich mit der Winkelgeschwmdigkeit co um eme Achse durch 
seinen Schwerpunkt senkrecht zu der Ebene seiner Bewegung Man zeige, daß 
die momentane Drehungsachse einen parabohschen Zyhndör vom Parameter 

+ ^2gl(o)^ beschreibt Der Scheitel dieser Parabel hegt um über 

demjenigen der Bahn des Schwerpunktes, die den Parameter 4a besitzt 

9 Ein Punkt der Masse m hegt in einer glatten homogenen Röhre, die sich 
in einer senkrechten Ebene um ihren Mittelpunkt drehen kann. Das System 
wird in Bewegung gesetzt, wenn die Rohre wagerecht hegt Ist ^ die Neigung 
der Röhre gegen die Senkrechte in dem Augenbhck, in dem ihre Winkelgeschwm- 
digkeit ein Maximum oi erreicht, so zeige man, daß 


4(wr2 + MÄ®) — Smgrco^ cos^ + wg® sin^i^ = 0 

ist, wo Mä® das Trägheitsmoment der Röhre um ihren Mittelpunkt, r den Ab- 
stand des Massenpunktes von dem Mittelpunkt bedeutet 

10 Vier homogene Stäbe, die an ihren Enden durch Gelenke reibungslos 
verbunden sind, bilden ein Parallelogramm, das sich auf einer wagerechten Ebene 
reibungslos bewegen kann, wobei einer der Eckpunkte festgehalten wird Die 
Stäbe bilden ursprünglich rechte Winkel miteinander, und das System wird so m 
Bewegung gesetzt, daß ein PEtar Gegenseiten die Wmkelgeschwmdigkeit hat, 
das andere die Winkelgeschwindigkeit Null Man zeige, daß daa System die Winkel- 
geschwindigkeit Ü hat, sobald der Winkel der Stäbe gegeneinander em Maximum 
oder Minimum ist 

11. Zwei homogene rauhe Kugeln von gleichem Radius a und den Massen 
m, nC ruhen auf einer glatten wagerechten Ebene derart, daß die Kugel w' auf 
dem höchsten Punkt der Kugel m hegt Man zeige, daß, wenn das System gestört 
wird, die Neigung der gemeinsamen Normalen ^ gegen die Senkrechte gegeben 
ist durch die Gleichung 

a^2(7 w -j- 5 = S g mf) {\ — cosi9‘) . 


12 Ein homogener Stab AB der Länge 2a ist an einem Ende mit einem 
leichten undehnbaren Faden der Länge c verbunden Das andere Ende des Fadens 
ist in dem Punkt 0 einer glatten wagerechten Ebene befestigt, auf der sich der 
Stab bewegt Zu Anfang bilden OAB eine Gerade, und der Stab wird ohne Dre- 
hung mit der Geschwindigkeit V senkrecht zu seiner eigenen Richtung in Bewegung 
gesetzt. Man beweise, daß der Kosinus des größten Wmkels, den der Stab bei der 
darauf folgenden Bewegung jemals mit dem Faden emschließt, gleich 1 — a/6c ist. 

1 3 Die Enden zweier Stäbe der Länge la smd in emem festen Punkt durch 
ein Gelenk reibungslos verbunden Auf ihnen gleitet — vermöge an den Enden 
befestigter glatter Ringe — ein dritter ihnen gleicher Stab. Ursprünghch hegen 
alle drei Stäbe in einer wagerechten Geraden, wobei die Enden des dritten Stabes 
sich in den Mitten der beiden anderen befinden Infolge eines Impulses beginnen 
die Stäbe in einer wagerechten Ebene mit der Winkelgeschwindigkeit Q zu 
rotieren. Man zeige, daß der dritte Stab von den beiden anderen unter der Wir- 
kung der Schwere abgleitet, wenn mcht 

fl» > 2glafi. 
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14 Ein dünnwandiger Hohlzylinder vom Radius a und der Masse M wird 
in wagerechter Lage auf emer um den Winkel öt geneigten rauhen Ebene fest- 
gehalten In ihm sitzt ein Insekt der Masse m auf der Berührungsgeraden mit 
der Ebene Der Zylinder wird in dem Augenblick losgelassen, in dem das Insekt 
sich mit der Geschwmdigkeit V in Bewegung setzt. Man zeige, daß, wenn diese 
Relativgeschwindigkeit beibehalten wird und der Zyhnder bergauf rollt, er zu 
momentaner Ruhe kommt, wenn der Radius durch das Insekt mit der Senk- 
rechten den Winkel ^ bildet, der bestimmt 13t durch 

V^{i — cos(i^ — ä)} -|- ag{cosoi — cos'd) = (1 + Mlfn)ag{‘& — a) sin« 

1 5 Eine homogene glatte ebene Röhre kann sich reibungslos um eine feste, 
in ihrer Ebene gelegene, sie schneidende Achse drehen. Das Trägheitsmoment 
der Röhre um die Achse sei I Zu Anfang rotiert die Röhre mit der Winkel- 
geschwindigkeit ü Ein Punkt der Masse m wird in der Rohre aus dem Schnitt- 
punkt mit der Achse mit der Geschwindigkeit V geworfen. Dann sollen sonst 
keine Kräfte mehr auf das System wirken. Man zeige, daß, wenn der Massenpunkt 
sich im Abstand r von der Achse befindet, das Quadrat seiner Geschwindigkeit 
relativ zur Röhre gleich 

ist 

16 Ein homogener gerader Stab der Masse M ist derart quer über zwei 
wagerechte Pflöcke gelegt, daß jedes Ende über den betreffenden Pflock hinaus- 
ragt Ein zweiter homogener Stab der Masse w und Länge 2 l ist mit dem ersten 
in einem zwischen den Pflöcken gelegenen Punkt durch ein Kugelgelenk verbunden 
Er wird zu Anfang wagerecht und in Berührung mit dem ersten Stab gehalten, 
dann losgelassen, so daß er in der senkrechten Ebene durch den ersten Stab hin- 
und herschwingt. Es sei der Winkel, den der erste Stab zu beliebiger Zeit mit 
der Senkrechten bildet, x die Strecke, um die sich der erste Stab aus der Ruhelage 
bewegt hat Man beweise, daß 

{M m)x ml sin = ml 

( A m \ 

cos^ ^ 2g cos 

V 3 w-f-M / ® 

ist 

17. Ein ebener Körper kann sich in seiner Ebene um einen festen Punkt 
frei drehen, ein zweiter ebener Körper kann frei an einer Geraden des ersten 
Körpers reibungslos entlang gleiten, wobei er sich in der gleichen Ebene bewegt 
wie der erste Man zeige, daß zwischen der Grüße x der relativen Gleitung und 
dem Winkel d" der Drehung, wenn keine äußeren Kräfte an dem System an- 
greifen, eine Beziehung von der Form 

besteht, wo P nnd Q eine hneare bzw, eine quadratische Funktion von bedeuten, 

18 Ein Pendel besteht aus einem geraden Stab, der an seinem Ende eine 
kreisförmige Dose in senkrechter Lage trägt Dann befindet sich eine glatte 
Scheibe von der Gestalt eines Kreissegments Der Abstand des Mittelpunktes C 
der Dose von dem Aufhäugepunkt 0 und dem Schwerpunkt G des Segments ist l 
bzw. c Es seien M, m die Masse des Pendels und des Segments, k, Ä' ihre bezüg- 
hchen Trägheitsradien um 0 bzw, G, 'd‘ imd (p die Winkel, die OC und CG nut 
der Senkrechten bilden Mail beweise, daß der doppelte Betrag der von der Schwere 
an dem System bei der Bewegung aus der Ruhelage geleisteten Arbeit gleich 
(Mä® + m Z®) 1?® + w (ä'® + c®) 93® -}- 2 w c / cos (i5> *— 99) (p 
ist 


I. 
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19 Ein Punkt dei Masse m ist an einem Ende eines dünnen Fadens be- 
festigt. der über den Rand eines Rades der Masse M Ikiift und mit dem anderen 
Ende an einem Punkt des Randes befestigt ist Zu Beginn der Bewegung ist 
noch das Stuck / des Fadens gerade Das Rad mit dem Radius a und dem Träg- 
heitsradius k kann sicli um eine feste senkrechte Achse durch seinen Mittelpunkt 
drehen Der Massenpunkt, der auf einer glatten wagercchten Ebene ruht, wird 
im lochten Winkel zu dem Faden fortgeschleudert, so daß der Faden sich auf 
das Rad 7U wickeln beginnt Man zeige, daß, wenn der Faden sich von dem Rade 
wieder abwickeln sollte, sein gerader Teil mindestens die Länge hat 

(/3 _ «a _ 

20 Ein Wagen rollt auf einer um den Winkel « gegen den Horizont geneig- 
ten Ebene gciade herab, ohne daß seine lülder auf der Ebene gleiten Der Boden 
des Wagens ist der Ebene parallel, und eine rauhe Kugel ruht frei darauf. Man 
zeige, daß der Wagen gegen die ]£bene die Beschleunigung 

1 4 A/ + 4 M' -f- 1 4 »1 

i 4 f Ä W+üTi “ 

hat, wenn M die Masse des Wagens ohne die Räder, m die Summe der Massen 
der Räder (die homogene Krcisschciben sein sollen), M* die Masse der Kugel be- 
deuten Die Reibung zwischen Rädern und Achsen ist vernachlässigt. 

21 Ein hcnnogciier Stab dei Masse und der Länge 2 fl kann sich frei 
um sein festgehaltenes obeies Ende drehen und hat zu Beginn der Bewegung 
die Neigung t/6 gegen die Senkrechte Ein zweiter Stab der Masse und Länge 
2 fl ist mit dein unteren Ende des ersten reibungslos verbunden und befindet 
sich anfänglich in wagerec liier Lage und um 2 . t/ 3 geßcn den ersten Stab geneigt 
111 Ruhe. M.m zeige, daß “ 14 wio ist, wenn der Mittelpunkt des unteren 
Sitabes Mch in einer um jr/6 gegen die Senkrechte geneigten Richtung zu bewegen 
beginnt 

22 Eine homogene Kreissclicibe ist an zwei elastischen Fäden symmetrisch 
aufgehäugt Sie sind iin libchslcn Punkt der Scheibe befestigt, um den Winkel oc 
gegen die Senkrechte geneigt und haben in ungespanntem Zustand die Länge c. 
Einer der Ftäden weide diu chscl mitten Man zeige, daß die Bahnkurve des Mittel- 
punktes der Sdieibe zu Anfang der Bewegung die Krümmung 

(t sin f sm 2rv) lh{b — r) 

hat, wo h die I«.inge dei Fäden im anfänglichen Zustande des Gleichgewichts ist. 

2S Zwei SUibe AC, CD von gleicher I^ngo 2 fl sind in C durch ein Gelenk 
icibiingslos vei blinden Der St.ib AC kann sich um den festgelialtenen Punkt zl 
frei bewegen Der ICiulpunkt Ti des Stabes CB ist mit .<4 durch einen uiidehnbaren 
Faden der F.äuge 4fl/[' i veibundeii. Dtus System befinde sich im Gleichgewicht, 
und dei F.idcn werde durchschnitten. Man zeige, daß der Krümmungsradius 
der Anfangsbahii von li iin Punkte* B die Giüßc 

4 1/41“ 
i‘81 \ 3 ' ■ “ 

hat (Camb Math. Tnpos, Part I. 18970 

24 Em Stab der iJlnge 2 fl wird durch zwei gewichtslose Fäden in wage- 
rechter Lage erhalten, die über zwei glatte in gleicher Hohe im Abstande 2« 
voneinander angebraclitc Stifte laufen und am anderen Ende Gewichte tragen, 
deren jedes halb so schwer wie der Stab ist. Ein Faden wird durchschnitten Man 
zeige, daß das Stabende, an dem der Faden durchschnitten wurde, eine Bahn mit 
der Allfangskrümmung 27/25« beschreibt. 
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25. Eine schwere gerade rauhe Planke kann sich in einer senkrechten Ebene 
TI Tn eine wagerechte Achse drehen, di^e vom Schwerpunkt um die Strecke c ent- 
fernt ist Eine rauhe schwere Kugel wird auf der vom Schwerpunkt abge wandten 
Seite im Abstand b von der Achse auf die Planke gelegt Diese wird dabei wage- 
recht gehalten Nun läßt man das System los Man beweise, daß der Mittelpunkt 
der Kugel eme Bahn beschreibt, die die Anfangskrümmung 21 Z>^/(5 — 1H5) 
besitzt, wo = {mb — Mc)l{mh + Ma) ist, m, M die Massen der Kugel und der 
Planke bezeichnen und Mab das Trägheitsmoment der Planke um die Achse ist 

26. Em leichter starrer Stab der Länge 2c trägt zwei Punkte gleicher Masse m 
im Abstand k zu beiden Seiten des Mittelpunktes An den Enden des Stabes sind 
die Enden emes undehnbaren Fadens der Länge 2a befestigt, auf dem sicli cm 
Ring der Masse m! befindet Ursprünglich hegen Faden und Stab in einer Cicraden 
auf einer glatten wagerechten Ebene, wobei der Faden gespannt ist und der Ring 
sich m der Verlängerung des Stabes im fernsten Punkt befindet Der Ring wird 
dann senkrecht zu dem Stab geworfen Man zeige, daß die Relativbcwcguiig 
oszülatonschen Charakter hat, wenn 

c^jk^ > 1 -1- 2mlm' 

21 Drei homogene gleiche Stäbe der Länge c sind zu einem glcichbcitigen 
Dreieck ABC vom Gewicht W starr verbunden. Eine homogene Stange von der 
Länge 2 h und dem Gewicht W' wird durch ein Gelenk mit dem Dreieck im Punkt C 
frei beweghch verbunden. Das System befindet sich im Gleichgewicht, während 
es die Oberfläche einer ruhenden glatten Kugel vom Radius a berührt, wobei die 
Seite AB wagerecht hegt und die Kugel berührt und die Stange in dci senk- 
rechten Ebene durch den Mittelpunkt des Dreiecks hegt Die Stange und der 
Mittelpunkt des Dreiecks befinden sich auf verschiedenen Seiten der Sen ki echten 
durch C Man beweise, daß die Ebene des Dreiecks gegen den Honzont um den 
Winkel geneigt ist, dessen Tangens gleich 

lab -|“ 2cX^]llnfi{a^ + [ c“) -f- — 2abc] 

ist Dabei ist 

i - -ä 6c , h= Wj W', 

(Camb. Math. Tnpos, Part I 1896 ) 

28. Ein Körper, auf den kerne Kräfte wirken, bewegt sich so, daß die Kom- 
ponente aemer Winkelgeschwindigkeit nach einer der Hauptträgheitsachscn kon- 
stant ist. Man zeige, daß die V^nkelgeschwindigkeit des Körpers konstant sein 
muß, und bestimme ihre Komponenten nach den beiden anderen Hauptträglicits- 
achsen unter der Voraussetzung, daß die Trägheitsmomente um diese Achsen 
emander gleich sind 

29. Man beweise, daß die Herpolhodie keinen Wendepunkt besitzen kann 

(Hess.) 

(Emen emfachen Beweis dieses Satzes gibt Lecomu Bull de la Soc, Math, 
de France Bd. 34, S 40. 1906.) 

30. Man zeige, daß bei der kräftefreien Bewegung eines Körpers um einen 

festen Punkt jede zu dem Trägheitsellipsoid in bezug auf den festen Punkt homo- 
zyklische Fläche zweiter Ordnung, die mit dem Körper starr verbunden gedacht 
ist, sich so bewegt, als ob sie auf emer festen Rotationsfläche zweiter Ordnung 
rollte ohne zu gleiten, deren Mittelpunkt im festen Punkt liegt und deren Achse 
die mvanable Gerade ist. (Gebbia ) 

31. Man zeige, daß bei der kräftefreien Bewegung eines Körpers um einen 
festen Punkt die drei Durchmesser des Trägheitselhpsoids in bezug auf den festen 
Punkt und die Durchmesser des zu diesem reziproken Elhpsoids, die definiert 
sind durch die Schnitte der invariablen Ebene mit den drei Hauptebenen und 
mit der zu der momentanen Rotationsachse senkrechten Ebene, der Zeit propor- 
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tionale Flächenräume überst reichen, so daß die Beschleunigungen in den End- 
punkten auf den Mittelpunkt hm gerichtet sind (Siacci ) 

32 Ein um einen festen Punkt beweghcher Körper wird von Kräften an- 
gegriffen, deren Moment um die momentane Rotationsachse ständig Null ist 
Man zeige, daß die Rotationsgeschwindigkeit demjenigen Radiusvektor des 
Trägheitselhpsoids proportional ist, der in die Richtung der Achse fällt 

Man zeige, daß dieser Satz auch dann noch gilt, wenn der um einen festen 
Punkt bewegliche Körper gezwungen ist, an einer festen Fläche zu gleiten. 

(Flye St Marie ) 

33 Ein ebenes Flächenstück bewegt sich anfangs mit gleicher Wmkel- 
geschwindigkeit Q um die Hauptachsen des größten und klemsten Trägheits- 
momentes in seinem Schwerpunkt und hat keine Winkelgeschwindigkeit um die 
dritte Hauptachse. Man stelle die Winkelgeschwindigkeiten um die Achsen als 
elliptische Funktionen der Zeit dar unter der Voraussetzung, daß keinerlei Kräfte 
auf das Flächenstück wirken. 

Ist ^ der Wmkel zwischen der Ebene des Flächenstücks und einer festen 
Ebene, so beweise man die Relation 

(Camb. Math Tnpos, Part I. 1896 ) 

34 Ein starrer Körper besitzt kinetische Symmetrie um eine Achse, die 
durch einen oberhalb des Schwerpunkts gelegenen festen Punkt geht Er wird 
in behebiger Weise in Bewegung gesetzt Man zeige, daß der Schwerpunkt bei 
der deirauf folgenden Bewegung (mit einer Ausnahme) memals senkrecht über den 
festen Punkt gelangen kann. Man bestimme seine höchste mögliche Erhebung 

35 Man zeige, daß es bei der Bewegung des Kreisels auf der rauhen Ebene 
ein Achsensystem O f C gibt, das in bezug auf die festen Achsen OXYZ und 
auch in bezug auf die nutgeführten Achsen Oxyz eine Poinsot-Bewegung voll- 
führt Im ersteren Fall ist die wagerechte Ebene die invariable Ebene, im letzteren 
die Ebene senkrecht zu der Figurenachse 

36 Ein homogener Drehkörper bewegt sich derart um einen Punkt, daß 
seine Bewegung durch das gleichförmige Rollen eines im Körper festen Kegels 
vom halben Scheitelwinkel (X. auf einem gleichen im Raum festen Kegel dar- 
gestellt werden kann, wobei die Achse des ersteren die Rotationsachse ist Man 
zeige, daß zur Aufrechterhaltung der Bewegung ein Kräftepaar von der Größe 

i tg« {C —A) cos2a} 

notwendig ist, wo Q die resultierende Winkelgeschwindigkeit, A und C die Haupt- 
trägheitsmomente in dem festen Punkt bedeuten, ferner, daß das Kräftepaar in 
der Ebene der Kegelachsen gelegen ist 

37 Eme senkrechte Ebene drehe sich gleichförmig um eme m ihr gelegene 
senkrechte Achse. Die Spitze eines rauhen Drehkegels ist in einem Punkt dieser 
Achse befestigt Die Berührungsgerade bilde mit der Senkrechten den Winkel i5^, 
ß, y seien die Extremwerte von ‘i9', a sei der halbe Scheitelwinkel des Kegels. Man 
beweise, daß 

sin* oi (cos ^ — cos ß) (cos y — cos d) 

* cos/J + cosy 

ist, wo h die Entfernung des Schwerpunkts des Kegels von dem Scheitel, h der 
Trägheitsradius um eine Erzeugende ist. (Camb. Math. Tnpos, Part I. 1896 ) 

38 . F-iti Körper kann sich frei um eme feste senkrechte Achse drehen, um 
die er das Trägheitsmoment I hat Der Körper trägt einen zweiten Körper in 
Form einer Scheibe, die sich um eine wagerechte Achse drehen kann und die 
senkrechte Achse schneidet. In der Gleichgewichtslage smd die Trägheits- und De- 
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viationsmomente der Scheibe in bezug auf die senkrechte und wagerechte Achse 
gleich A, B,F Man beweise, daß, wenn das System sich in Bewegung setzt, 
während die Scheibe um den Winkel öt gegen die Senkrechte geneigt ist, der erste 
Körper Schwingungen von der Amplitude 

2F ^ ( B^sin^ 

ausführt 

39 Ein Gyrostat besteht aus einem schweren S 3 mimetnschen Schwungrad, 
das m einem schweren kugelförmigen Gehäuse frei beweghch angebracht ist. Er 
hängt an emem Faden, der an dem Gehäuse befestigt ist, von einem festen Punkt 
herab Die Schwerpunkte des Rades und des Gehäuses fallen zusammen. Das 
Ganze befmdet sich m gleichförmiger Beweg^ung mit der Winkelgeschwindigkeit ß 
um die Senkrechte, wobei der und Faden die Achse des Gyrostaten um die Winkel oc, ß 
gegen die Senkrechte geneigt sein sollen. Man zeige, daß alsdann 

Q^{1 sin« + a smß + h cos/?) = g tg« 

W Siny? - ^ ß^sm/Jcos^ = - «) + 6 cos(y? - «() 

ist, WO M die Masse des Gyrostaten bedeutet, a, h die Koordinaten des Punktes 
sind, in dem der Faden befestigt ist, bezogen auf Achsen, die mit der Achse des 
Rades und einer dazu Senkrechten zusammenfallen, I das Moment der Bewegungs- 
größe des Schwungrades um seine Achse, A das Trägheitsmoment um eine Senk- 
rechte zu dieser Achse bedeuten (Camb Math Tripos, Part I. 1900.) 

40 Ein dynamisches System bestehe aus einer behebigen Anzahl von gleichen 
homogenen Stäben, die an den Enden gelenkig verbunden smd und ursprünglich 
in einer Geraden hegen Gegen emen behebigen ihrer Punkte werde ein zu den 
Stäben senkrechter Stoß geführt Smd u, v, w die Anfangsgeschwindigkeiten der 
Mittelpunkte von drei behebigen aufemander folgenden Stäben, so zeige man, 
daß M+4v + a; = 0 ist 

41. Eine behebige Anzahl homogener Stäbe der Massen B, C, ...,2 
sind durch Gelenke reibungslos miteinander verbunden und werden in einer 
Geraden auf einen glatten Tisch gelegt Das Ende Z sei frei, und das Ende A 
werde mit der Geschwmdigkeit V senkrecht zu der Stabnchtnng bewegt Dann 
smd die Anfangsgeschwmdigkeiten der Gelenke {A S), (B C), ... und des Endes Z 
gleich a,b, c, . , , z, wo 

0 = A{V-^ 2a) -I- B(2fl + &) , 0 = B(a + 2b) -f C{2b + c), . . . , 

0^Y(x + 2y)^Z{2y-\-z) 

und 

y 2r = 0 

42 Sechs gleiche homogene Stäbe sind zu einem regelmäßigen Sechseck ge- 
lenkig verbunden Man stoße rechtwmkhg gegen einen der Stäbe in seinem 
Mittelpunkt und zeige alsdann, daß der gegenüberhegende Stab sich mit der 
Geschwindigkeit des gestoßenen Stabes in Bewegung setzt. 

(Camb Math. Tripos, 1882 ) 

43 Ein ruhender Körper, der an einem Punkt 0 festgehalten wird, erhält 
emen Stoß Man zeige, daß die anfängliche Rotationsachse des Körpers die in 
bezug auf das Trägheitselhpsoid polare Gerade der Ebene des auf den Körper 
wirkenden impulsiven Kräftepaares ist. 

44 In dem positiven Oktanten des Elhpsoids -j- + z^jc^ = 1 

werde der Nullpunkt festgehalten Man zeige, 'daß, wenn em impulsives Kräitepaar 
m der Ebene „ ^ . v „ 

b a 2 \b al c 

auf den Oktanten wirkt, er um die .?-Achse zu rotieren beginnt. 
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45 Ein Ellipsoicl lolieit um seinen Mittelpunkt mit den Winkelgeschwindig- 
keiten in bezug auf seine Hauptachsen Der Mittelpunkt ist frei, und 

cm Punkt c) der CibcrflliLhe wiid pU»l/licli gebremst. Man bestimme die 

Stoßrenktion dieses Punktes 

46 Zwei durch ein (Iclenk in Ji reibungslos verbundene gleiche Stllbe Ali, BC 
bilden miteinander den Winkel a A wird plutzlith gc/wungen, sich paiallel zur 
äußeren Win kelhalbiei enden dos Winkels ABC zu bewegen Man beweise, daß 
die anfänglichen Winkelgeschwindigkeiten von AB, BC in dem Verhältnis stehen 

2 + 3 ^ 2 - 1 5 ‘<in — 

47 Ein homogenei Kegel roturt mit der Winkelgeschwindigkeit«) um 
eine Seitenlinie. Man läßt diese ]ilbtzliLli los und hält statt dessen den sie .schnei- 
denden Durchmesser der (Irund flacht* fest. Man beweise, daß die neue Winkel- 
geschwindigkeit gleich 

( 1 -1- k“) uj sm f\ 

ist, wo h ehe Hohe, cv den halben Seheitolwinkol, k den Trilgboitsradius um einen 
Durcliinessei dei ClrundfUche bodoutcii 

4X. Eine laiilie Kieisschoibe kiiiin sich um eine /u ilirei l-.benc senkreLhto 
Achse (liehen, und ein i.Luhoi Kroiskogc*! iiilit auf doi Scheibe mit der Spitze in 
der Achse Man lasse che Scheibe mit dei Winkelgeschwindigkeit U rotioieii 
und zeige, (hiß d(M Kt'gel dtidnrch emo kinetisdu* ICnorgie vom Hotrtige 

i fJVIcos^K/ \ sin-e^/c:} 

erhält. 

-It) Ein Emle eines unchdmbaieii Fadens ist au einen ft'sten Ihinkt gekntipft, 
das aiulurc an einen Punkt der (J1 h‘i flache eines Koipers dei Miesse J\I. Der Koijier 
fällt frei unter dem ICinfluB dt r Schwere ohne Diehuiig. M.iii /tige, daß in dem 
Augenblick, nachdem ejer F.ulen .sich geslicdtt hat, diT Veilusl an kinctiscliei 
Encigie infolge des Stoßes gleich 



ist, wo V die Ciest'hwmdigkeiiskomjjonente di*s Körpers in Kichtimg des Fiidoiib 
unmittelbar vor dem Stoß ist, wenn d(‘i Faden den Ivoijier nur in dem liefest! gnngs- 
piinkt berührt l, in, n, sind die Koordinaten des ]‘\ulens in dem Augtm- 

blick, in dem er sich strafft, 1, B, C die Haupllräglieitsmomeiitu des Kuipens 
in bezug auf die H.iiipt.u hsen in seinem M rägheitsmittelpunkt 


Siebentes Kapitel. 

Theorie der Schwingungen. 


§ 76. Schwingungen um eine Gleichgewichtslage. 

In der Dynamik haben wir es häufig mit Systemen zu tun, für die 
eine Gleichgewichtslage existiert, d. h. eine Lage, in der das System ständig 
im Zustand der Ruhe verharren kann. Zum Beispiel nimmt das sphä- 
rische Pendel eine Gleichgewichtslage ein, wenn seine Spitze sich senk- 
recht über oder unter dem Aufhangepunkt befindet. Sind 
die Lagenkoordinaten eines Systems mit dem kinetischen Potential L, 
^1» , ocn Werte dieser Koordinaten in einer Gleichgewichts- 

lage, so müssen die Bewegungsgleichungen 


dt \dqj 


(;'= 1 , 2 , .,n). 


erfüllt sein für das Wertsystem 

^1 = 0, ^2 = 0, ...,^„ = 0, ?i=0, ^2 = 0, . ,?n = 0, 

= 0 ^ 1 , q^ — 0 (^ 2 * * • • » ?n “ 

Die Werte der Koordinaten für die verschiedenen möglichen Gleich- 
gewichtslagen erhalt man demnach dadurch, daß man die Gleichungen 

BL 

= 0 (^ = 1 , 2 , 
dq^ 

in denen q^, • • • , Null gesetzt sind, nach q-^, q^, q^ auflost 

Befindet sich das System zu Beginn der Bewegung in der Nähe 
einer Gleichgewichtslage und erhalten seine Massenpunkte sehr kleine 
Anfangsgeschwindigkeiten, so wird in vielen Fällen die Abweichung 
von der Gleichgewichtslage nie beträchtlich groß. Alle Massenpunkte 
bleiben nahe bei ihrer Ausgangslage und erlangen keine großen Ge- 
schwindigkeiten. Wir untersuchen nun Bewegungen dieses Typus ^), 
die als Schwingungen um eine Gleichgewichtslage bezeichnet werden^). 


Genauer gesagt untersuchen wir in diesem Kapitel die Grenzform, die 
diese Bewegung anmmmt, wenn die ursprünghche Abweichung von der Ruhe 
in der Gleichgewichtslage gegen NuU strebt Die Untersuchung der Bewegung, 
die bei einer kleinen Abweichung endlicher Größe von der Ruhe in der Gleich- 
gewichtslage entsteht, folgt im 16 Kapitel Die Entwicklungen des vorhegenden 
Kapitels können als erste Annäherung derjemgen des 16. Kapitels gelten 

2) Die Theorie der Schwmgungen nahm ihren Ausgang von GaUleis Unter- 
suchungen kleiner Pendelschwingungen In der ersten Hälfte des 18 Jahrhunderts 
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§ 76 Schwingungen um eine Gleichgewichtslage 

Wir beschränken uns natürlich auf die Schwingungen dynamischer Systeme 
mit endlich vielen Freiheitsgfraden Die Theorie der Schwingungen von Systemen 
mit unendUch vielen Freiheitsgraden findet man in Werken über Akustik 

Das System sei definiert durch seine kinetische und potentielle 
Energie T' und F, seine Lage durch die Koordinaten 
unter denen die Zeit t nicht enthalten ist, so daß t in T nicht explizit 
auftritt. Ferner setzen wir voraus, daß keine Reduktion durch Beseiti- 
gung zyklischer Koordinaten stattgefunden hat. T ist demnach eine 
homogene quadratische Funktion von ^2. ‘ mit Koeffizienten, 
die beliebige Funktionen von • • •> sind. Offenbar können wir 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß die Gleich- 
gewichtslage den Niillwertcn der Lagenkoordinaten q^, q^» • • qn ent- 
spricht. ^1, ^2i • • -1 qnt • -i kn sollen also wahrend der ganzen 

betrachteten Bewegung sehr klein sein. 

Die Koeffizienten der Quadrate und Produkte von q^, q^, . ., q^ 
in T sind Funktionen von ^2* ■ • ^ ?n - Da jedoch alle Koordinaten 
und Geschwindigkeiten klein sein sollen, können wir uns als Annälierung 
an die Bewegung auf die Glieder niedrigster Ordnung in T beschranken. 
Daher ersetzen wir die sämtlichen Koeffizienten durch die konstanten 
Weile, die sie für verschwindende q^, ^ qn annehmen. Dadurch 

wird die kinetische Energie eine homogene quadratische Punktion der 
kv kfL» ■ • -1 ö'n mit konstanten Koeffizienten. 

In der Entwicklung der Funktion V nach steigenden Potenzen von 
qi, q2> ' - Ö'rt kann das von q^, . ., q^ unabhängige Glied fort- 
gelassen werden, da es die Bewegungsgleichungcn nicht beeinflußt. 
Überdies sind keine in q^^, q^i • * qn linearen Glieder vorhanden, da 
SV 

andernfalls die Großen für die Gleichgewichtslage nicht alle ver- 
schwinden wurden, was aber notwendig ist. Die Entwicklung von V 
beginnt daher mit quach’atischen Gliedern in q^, q^, • , Vernach- 

lässigen wir die Glieder höherer Ordnung, so ei halten wir also für V eine 
homogene quadratische Form in q^, q^, . . ., mit konstanten Koeffi- 
zienten. 

Das Problem der Schwingungen um eine Gleichgewichtslage verlangt 
demnach die Integration von Lagrangeschen Bewegungsgleichungcn, in 
denen die kinetische und potentielle Energie homogene quadratische Formen 
in den Geschwindigkeiten bzw. Koordinaten mit konstanten Koeffizienten 
sind. 


wurden die Schwingungen einer gespannten Saite von Brook Taylor, d^Alembert, 
Euler und Daniel Bernouilli untersucht. Letzterer sprach 1753 das Prinzip von 
der Zerlegung aller zusammengesetzten Schwingungen in unabhängige einfache 
Schwingungen aus Die allgemeine Theorie der Schwingungen eines dynamischen 
Systems mit endlich vielen Freiheitsgraden entwickelte ILagrange 1762 — 65: 
Oeuvres Bd. I, S. 520 
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§ 77. Normalkoordinaten. 

Für die Integration der Bewegungsgleichungen eines schwingenden 
Systems setzen wir die kinetische bzw. potentielle Energie in der Foim an 

T =0.011^1+ ••+an»?n+2ai2?iga+2ai3?i93+ ..+2a„_i,„f„_i?„). 
^“4(^11 2Öj3^jy3-t-...-|- 2&n-J,n?n-l?») 

Nach § 26 ist T eine positiv definite quadratische Form, und die Deter- 
minante der Koeffizienten Ora ist nicht Null. (Andernfalls wurde T 
von wemger als n unabhängigen Veränderlichen abhängen.) Die Be- 
wegungsgleichungen lauten 

d (dT\ dV 

dt\.8q) 8q, (r - 1, 2, . . 

Bei einem Übergang zu neuen Koordinaten q[, ^ 2 * • • •» Sn* Linear- 
kombinationen von ^ 1 , 5 ^ 2 * • • * seien, gehen die Bewegungsgleichun- 
gen Uber in ^ .y 

dt\dq'J ~ öq'/ , «). 

Diese Gleichungen sind offenbar Linearkombinationen der ursprüng- 
lichen. 

Die ursprünglichen Gleichungen sollen nun^) der Reihe nach mit 
unbestimmten Konstanten m^, Wn multipliziert und addiert 

werden. Die resultierende Gleichung hat die Form 


dt^ 


+ Ae = 0, 


wo 


ö = ^1 ?l + ^ 2^2 + • • + 
ist, wenn die Konstanten ^1,^2,...;^«, Ai, h^, 
chungen genügen 

&11 + Ö12 W2 + . . + öin = 2 («11 "^1 + ^12^2 + 

^21^1 + ^22^2 H“ • • • "I“ ^ (^21^1 -|- «22^2 ~l" 


., An, ^ den Glei- 

+ =^Ai, 

+ «2n««n) =^Aa, 


^nl^l+ ^n2^2+ ■ * + ^nn^n = ^ (^1 ^i + «„3^2 + • • • + ^nn'f^n) — 

Diese Gleichungen können nur dann gleichzeitig bestellen, wenn X eine 
Wurzel der folgenden Determinantengleichung ist: 

«ln A — Öin 

«2n A — &3n 


«1, X - Öi; 


^12^ &12 • 
^22 ^ ^22 


= 0 


dfiiX finl ^2^ ^n2 • • ^ni 

Diese Beweismethode rührt von Jordan her Comptes Rendiis Bd 74 , 
S 1395 . 1872 . 
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Überdies können wir, wenn A = eine Wurzel dieser Gleichung ist, 
aus den vorhergehenden Gleichungen ein mögliches Wertsystem von 
Wp m», Äj, h^y . . Art bestimmen. Diese Werte können in ge- 

wissen Fallen teilweise unbestimmt sein, immer aber laJ3t sich auf diesem 
Wege wenigstens eine Funktion Q bestimmen, die der Gleichung genügt 


^ + ^1*3 = 0 


Es soll nun eine lineare Koordinatentransformation stattfinden derart, 
daß die so bestimmte Größe Q eine der neuen Veränderlichen ist Es wird 
kein Mißverständnis entstehen, wenn wir auch die neuen Veränderlichen 
mit ^1, q^y . ., qn bezeichnen, q-^ soll mit Q identisch sein, so daß die obigen 
Gleichungen befriedigt werden für die Werte = 0, . , , /i» = 0. 

Da T eine positiv definite Form ist, sind die Koeffizienten a^^y ^nn 

der Quadrate von q^y ^3, . . nicht Null. An Stelle von q^y q^y . . ., 
können wir deshalb nochmals neue Variable einführen, nämlich 





in 


'*'33 


Durch diese Transformation wird T von den Gliedein (7i ^2, q-i ^3, . q-^ 
befreit, wir können daher annehmen, daß «31, a^^y . ., a^i Null sind. 

Kombimeren wir die Bedingungen = 1 , Äg = 0, Ä3 = 0, . . ., = 0 
«21 == 0 , = 0 , , Äyjj = 0 mit den Bestimmungsgleichungen für 

^1,^2, .,w«, Äj, ^2» • • •> so erhalten wir die Werte 


= 1 / «11 , ^2 = 0 , Wg = 0 , 

~ ^11 * ^21 ~ ^ * ^31 ” ^ f 

Folglich hat die Gleichung 


d 

/eT\ _ dv 

dt 

\ €qj ~ 

die Form « 



■j- g'i = 0 , 

wahrend die Gleichungen 


ä 

IST\ _ oV 

dt 

\dqj Bq^ 

die Gestalt haben 


d 

fdr\ _ 8V' 

dt 

\dqj ~~ Bq^ 


, Wn = 0 , 

. &ni = 0 . 


(r=:2,3, ..,n), 

(r=2,3, ..,w), 


ist, so daß T' und V' die Größen q^ bzw. q^ mcht enthalten. 

Das letzte Gleichungssystem kann als zu einem Schwingungsproblem 
mit « — 1 Freiheitsgraden gehörig angesehen werden. Wird es in 
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gleicher Weise behandelt, so gelingt die Isolierung einer weiteren Ko- 
ordinate, etwa <ierart, daß für 

r'=r- V''=V'- ^^ 2 ^ 22^2 

(wo Xz und £122 gewisse Konstanten sind), T" und F" dann bzw. q^ 
nicht mehr enthalten. Die Koordinaten q^^ q^, q^ sind bestimmt 
durch die Gleichungen eines Schwingungsproblems mit n — 2 Freiheits- 
graden und der kinetischen und potentiellen Energie T" und F". 

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erreichen wir endlich eine 
solche Wahl der Koordinaten, daß die kinetische und potentielle Energie 
des ursprünglichen Systems sich als Funktionen der neuen Veränder- 
hchen in der Form daxstellen lassen 

i (^11^1 + ^>^22^2 + + OCnnQn) i 
4 + ß 22 ^l + + ßnn^n) * 

wo ^22> • • •» ^««1 ^ii> ^22» • • •» ßnn Konstanten si nd. 

Führen wir endlich noch die Großen i^2292y • 

als Koordinaten an Stelle von ^o erhalten die kinetische 

und potentielle Energie die Gestalt 

T==i{ql + ql+ + 

= 4 (/^ + /^ + • • • + ^ w) I 

wo = ßnxlOi'HH ist. 

Bei dieser Reduktion fallt es nicht ms Gewicht, ob die Determi- 
nantengleichung lauter verschiedene Wurzeln besitzt oder Gruppen mehr- 
facher Wurzeln. Das Endergebnis kann dahin zusammengefaßt werden: 
Sind die kinetische und potentielle Energie eines schwingenden Systems 
gegeben in der Form 

4 + ^ 23 ^ + • + + 2<2i2?1?2 + • • + 2 ?n-l ?n) j 

F = 4 (^11 ^1 + &22 3^2 + ' + + 2 & i 2 ^ i 9^2 + • • + 2 ^ n - 1 5 ^ ti ) » 


SO kann man immer eine solche lineare Transformation der Koordinaten 
finden, daß die kinetische und potentielle Energie in den neuen Koordinaten 
die Form annehmen 

4 (^^üd + i“ 2 ^+ •• +/^n^^)i 

wo die Größen Konstanten sind Diese neuen Veränder- 

lichen werden als Normalkoordinaten oder HauptkoordincUen des schwin- 
genden Systems bezeichnet. 

Nach einem bekannten Lehrsatz der Algebra sind die Wurzeln der 
Determmantengleichung 

Äll X bji £3^2 ^ ^12 • ■ • ^In ^ ^1» 

^21 ^ ^21 ^22 ^ ^22 • • ^ 2 n ,^ ^ 2 n 


= 0 


^nl ^2^ 


’n2 ’ 


^7»t| ^ 
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diejenigen Weite von i, für die der Ausdruck 

(f/ji A — l^ii) "k ^ ~ ^ 22 ) Vj “t“ “k (®«« A ^un) 9~i 

-|-2(«iaA - /i,2)?i</2 -I- +2(fl„_,,„A-6„.j,„)^„_jy„ 

durch weniger nls n unabhiingigc Veränderliche ausgedrückt werden 
kann (die lineare Funktionen von qi, q^, . . qn sein müssen). Da 
diese Eigenschaft bei einer beliebigen linearen Substitution der Ver- 
änderlichen bestehen bleibt, ciweist sich die Determinantengleichung 

als invaiiant, d. h. wenn qf^.q'., q'^ beliebige unabhängige lineare 

Funktionen von q-i, q^, ■ ■ -.qn sind und T und V als Funktionen von 

!? 2 . • • •. 

r -■ i(«n(/T +• ^-2af^q{q’,+ .. ), 

V- -\-2b\,q{q', + . ) 

annehinen, so stuiiinen die Wurzeln der neuen Determinantengleichung 
h ', , 11 0 mit den Wurzeln der ursprünglichen Gleichung 


11 

, A - /ir»ll " Überein 


1 «. 

il ' 


Sind abc'r die kinetische und potentielle Rneigic durch Einfiihrung 
der Noinuilkoordinaten auf die Form 

'/•- i(</i l-i/iH-.. H-yr,). 

1 ’ 2 (,"i q\ 'i' /<2 yi + • • • + /hl yi) 

gehl acht, so geht <lit' Determinantengleichung über in 


= 0 . 


A n^ 

0 

0 

0 

. .0 

0 

^-~lh 

ü 

0. 

..0 

0 

0 

X — 

0. 

. .0 






0 

0 

0 

0. . 

X //ft 


Ihre Wurzeln sind demnach ft^, ■ ■ ßn- 
Konstanten (Xi, /ij, . . ., /'« , äie in der poimticüen Energie als Koeffizienten 
der Quadrate der Normalkoordinatcn aufireten, sind die n {einfachen oder 
mehrfachen) Wurzeln der Determinantengleichung H«,, A — ö,«! = 0 , wo 

« 1 ,. rtiä. • • •. ^»iii Koeffizienten in den ursprünglichen Aus- 

drttcken für die kinetische und poteniidle Energie sind. 

Offenliar ihl diw Pniblem der Heclnktion der kinetischen und potentiellen 
Energie auf ihre I-'orui als Funktion der Normalkoordinatcn gleichbedeutend mit 
dem Problem der gleichzeitigen Reduktion von zwei gegebenen homogenen quadra- 
tischen Forinon in « VeränderheUen auf jo eine Summe von Quadraten von « neuen 
Vcräudcrlichen. 13enn ilio Tatsache, daß T eine Funktion der Geschwindigkeiten, 
V aller eine Funktion der Koordinaten ist, ist unwesentlich, da die Geschwindig- 
keiten il, 5 h •'“Ch in gleicher Weise transformieren wie die Koordmaten 

^*Nach *dem Vorausgehendeii könnte man meinen, daß eme derartige gleich^ 
zeitige Reduktion von zwei homogenen quadratisdien Formen immer möglich 
wäre. Das ist. aber nicht der Fall. Zum Beispiel ist es unmögUch, die beiden 

quadratischen Fontion 

a?^ h\y ax^ und 
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m die Formen 

+ + und oc^ ßf}^ + 

zu transformieren, wo 3 ;, ^ lineare Funktionen von x, y, z sind 

Die notwendigen Bedingungen dafür, daß zwei gegebene quadratische 
Formen 

^11 “^1 H" • I 

hi^\ + H- * + + • 

sich gleichzeitig auf die Formen 

‘ 3^11 + « 23^8 + • * + * 

/^ll^l + ^23^2 + ‘ + Ann^n 

reduzieren lassen, besteht dann, daß die Elementarteiler der Determinante 
\\a„X — ö„|| linear srnd^). Ist jedoch eine der beiden gegebenen Formen dßfimf 
(was für die kineüache Energie unseres dynamischen Systems zutnfft), so sind 
die Elementarteiler stets hnear, die gleichzeitige Reduktion auf Summen von 
Quadraten ist daher möglich. Damit ist erklärt, weshalb diese Reduktion bei 
dem dynamischen Problem der Schwingungen immer ausführbar ist 

Weierstraß bewies 1858*^), daß die Reduktion auf Normalkoordinaten für 
dynamische Systeme immer möglich ist Frühere Forscher hatten (in Anlehnung 
an Lagrange) vermutet, daß in Fallen mehrfacher Wurzeln der Deteimiuaiiteii- 
gleichung kein System von Normalkoordinaten existieren würde, und daß m den 
Endmtegralen der Bewegungsgleichungen die Zeit nicht nur in tngonometnschen 
und Exponentialfunktionen auftreten würde. 


§ 78. Der Satz von Sylvester über die Realität der Wurzeln 
der Determinantengleichung. 


Wir sahen ini vorhergehenden, daß sich durch Einführung neuer 
Veränderlicher, die lineare Funktionen der ursprünghchen sind, kinetische 
und potentielle Energie eines schwingenden Systems immer auf die Form 
bringen lassen 

Es erhebt sich nun die Frage, ob diese Transformation reeU ist, 
d. h. ob die Koeffizienten Wg , . , h^, Ä« der Trans- 

formation reell oder komplex sind. Da diese Koeffizienten durch lineare 
Gleichungen bestimmt smd, deren Koeffizienten — die Wurzeln 
der Determinantengleichung möglicherweise ausgenommen — 
gewiß reell sind, so reduziert sich diese Frage auf die Untersuchung, ob 
die Wurzeln der Gleichung 


Olli du 0 ^ 2 ^ 612 


22 




'na 






an 


du 


= 0 


Vgl. Muths Abhandlung: Elewsntarteiler. Leipzig 1899; oder Böcher; 
Einführung in die höhere Algebra Leipzig 1910 . 

*) Vgl. Weiecstraß. Gesammelte Werke Bd. I, S, 233. 
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reell sind oder nicht. Dabei ist bekannt, daß die Größen und hrs 
reell sind, und dsiß 

« 11?1 + « 23 ^ + • • • + + • ■ + 

eine positiv definite Form ist. 

Es bezeichne^) A die Determinante 1«^^ A — 0^,1, A^ die aus 
ihr durch Streichung der ersten Zeile und der ersten Spalte hervor- 
gegangene Determinante, A^ die aus A durch Streichung der zwei 
ersten Zeilen und der zwei ersten Spalten hervorgegangene Determinante 
usw. Für eine beliebige S 5 mimetnsche Determinante, etwa 




ist bekanntlich 


«11 

«12- 

..«in 

«21 

0^22 • 

• • ^2n 

«nl 

«fl2 ■ 

. . OCftn 

8D 

8D 

/^y 

5«ii' 

^«22 



wo ötji. — t 


■ D 


8W 


Wenn also 


8D 

ö« 


verschwindet, müssen die Größen D und 


gegengesetzte Vorzeichen haben. Daraus folgt, daß, wenn m der Reihe 


8W 


ent- 


ein Glied für einen gegebenen Wert von X verschwindet, die beiden 
benachbarten Glieder für den gleichen Wert von X entgegengesetzte 
Vorzeichen haben müssen. 

Es bezeichne Z, die Determinante, die aus Af entsteht, ^enn man 
X durch die Einheit und alle Größen b„ durch Null ersetzt. Ar ist dem- 
nach der Koeffizient der höchsten Potenz von X in .d,. Da 


«11 ?i + «2a9i + • ■ • + + 2ai2?i?2 + • • • + 2«.-i,»?»-i?i» 

eine positiv definite Form ist, ist J, positiv für alle r von Null bis n. 
Demnach haben die Koeffizienten der höchsten Potenzen von X in den 
Funktionen A, Ai, . ., A^ alle das gleiche Vorzeichen. Geht X von 
l^is ooj so verliert also diese Funktionenreihe ft Vorzeichen- 

wechsel. ^ ^ . tr 

Da nun A„ nicht Null ist und A,-!. ^r+i entpgengesetzte Vor- 
zeichen haben, wenn verschwindet, so kann die Funktionenr^e 
A Al, d,, . . ., einen Vorzeichenwechsel nur dann verlieren oder 
gewinnen, wenn X durch eme Nullstelle von A geht. Wächst A von - <x 
bis + oo, so verliert die Funktionenreihe n Vorzeichenwechsel; demnach 


1) Dieser Beweis ist von Nanson Mess of Math. Bd 26, S 59- i896. 

i3* 
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sxnd alle n Wurzeln der Determinante A reell. Die Transformation auf 
Normalkoordinaien ist somii immer reell^). 

Da das Funktionenpaar A, A^ immer dann einen Vorzeichen- 
wechsel verhert, wenn X durch eine Nullstelle von A geht, so muß 
offenbar in dem Intervall zwischen zwei Wurzeln A von A das Vor- 
zeichen wechseln. Demnach sind die n Wurzeln von A voneinander 
getrennt durch die n — \ Wurzeln von A^, Entsprechend sind die 
Wurzeln einer jeden Funktion A^ voneinander getrennt durch die 
Wurzeln der Funktion Nun hat A^ keine Wurzeln; wenn 

für A = 0 und A = — oo das gleiche Vorzeichen besitzt, kann die Wurzel 
der Funktion nicht negativ sein. Hat auch ^n _2 für X = q und 
A = — oo das gleiche Vorzeichen, so kann keine der Wurzeln von An ^2 
negativ sein. Denn unter dieser Voraussetzung muß entweder 

zwei oder keine negativen Wurzeln haben, und zwei negative Wurzeln 
können nicht auf treten, da keine negative Wurzel von vorhanden 
ist, die sie trennen konnte. Allgemein ergibt sich die Bedingung: Damit 
keine der Funlctionen m der Reihe A, Aj^, A^, , A^ eine negative 

Wurzel besitzt, muß jede der Funktionen für A = 0 und A = — oo das 
gleiche Vorzeichen haben Damit alle Wurzeln von A positiv sind, 
muß demnach jede Größe für A = 0 das gleiche Vorzeichen besitzen 
wie (—1 )"'**, d. h. alle Determinanten 


l-l 

^12 • 

• iln 


^22 

^23 

• ^ 2 n 

^21 

^22 • 

^ 2 n 

i 

1 

^32 

^83 • 


hfii 

Ö„2 • 

• • hfin 


hfii 

^ttO ■ 



müssen positiv sein. Dies sind bekanntlich die Bedingungen dafür, daß 
die quadratische Form 

^11 + 6^2 ?2 + • + ^nn + 2 &12 fl + . . . + 2 Ön-i,n ffn-i f« 

positiv defimt ist. Es ergibt sich also endlich* Damit die Determinanten- 
gleicJmng = 0 lauter positiveWurzeln hat, muß die quadratische 

Form 

^llfl+ ^22fl+ • • + Kn<ll + 2 6i2flff2 + • • + 2Ö„.,i,nffn-ifn 
positiv definit sein, d. h, die potentielle Energie der Schwingungsbewegimg 
muß wesenäich positiv sein. 

§ 79. Integration der Differentialgleichungen. Die Perioden. 

Stabilität. 

Um die Konfiguration eines schwingenden Systems als Funktion 
der Zeit darzustellen, bestimmen wir zunächst die Normalkoordinaten 

Sylvester: Phil. Mag Serie 4, Bd. 4, S. I 38 . 1832; Coli. Papers Bd. I, S. 378. 
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des Systems und drucken die kinetische und potentielle Energie darin aus. 
Diese erhalten also die Form 

i (^i + d + • • + Ti) y 
i (^1 Ö'i + ^2 + • • + ^ i 

wo 5 'i, q^y . , g^rt die Normalkoordinaten , li, lg» ■ • i K die Wurzeln 

der Determinantengleichung | ä,« A — 6„|| = 0 bedeuten, die nach 
dem Vorigen sämtlich reell sind. 

Die Lagrangesche Gleichung für eine beliebige Koordinate 



lautet daher 

+ Ar g'f = 0 . 

Diese Gleichung hat die Integrale 

Qf = .4r cos (]/Ä^ t + By) für Ar > 0 , 

^r = ^r ^ für A^ = 0 , 

qr = für Ar<0, 

wo Art Br Integrationskonstanten bedeuten. 

Aus diesen Integralen ersieht man: Wenn alle Normalkoordinaten, 
mit Ausnahme einer einzigen, etwa qr , zu Beginn der Bewegung Null 
sind und die der nicht verschwindenden Koordinate g^r entsprechende 
Konstante K positiv ist, dann sind die Koordinaten q-^, ?r-i» 

?f+ij . . -1 dauernd NuU, und das System vollführt Schwingungen, 
bei denen sich allein qr ändert. Überdies wiederholt sich die Konfigura- 
tion des S 3 ^tems nach dem Zeitraum 2?r/yi^ . Diese Tatsaclie spricht 
man gewöhnlich so aus: Jeder Normalkoordinate qr, deren zugehörige 
Konstante Ar j>ositiv ist, entspricht eine imabhängige Schwingungsform des 
Systems mit der Schwingimgsperiode 2jr/]/Ij!. 

Wurd das System auf beliebige andere Koordinaten bezogen, die 
nicht Normalkoordinaten sind, so sind diese neuen Koordinaten lineare 
Funktionen der Normalkoordinaten. Die den einzelnen Normalkoordi- 
naten entsprechenden Schwingungen vollziehen sich völlig unabhängig 
voneinander. Demnach kann jede erdenkliche Schwingung des Systems 
als das Resultat der Überlagerung von n unabhängigen Normalschwin- 
gungen betrachtet werden. Dies ist der von Daniel BernouiUii) aus- 
gesprochene Satz von der Überlagerung der Schwingungen. 

Smd die Größen A^, Ag, . A^ nicht alle positiv, so folgt aus den 
obigen Integralen, daß die zu den nicht positiven Wurzeln A^ gdiörenden 
Normalkoordinaten qr bei einer kleinen Verrückung des Systems aus der 
Gleichgewichtslage nicht Schwingungen um ihren Nullwert ausfuhren. 

Htstotre de VAcadimie de Berlin 1753* S. 147- 
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Sie wachsen vielmehr im allgemeinen derart an, daß unsere Voraussetzung 
bei der ganzen Untersuchung, nämlich die Möghchkeit, die höheren 
Potenzen der Koordinaten zu vernachlässigen, hinfällig wird. In diesem 
Fall findet überhaupt keine Schwingung statt; die Gleichgewichtslage 
wird als labil bezeiclinet. Vollzieht sich aber die Störung des Gleich- 
gewichts derart, daß die zu nicht positiven Wurzeln ^ gehörenden Normal- 
koordinaten qr davon nicht betroffen werden, so vollfuhrt das System 
Schwingungen, bei denen die übrigen Normalkoordinaten um den Wert 
Null schwanken. 

Die zu Normalkoordinatcn mit positiven Werten der Wurzeln A, 
gehörenden Schwingungsformen werden als stabil bezeichnet. Sind alle 
positiv, so heißt die Gleichgewichtslage stabil. Die Bedingung für die 
Stabilität einer Gleichgewichtslage besteht nach dem vorigen Paragraphen 
darin, daß die potentielle Energie des schwingenden Systems eme positiv 
definite Form ist. 

Dieses Ergebnis hätten wir auch aus dem Energieintegral ableiten können. 
Dieses ist T+V=h, 

WO T und V die quadratischen Formen für die kinetische und potentielle Energie 
sind, Ä eine Konstante bedeutet, h ist klein, wenn die ursprüngliche Abweichung 
von der Gleichgewichtslage klein ist T ist aber eine positiv definite Form ; wenn 
nun auch V eine positiv definite Form ist, so müssen T und V beide kleiner 
als h sein; beide bleiben also während der Dauer der Bewegung klein Daher ent- 
fernt sich das System nie sehr weit von der Gleichgewichtslage, d. h. diese ist stabil. 

§ 80. Beispiele von Schwingungen um eine 
Gleichgewichtslage. 

Zur Erläuterung behandeln wir einige Beispiele von Schwingungen 
um eme Gleichgewichtslage. 

1 . Die Schm7igu7igsperiode ei7ics Zyhnders von heliebtgcni Querschnitt su he- 
sHmmen, der auf der Außenseite eines rauhen ruhenden Zylinders rollen kann 

Der Berührungspunkt habe auf dem ruliendcn Zylinder von der Gleichgewichts- 
lage aus den Bogen 5 zurückgelegt, q, q' sollen die Krümmungsradien des festen 
und des bewegten Zyhnders im Berührungspunkt in der Gleicligowichtslage sein. 
Dabei sind Q, q' positiv gerechnet, wenn die Zylinder sich von außen berühren. 
M sei die Masse des bewegten Zylinders, Mk^ sein Trägheitsmoment um den 
Schwerpunkt, c die Entfernung des Schwerpunktes von der Anfangslage des Be- 
rührungspunktes auf dem bewegten Zylinder. 

Ist « der ursprünghehe Winkel zwischen der gemeinsamen Zylindemormolcn 
und der Senlcrechten, so ist oc s/q der Winkel zwischen der gemeinsamen Nor- 
malen und der Senkrechten zur Zeit t, 0^ + sjQ + s/q' der Winkel der Senkrechten 
mit der Geraden, die den Krümmungsmittelpunlrt des bewegten Zylinders mit 
dem ursprünglichen Berührungspunkt des bewegten Zyhnders verbindet, s/q -f- s/q' 
der Winkel der Senkrechten mit der Geraden, die den letztgenannten Punkt mit 
dem Schwerpunkt des bewegten Zylinders verbindet. Der bewegte Zylinder hat 
daher die Winkelgeschwindigkeit 
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Also ist seine kinetische Energie 

r=lM(Ä» + .^)(i + i,)V 

Die potentielle Energie ist 

V = Mg X Erhebung des Schwerpunkts des bewegten Zyhnders über einer 
festen Ausgangslage, 

= |(e + e') COS^« + ij — g'cos |o£ + i + ij +c cos . 

Unter Vernachlässigung von s® folgt daraus 

“ (^)l 

Die Lagrangesche Bewegungsgleichung 

_^/^\ BT __ dV 
dt \ds ) Bs Bs 


ergibt 


M(Ää + t») (i + + Mg cos« - c (^-±7^)*} s = 0 

\0 g/ i gg \ ee' / J 


Die Schwingungen werden demnach dargestellt durch die Gleichung 

s = J cos + e) , 

wo A und s aus den Anfangsbedingungen zu bestimmende Integrationskonstanten 
sind und A gegeben ist durch die Gleichung 

ff 




Die Schwingungspenode ist 25 r/A 

2 Dtß Perioden der Normalschwingungen eines Punktes zu bestimmen, der 
auf einer ruhenden glatten Fläche unter dem Einfluß der Schwere um seine Gleich- 
gewichtslage schwingt. 

Die Tangentialebene in dem Flä,chenpunkt, in dem der Massenpunkt sich 
im Gleichgewicht befmdet, ist offenbar wagerecht. Als x- und y- Achsen wählen 
wir die Tangenten an die KrümmimgsUnien der Fläche in diesem Punkt, als 
^-Achse die aufwärts gerichtete Senkrechte. Die Gleichung der Fläche lautet 
dann näherungsweise 

2ei 2e/ 

wo g^, 02 die nach oben positiv gerechneten Hauptkrümmungsradien bedeuten. 
Die kinetische und potentielle Energie sind näherungsweise 

T= i m (x^ y^) , wo m die Masse bedeutet, 

und V=mgz 


_ / , y® \ 


Uei + ize,/ 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich, daß a und y die Normalkoordinaten sind 
Die Bewegungsgleichungen lauten 

X + -^-* = 0, j) + -i-y = o. 
öl 02 

Die Penoden der Normalschwingungen sind daher 
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3 Die N ornialsckwinguyigcn eines starren Körpers zu hestimnwu, dev %n ciyiem 
Punkt fesigehalten wird, während er unter der Wirkung eines beliebigen Systems 
konservativer Kräfte um eine stabile Gleichgewichtslage schwingt 

Als festes Bezugssystem O-X” VZ wählen wii die Gleichgewichtslage der Haupt- 
trägheitsachsen des Körpers im festen Punkt Die mitgeführten Achsen sollen wie 
gewohnheh mit den Hauptträgheitsachsen zusammenfallen Die Lage des Körpers 
zu behebiger Zeit sei durch die sjnnmetrischen Parameter ij, C, x § 9 be- 
stimmt. Wir betrachten ^,r), ^ als die unabhängigen Systemkoordinaten, wäh- 
rend ;; durch sie bestimmt ist vermöge der Gleichung 

-\-x^=i 

Die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers um die imi- 
geführten Achsen sind nach § 16. 

o>l = 2(x^ + C’l — >lt — Sx)- 

(0, = 2{— C ^ + XV + H — VX)> 

0>3 = 2{riS — Sv + xi: — C X) 

Da die Scliwingung klein sein soll, lietracliten wir S, V> ^ klein von erster 
Ordnung % unterscheidet sich daher von 1 um eine kleine Größe zweiter Ordnung 
Also ist, bis auf kleine Größen höherer als erster Ordnung, 

ö)j = 2 ^ , CÜ3 =5 2 7) , o)^ = 2 C • 

Die kinetische Energie des Körpers, die duich die Gleichung 
2 T = ^ 0)1 + B CO® + C füg 

gegeben ist, wo A, B,C die Hauptträgheitsmomente iin Uiitci’btützungspuukt 
sind, kann m der Form geschrieben werden 

r = 2(/3^+B)y2 + CC‘0 

Die potentielle Energie des Körpers, die eine gewisse Funktion seiner Lage 
und somit der Parameter f, r/, C ist, werde mit 7(f, ?/, C) bezeichnet. 

Da der Gleichgewichtslage die Nullwerte von ?y, 4' entsprechen, so treten 
bei der Entwicklung von V nach steigenden Potenzen von ?/, ^ keine linearen 
Gheder auf Die medrigsten Terme sind also von zweiter Ordnung, so daß wir, 
unter Vernachlässigung der Glieder höherer Ordnung, schreiben können • 

V=aS^ + b7i^ + ci;’^ + 2fvi + 2gi,S + 2hS>i' 

WO a,b, c, /, g, h Konstanten sind. 

Das Problem der Bestimmung der Nonnalkoordinaten ist also gleichbedeu- 
tend mit demjenigen der Transformation der beiden quadratischen Formen 

. aS^ + b,i^ + cl:^ + 2f,iS + 2g:t-\-2hS7i 

in die Formen 

, 

rtjA* + ijy» + c,**, 

wo X, y, M Linearioriaen in »?, f sind. 

Nun lautet die auf die festen Achsen bezogene Gleichung (lc,s Tiälgheits- 
ellipsoids in seiner Gleichgewichtslage 

AX^ + ZJya -i- = 1 . 

Wir betrachten gleichzeitig die Fläche zweiter Ordnung mit der Gleichung 

«x* + 6y» + e2« + 2/yir+2gzx + 2 AAry- i, 
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die wir als das „Elhpsoid gleicher potentieller Energie" bezeichnen wollen, und 
besümmea das gemeinsame System konjugierter Durchmesser beider Tril.p^n.H» 
Es seien X’, V . Z' die auf diese konjugierten Durchmesser bezogenen Koordi- 
naten eines Punktes, der in dem festen System die Koordmaten X, Y,Z hat. 
Der Zusammenhang von X' , V\ Z' und X, V, Z werde hergestellt durch die 
Gleichungen 

y = /g JY' -j- Wg y' + Wj z ' , 
z = -j- W 3 y^ -|- Wg z' 

Vermöge dieser Transformaüon werden die Gleichungen der EUipsoide auf 
die Form gebracht 

y'2-|-CiZ'2= 1 , 
öiy'2 + f^Z'2 = 1 

Daher ist die Transformation, die die Normalkoordinaten des Systems liefert, 

^ — hx . 

;; = -\- n^z , 

C = /g A + mg y + ng ^ . 

Daraus folgt, daß l 3 ei derjenigen Normalschwingung, bei der x allein sich 
ändert, die Größen ^ ständig im Verhältnis 

C == 

stehen. 

Nach den Definitionen des § 9 sind C offenbar, bis auf kleine Größen 
höherer als erster Ordnung, den Richtungskosinus der Rotationsachse des starren 
Körpers proportional. Folghch besteht diese Normalschwingung des starren 
Körpers aus einer kleinen Schwingung nm eine Gerade mit der Gleichung 

A" Y .Z = 1^ 

d h. um die Gerade 

y' = 0 . Z' = 0 , 


die einer der den beiden Elhpsoiden gemeinsamen konjugierten Durchmesser ist. 

AUgemeui ergibt sieb, so: Vxe Normalschwingungen des Körpers sind hleine 
Schwingungen um die gemeinsamen konjugierten Durchmesser des Trägheitsellipsoids 
und des ElHpsoids gleicher potentieller Energie. 

4. Die Normalhoordinaten und Perioden der Normalschwingung eines Systems 
mit drei Freiheitsgraden zu bestimmen» füf das 

r = + + 

V ^\[P^ (X^ + y2) + 2 « r (i: + v) 4- 

ist, wo « klein gegen p und q ist Es ist ferner zu zeigen^ Wird ein solches System 
derart aus der Ruhelage losgelassen, daß y und z ursprünglich Null sind, so kommt 
die ^-Schwingung nach der Zeit ^p {q^ — p^)loi^ momentan zur Ruhe, und es ist 
alsdann eine y-Schwingung von der Amplifude der ursprünglichen x-Schwingun^ 
vorhanden. 

Die Form der kinetischen und potentiellen Energie legt die Transformahon 

nahe 

X +y = 2^, x-^y = 2i] . 

Sie ergibt 

3’ = + 4«“. 

V = ^ a -f IJ« -t- 2 « z f + J z* . 
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^ I 

\ , 


, 1 


9/ ist daher eine Normalkoordinate. Zur Reduktion der übngen Teile der 
kinetischen imd potentiellen Energie auf Summen von Quadraten setzen wir 

Daraus folgt 

V - • w-j «} ^. + i.{^ + '* c- 

Vt <Pi C demnach die Normalkoordinaten. 

Ursprünglich sei 

X = k , y = 0 , js — 0 , 

^ = 0, y = o, -5 = 0, 

und k sei so klein, daß sein Produkt mit anderen kleinen Größen vernachlässigt 
werden kann. Bei diesem Grad der Annäherung ist dann ursprünglich 
t] = ik, <p = i!t, f = 0 . 

Die Schwingungen für die Normalkoordinaten t], <p sind daher gegeben durch 
die Gleichungen 

7j = cospt, 


■1 




97 = ^ A cos 

f • 




2 a* 







oder 


Der letzten Gleichung kann man die Gestalt geben 


<p = A cos P t cos .OV+"— A sin p t sm — ^nrr . 

^2 P{q^ -P^y ^ ^ p(q^ - P^) 

Die Anfan gsbe wegung läßt sich somit näherungsweisc darstellen durch 

9^ = J A cos pi , 9? = -J Ä cos p t 

oder 

X cos pt, y = 0 

Nach dem Zeitraum Jcp(q^ — P^)l^^ wird die Bewegung nähorungsweise 
dargestellt durch 

97 = J A cos pt t (p = — cos p t 

oder 

X = 0 , y ^ — k coapt y 

womit die Behauptung bewiesen ist. 


§ 81. Die Wirkung einer neuen Bindung auf die Perioden 
eines schwingenden Systems. 

Wir untersucheii nun, wie die Perioden der Normalscliwingungen 
eines dynamischen Systems um eine stabile Gleichgewichtslage sich 
ändern, wenn die Zahl der Freiheitsgrade des Systems durch Einführung 
einer neuen Bindung verringert wird. 


§ 81 . Die Wirkung einer neuen Bindung. 
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Das ursprüngliche Syst&m sei bezogen auf seine Normalkoordinaten 
9i> ' ‘I ^n> so daß seine kinetische und potentielle Energie die Form 

haben 

^=i(9i + ?2+ ••• +?*). 

^ = 4 ?1 + ^2 ?2 + • • • + ?«) • 

Die neue Bindung sei dargestellt durch die Gleichung 

/(?!. ?2. •••.?«) = 0. • 

?!> ? 2 i •••»?« sind, brauchen wir in der Entwicklung der 
Funktion / nach steigenden Potenzen von ? 2 » • - ersten 

Glieder zu berücksichtigen. Demnach stellen wir die Bindung dar in der 
Form 

ö'l + “^2 + • • * + ö'n = 0 » 

wo ^ 1 , .4 2 , . . Konstanten sind. Da die Gleichgewichtslage mit 
der Bindung verträglich sein soll, ist kein konstantes Ghed vorhanden. 
Mit HiFe dieser Gleichung läßt sich eliminieren. Dann wird 

2 !^^ + ^2 + • • • + (^ 1^1 + - • • + ^n-iS'n-i)^!» 

+ • • ■ + K-xQI-x + ^(^i?i+ • • • • 


Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen des der Bindung unter- 
worfenen Systems bestehen daher aus den n — \ Gleichungen 


(r= 1, 2, . . ., w — 1) 

oder 

?r + ?r + = 0 


(r = 1, 2, . . w — 1), 


wo 


^ + • • • + ^n-x ^n-i) + ^ + • • • + ^n-i (Zn-i) 


Jn Kl Qn 

*^n -^n 


ist Die Bewegungsgleichungen des Systems mit der Bindung lassen sich 
daher in Form der n Gleichungen schreiben 

^ -f- Af = 0 (i' == 1 2, . . • , 

wo unbestimmt ist. 

Eine Normalschwingung des abgeänderten S)^tems sei definiert 
durch die Gleichungen 

~ cos "J/A t j ^ ^2 ■ • • > ^ f 

[jL = vcosyi^ . 
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Einsetzen in die Bewegungsgleichungen ergibt 


X) + vAy — 0 (r=1,2, .. ,n). 

Fuhren wir die durch diese Gleichungen bestimmten Werte von 
öCj, « 2 , . . in die Gleichung 

■^ 1^1 -^ 2^2 + • • + = 0 


ein, so folgt 


J! 


x^-x 




+ 


+ 






0 . 


Diese Gleichung in X hat w — 1 Wurzeln, die — nach der Form der 
Gleichung zu schliejBen — offenbar in den Intervallen zwischen den Grö- 
ßen Xj, Ag, . . Hegen. Die diesen Wurzeln entsprechenden Größen 
27 tl'(X sind die Perioden der Normalschwingungen des der Bindung 
unterworfenen Systems. Folglich Kegen die « — 1 Perioden der Normal- 
Schwingungen des der Bindung unterworfenen Systems zwischen dm 
n Perioden des ursprünghehen Systems. 


§ 82. Der stationäre Charakter der NormalschwingungenJ 

Ein dynamisches System werde so vielen Bindungen unterworfen, 
daß es nur einen Freiheitsgrad behält. Welche Wirkung bringt dies 
hervor? Es seien ft, die Normalkoordinaten des ursprüng- 

Hchen Systems; die Bindungen sollen, wie im vorigen Paragraphen, 
durch hneare Gleichungen zwischen den Koordinaten dargestellt sein, 
können also hier in der Form angesetzt werden 

— » ^2 = I » 

wo /^i, Pn Konstanten smd und q eine neue Veränderliche ist, 

die die Konfiguration des den Bindungen unterworfenen Systems zur 
Zeit t bestimmt. 

Die kinetische und potentielle Energie des ursprünglichen Systems 
seien 

T = i{qi + ql-{- ... + ft^) , 

F = J {}.^qi + ^2(72 + • • . 

Die Perioden seiner Normalschwingungen sind dalier 

Die kinetische und potentielle Energie des gebundenen Systems sind 
dann 

F = i {^1/4 + ^2f4 + • • • + K/4) • 

Die Penode einer Schwingung des gebundenen Systems ist demnach 
2nffX, WO X bestimmt ist durch die Gleichung 

/“i + + • ■ . + 
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Werden die Bindungen geändert, so behält dieser Ausdruck einen 
festen Wert, sobald n — \ der Großen //nNuU sind. Dieser 

feste Wert ist eine der Großen Aj, Ag, . . Daher haben wir den Satz; 
Wird ein System so vielen Bindungen unterworfen, daß die Zahl seiner 
Freiheitsgrade sich auf \ reduziert, so hat die Periode des gebundenen 
Systems einen festen Wert für alle Bindungen, hei denen die Schwingung 
eine Normalschwingung des ursprünglichen Systems ist. 

§ 83. Schwingungen um einen stationären 
Bewegungszustand. 

Eine Bewegungsform, die in einer gewissen Analogie zu der Gleich- 
gewichtslage steht, ist die sogenannte stationäre Bewegung eines Systems 
mit zyklischen Koordinaten. Darunter verstehen wir einen Bewegungs- 
zustand, bei dem die nicht-zyklischen Koordinaten des Systems kon- 
stante Werte haben, wahrend die zu den zyklischen Koordinaten gehören- 
den Geschwindigkeiten gleichfalls konstant sind. 

Ein Beispiel für stationäre Bewegung ist die in § 72 besprochene spezielle 
Krciselbewegung Als weiteres Beispiel führen wir die Bewegung eines Massen- 
punktes in einer Ebene unter dem Einfluß einer 2;entralkraft an, deren potentielle 
Energie allein von der Entfernung vom Kraftzentrum abhängt Dabei ist eine 
mit konstanter Geschwindigkeit durclüaufene Kreisbahn immer eine möghehe 
Bahn. Diese Bewegung ist stationär, denn der Radiusvektor ist konstant, und 
die der zyklischen Koordinate 'O- entsprechende Winkelgeschwindigkeit ist gleich- 
falls konstant. 

Weicht der anfängliche Bewegungszustand eines Systems wenig 
von einer gegebenen stationären Bewegungsform ab, und bleibt diese 
Abweichung im Verlauf der ganzen Bewegung gering, so wird die Be- 
wegung als Schwingung um den stationären Bewegungszustand bezeichnet. 

Sie heißt stahiP), wenn die Schwingung mit gegen Null strebender 
anfänglicher Abweichung von der stationären Bewegung gegen eine 
Grenzform strebt, nämlich gegen die stationäre Bewegung selbst. 

Es seien p%> ^ ^ Pu die zyklischen, q^, q^, , q^ die mcht- 

zyklischen Koordinaten des Systems. Den h zyklischen Koordinaten 
entsprechen die k Integrale 

WO ß-^, /?2j • • •f ßh Konstanten sind. Wir nehmen an, daß diese Kon- 
stanten bei der Schwingungsbewegung den gleichen Wert haben wie bei 
der ungestörten stationären Bewegung, als deren Storungsfonn sie an- 
gesehen wird. Das bedeutet nur, daß wir jede Schwingungsform 
einer bestimmten stationären Bewegung zuordnen. 

1) Diese Defimtion stammt von Klein und Sommerfeld. 


206 


VII Kapitel* Theone der Schwingungen 


Das System soll konservativ sein; seine Bindungen seien von der 
Zeit unabhängig. Die kinetische Energie sei 

t=lj=l i=lj=l t=l/^ 


WO die Koeffizienten aij, bij, c^j Funktionen von q^, qn ‘^ind 

Die den zyklischen Koordinaten entsprechenden Integrale sind 

^ ?» = A (y == 'l I 2 , 

Es sei Cij die Unterdeterminante von Cx^ in der Koeffizientend eteiniin.mtc 
der dividiert durch diese Determinante. Die Auflösung der letzten 
Gleichungen nach den Größen j>f ergibt 


Pr ^^raißs ^ • 

8 i 

Bei Einführung dieser Größen Pispz, • • *»Pk obige Gli'icliung 
für T ergibt sich unter Berücksiditigung der Eigenschaften der UnttT- 
determinanten 


^ (^j ~~ 2 ^i8 hl Qi Qj + ßi ß» • 

Nun wird das System durch Beseitigung der zyklischen Koordi- 
naten reduziert Es sei R das abgeänderte kinetische Potential : 

l^=T-V-i:i>rßr 

r*=l 

^ h8 


Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehuu’ii, 

daß für die stationäre Bewegung alle Größen q^, q^ den Wert 

Null haben. Werden dann in der Entwicklung der Koeffizienten von R 
nach steigenden Potenzen von gj, q^, . . q^ alle Glieiler von höherem 
als zweitem Grad in q^, q ^, . . q^, q^, q^ . . q^ vernachlässigt gegen 

die Gheder zweiten Grades, so bleibt für R ein Ausdnick aus linearen 

und. quadratischen Gliedern in q^,q^ q^, q^, q^ . . q,, . Die in 

?i. ?2. •••.?» linearen und von q-^, q^, unabhängigen Glieiler 

fallen aus den Bewegungsglcichungen 


dt \Sqrl dqr 


n) 


von selbst heraus, können daher von vornherein weggelassen werden. 
Da die Gleichungen auch erfüllt sind für beständig verschwindende 
Werte von q-^, q ^, . . ., q^, so enthält R offenbar auch keine in q^, q^, . . q,^ 
linearen, von jg, . . ., unabhängigen Glieder. Die Lösung des 
Problems der Schwingungen um einen stationären Bmegmgszustand 
hängfi also ab von der Integration Lagrangescher Bewegungsgleichungen, 
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deren kinetisches Potential eine homogene quadratische Funktion der 
Geschwindigkeiten und Koordinaten mit konstanten Koeffizienten ist 
Der Unterschied zwischen Schwingungen um eine Gleichgewichts- 
lage und um einen stationären Bewegungszustand besteht darin, daß im 
letzteren Falle in dem Idnetischen Potential Glieder vom Typus qr 'qg 
(also Produkte einer Koordinate in eine Geschwindigkeit) auftreten 
können. Man bezeichnet sie als gyroskopische Glieder. Schwingungen 
um eine stationäre Bewegungsform sind tatsächlich nichts anderes als 
Schwingungen um die Gleichgewichtslage des reduzierten oder nicht- 
natürlichen (§ 38 ) Systems, auf das das ursprüngliche System durch 
Beseitigung zyldischer Koordinaten zuruckgeführt ist. 

Die Bewegungsgleichungen des schwingenden Systems lauten daher 

dt \dqj dq^ ~ 

wo R in der Form dargestcUt werden kann 

+ =■ 1 , 2, . . w), 

r, Ä r, « 

wo _ P ^ fi 

— Oi-ar 3 Pfs — Psr » 

aber mi allgemeinen von verschieden ist. In entwickelter 
Form lauten die Bewegungsgleichungen 

«n ?i - Al ?i + «18 + {Yzi - ^12) 9 s — Aa 92 + «13 9 s 

+ (^31 — y«) 93 — A393 + • • • = 0 , 

«21 9 i (yi2 yai) A ~ Al 9 i + «aa A Aa 92 + «23 A 

+ (ysa - yaa) A - A3 9a + ■ • = 0 . 


Es smd lineare Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, die im 
ganzen den gleichen Charakter haben wie die entsprechenden Gleichungen 
iiTL Fall der Schwingungen um die Gleichgewichtslage. Sie unterscheiden 
sich nur durch das Auftreten der g37roskopischen Glieder mit den 
Koeffizienten {ysr— Yrs)- Infolge ihres Auftretens läßt sich das System 
nicht auf, Normalkoordinaten transformieren^). Wir werden aber 
sehen, daß die Haupteigenschaft der Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslage beibehalten ist, daß nämlich jede Schwingung als Resultat 
der Überlagerung von n rein periodischen Schwingimgen aufgefaßt wer- 
den kann. Diese werden wir wie vorher als Normalschwingungen des 
Systems bezeichnen. 

' 1) D. h. das System läßt sich nicht durch eine Punkttransformation auf 

Normalkoordinaten bringen, wohl aber durch eine Berührungstransformation, 
wie im sechzehnten Kapitel näher ausgeführt wird. 


208 


VIT. Kapitel' Theone der Scliwingiingen 


§ 84. Die Integration der Gleichungen. 

Die Integration der Bewegungsgleichungen wird uns weitere Auf- 
schlüsse über die Natiu der Schwingungen geben. 

Wir transformieren die Gleichungen zunächst in ein System von 
Gleichungen erster Ordnung. Es sei R das abgeandeite kinetiscjm 
Potential des Systems, so daß R für das Schwingungsproblem eine 
homogene quadratische Funktion der cj^, q^, . . , ?n, (/2. • •. ist. 

Wir setzen 

(;'= 1 , 2 , 


dR 


so daß qn+2> • - ffa« lineare Funktionen von yj, yo, . . , qn sind und 
umgekehrt. Die Bewcgungsgleicliungen nclimen dann die Gestalt an 

Qn+T — (^ ~ 1 j -1 • ^0 • 

Bedeutet nun <5 den Zuwachs einei Funktion der Veränderlichen 
^3, ?2. • * 1, . . *1 ya« hcM einei kleinen Andeiiingdei Veriindeiliclu^n, 

so ist 




— ^ (yn + r ^Qr '’\ -fr (/r) 

r=:i 

( - \ « 

^ y«H r^r) "I" O/m I r kr ^Qn^ r) • 

Die als Funktion von y2> • • y2« dargest eilte Größe 

n 

'E^nvrkr R 

r-1 

werde mit F bezeichnet; 7 ? ist also eine bekannte homogene quadratisch le 
Funktion der Veränderlichen yg» ■ - •» ?2n- Dicletzte Gleichung gchit dann 
über in « 

ÖH = ^{gr dq„^r “ ?»+r <5?r) ■ 

f=^i 

Däs System der Bewegungsgleichungen zweiter Ordfiwig kamt demnach 
ersetzt werden durch ein System von 2 n Gleichungen erster Ordnung, 


nämhch 


. _ dH 


Qiii-r 


OH 

dqr 


1 , 2 , 


mit den unabhängigen Veränderlichen yi» ya, . . yan^)- 

Wir werden nachweisen, daß die an Stelle der charakteristischen 
Funktion R der Gleichungen getretene Funktion H die Summe der 

Diese Transformation ist ein Spezialfall der im zehnten Kapitel dargestell- 
ten Hamiltonsc^hen Transfoimation, 
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kiru-tibc]u‘ii und polculudlun Eneigic des betiachteten dynamisclien 
Systems (hiisttdlt. 

R enthalt nämlich Gliedci zweiten, ersten und nullten Grades in 
(len (ieschwindigkeiten, und 

isl luuh dem liuhnschen Satz gleich der Summe der doppelten Glieder 
/.wiMten Giades und dei Glieder eisten Guides. Deshalb ist die Funktion 
//, du‘ luu'h Didmilion gleich 


2 


ist, gleich der Summe der Glieder zweiten Grades und der Glieder nullten 
(Tiiuh's vun Ä, letztere mit umgekehrten Vorzeichen. Der Vergleich 
mit dtm auf Seite 206 gegebenen Ausdrucken für T und R ergibt: 

H =^-T+V 

Dnmiach isl II die Gesmnienergie des dynamischen Systems als Funktion der 
Kuordinaien q.y, . . 

l‘'ui* <li(‘ Schwingungen um eine Gleichgewichtslage war die Stabih- 
latshedingung, daß die potentielle Energie ebenso wie die kinetische 
luuTgie positiv definite quailratische Formen sind. Eine ähnliche Vor- 
aussetzung maclu‘n wir nun für den Fall der Schwingungen um einen 
s 1 iitioiiäreii Hewoguiigszusland, nämlich daß die Gesamtenergie H eine 
finsiiiv äeliniic quadratische Form in den Veränderlichen g'j, 5^2* • • ist. 
Unter. diewT Annahme beweisen wir, daß die stationäre Bewe^ng stabil 
ist und die Bewcgungsgleichungen sich folgendermaßen integrieren 
lassen^). 

Wir betrachten das System linearer Gleichungen in den Veränder- 
lichen 721 . . .,72»* 


'> 7H+r + 




,^*^( 71 . 92 . 




Wild ilie Detüiniinanlc dieses Sptems mit /(s) bezeichnet, die zu der 
A“-'" Reihe und Spalte gehörige Unterdeterminante mit 

/(s)a/( (A, ^t = l,2, ..,2 m), 

so sind q-i, q^, • • • , q%n als Funktionen von yi, y^ . ya» gegeben durch 
die Gleichungen 4" //ci, , , „ . 

?,.=2 - ^ 


1) Die folgende Integrationsmethode wurde angegeben von Weierstraß. 
Berl. Monatsberichte 1879. 


W h 1 1 1 a k fi r , Dynamik 
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wo /w in s von, GraJe 2« ,st, /(,)., von keinem höheren als dem 

Zm"nS»t,on der Bewepmgsgleiehnnfen belrachten wx Aus- 
drucke für q^, qt, ■■■, 92 » von der Form 

f{s) 


Q/i -j- 


(/i = 'l,2, .,2n), 


{r = \,2. . ,n), 


^92 • . ?ä« genügen den Bewegungsgleichungen, wenn die Gleichungen 

|s^„+,+ / /(s) 

j I - / /(s) 

erfüllt sind. Sind daher h. solche Polynome in s daß die 

m den Klammern unter den Integralzeichen stranden Ausdrucke in 
den NuUsteUen der Gleichung /(s) = 0 verschwinden, so sind die G 
chungen hefnedigt. da der Integrand dann im 1"“^™ 
keinJlei Singularitäten besitzt^). P, ?^ 2 « muß dalier ein Losungs- 

system der Gleichungen 

dH{pi, p2, • • • I Pan) 

Spn+f + 


Spr 


= 0. 


dH(pi,p2, ■ ■ ■ > hn) _ Q 

-“<’>+ et..r 


(y — 1 > 2, . . • > w) , 


sein, wenn s eme Wurzel der Gleichung /(s) ~ 0 ist. Diese Bedingung 
Wird erfüllt durch den Ansatz 

Pn(s} = «i/(s)l,» + + ■ • • + «2n/(s)2«./* (^ = 1,2...., 2»), 

WO « 1 , « 9 . . « 2 » wiUkurhche Konstanten sind. _ , , ,. 

Die Bewegungsgleichungen werden demnach befriedigt durch die 

A^^erte 

q^, = Koeffizient von 1 /s in der Laurentschcn Entwicklung^) des Ausdrucks 

^l) V 

{«i/(s)i/* + «2/(s) 2^‘+ +«2»/(s)2.W«>-^ C« = 1. 2, . . • , 2 «) 

nach positiven und negativen Potenzen von 5 . 

Die Untersuchung der Determinante /(s) ergibt nun, daß die Unter- 
determinanten vom Typ 

/(s)»+/..,< und ,n+/i 

1 ) Whittaker and Watson' A Course of Modern Analysis § 5 , 2 
Ebenda, § 5, 6. 
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in s vom Grade 2 » — 1 sind, die ubngen Unterdeterminanten in s 
vom Grade 2« — 2 Daher ist der Koeffizient von 1/s in der Laurentschen 
Entwicklung von f(s),,.lf(s) NuH, außer wenn A = « + ^ oder = «+ 1 
ist. Im ersteren Fall ist der Koeffizient —1, im letzteren +f. Setzen 
Wir t = Iq, so sehen wir also, daß 


die Werte von 


^2.» • • • > ^3« 


?n+ 2 i • • •, —ö'n “ ^' 2 » • • — ?n 

zur Zeit iQ sind. 

Setzen wir daher = Koeffizient von i/s in der Laurentschen 
Entwicklung von 

/(s) 

und sind q^.q^,. ... qsn die einem bestimmten Wert tg von t entsprechen- 
den Werte von g,, q^, so ist 

n 

~ 2 ßin+« 9 ’W«,/« — q« qii)n+«,,} (/i = 1, 2, . . . , 2 m). 

a = i • 


Zur Berechnung der Großen müssen wir die Wurzeln der 

Determi nante ngleichung /(s) = 0 naher untersuchen. Es sei k% -|- Z, 
wo t = y _1 ist und A, l reell sind, eine beliebige Wurzel dieser Glei- 
chung. Dann können die 2« Gleichungen 


(Äi + = 0, 

- (Äi + /)?« -f ■••?*«)= 0 

d^n + « 


(öt 2, • • 1 w) . 


durch Werte von q%, . . q^n erfüllt werden, die nicht sämtlich Null 
sind. Es sei 

ein derartiges Werlsystem, wo . ., fo«, reelle 

Größen sind. Setzen wir dann 


• • -^q^n) _ irr rj \ \ 

?2> • • • > ?2n)/t) > 

so folgt nach Trennung des Reellen und Imaginären aus den letzten 
Gleichungen 

I ^3n)« + Zfji + a — ^^n+Ä = 0, 

^2 » * • • * ^2n)n+« ~0, 

^(^1> ^2» • • * ^ ^2n)a + ^ ^n+a + ^ ^n+a == 0 , * ^ 

I ^/2n)n + « ^^7« — =0 


14 * 
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1 1 
I 


I 

i ii 


Da aber H eine homogene Funktion zweiten Giades der Aigumontc 
ist, so gilt 

» *^2«) ~ 2 ^ ('^1> * • * » * 

A --1 

Zusammen mit den beiden ersten der vorhergehenden Gleichungen ergib 
dies 

(A) 2 /:/ (fl, . . , fy„) = Ä ^ (frt t/n-i rt I rt) * 

A --1 

Entsprechend folgt 

n 

('^) iVl* ^2» • * ■ » V2») “ ('frt I « ^]n fwi rt) * 

ft-= 1 

Multiplizieren wir die erste der vorhergehenden Gleichungen mit ?/a, die 
zweite mit addieren und summieren wir über a von 1 bis n, so 

erhalten wir 

2 n n 

^ fa> • • • » ^2«)^ “ ^ ^ (frt V» i-A V« t-^') 

X^l n = l 

und entsprechend 

2n n 

J?a> • • •Vin)f-^ ir, ■ »/«flH«)- 

“1 I 

Da die linken Seiten dieser Gleichungen ubercinslinnnen, so isL 

n 

^ ^ (fff ^n+« f»H rt) ~ • 

rt = i 

Da H eine positiv definite Form ist, so folgt aus den Gleichungen (/l), ihiß 

n 

weder k noch ^ (f«7y,i + a — Null sein kann; daher ist / gleich 

«=i 

Null. Also hat die Gleichung f{s) = 0 lauter Wurzeln der Gestalt hi, wo k 
eine reelle von Null verschiedene Größe ist. 

Hat die Gleichung f{s) =0 eine /-fache Wurzel s\ so ist jede der 
Funktionen f{s)xfi durch (5 — s')^ teilbar. 

Es sei nämlich Cj, Cg» • • -i ^' 2 n ciii System bestimmter reeller Grüßen; 
wir definieren ein Wcrtsyslem Jan durch die Gleichungen 

/jß\ ^ ^n+« H~ ? 2 ' * • • » ? 3 n)rt ^ ^ 

"r -^(Ji j J 2 » * ■ * I ?2n)n*t n ~ + 

SO daß 




" H /(*) 


(,« — 1,2 ,..., 2n), 


wird. 

Sei Sji eine beliebige Wurzel der Gleichung f[s) =0 und m die 
kleinste positive ganze Zahl, für die alle Funktionen 

(s — s i)”' 

' ■ ’ iw 
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für s =Sii endlich sind. Wird s genügend nahe an s^i gewählt, so 
können wir in die Reihe 

iSfi + + . . . 

entwickeln, wo g^t, ÄJlt, • • • reelle Konstanten bedeuten. Die 

Giößen Ci, Cg, . . Cg„ mögen so gewählt sein, daß die Größen g^it und 
nicht Null werden. Fuhren wir diesen Wert von in die Gleichungen 
(B) ein und setzen wir die Koeffizienten von (s — einander gleich, 

so folgt 

^{jSliS2i ••J^2n)Ä '-h^n+a=^0, 

• ,g,nU. + S,K -0. „). 

H (^1» ' * > ^2»)ä ^ign+a ^ * 

, ^n)n+i* Si&a =0, 

]')uich Gleichsetzen der Koeffizienten von (s — folgt 


f 0 für w > 1 , 

^^(g'uS'i) ■ • I San)» | C«furw=1, 


{« = 1, 2, . . , «) 


^ f Ofur «i > t , 

(D) -f/feiiga» • • •.gan)tn-«+®l*« ^ S» ~ lc„+„ für «1 = 1 , 

fI(hUhi,- •.^«)« +Sig'»+« + Än4« = 0, 

H(hU Ai, ... , Ä5„)„+« - Sig;. - A„ = 0 . 

Nun ist nach dem Eulerschen Satz über homogene Funlctionen 

2n 

2Htei, g„ • • • . ga») = ’Si SiiJi 

oder infolge von (C). 

n 

2H(gi,g2? • • •^S2n) = Si2 (Soi^ri+ix ““ ^^agn + O 


und entsprechend 

2H (Al, /»a* • < *3») = ~ *«g«+«) • 

woraus offenbar folgt, daß ^(ga^n-ha — weht Null ist. 

« = 1 

Überdies ergeben die beiden ersten Gleichungen (C); 

(E) ^AiJ?(gi, gg, . . ., g2»)x + Si2^(Ä«A{n.« — Ä«A»+«) = 0, 
die beiden letzten Gleichungen (C): 

(F) ^giH(Ai , A,. . , Äan)x - Si2^(g«g'n+» “ g«gn+«) = 0 • 
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Geschwindigkeiten groß sind (was z B für den Fall, daß die zykhschen Koor- 
dinaten die Winkel sind, um die gewisse Schwungräder sich gedreht haben, be- 
deuten würde, daß diese schnell rotieren), dann die eine Hälfte der Schwingungs- 
penoden sehr lang, die andere sehr kurz ist. Die eine Hälfte ist nämhch den 
zykhschen Geschwindigkeiten direkt, die andere umgekehrt propoitional 

Poincar6 wies darauf lun ^), daß die Untersuchung der Stabilität 
nach der Methode der kleinen Schwingungen einige Möglichkeiten außer 
acht laßt, die tatsächlich Vorkommen Betrachten wir z. B. einen 
Massenpunkt auf der Innenseite einer glatten kugelförmigen Schale, 
die nut konstanter Winkelgeschwindigkeit um den senkrechten Durch- 
messer rotiert Ist die Schale völlig glatt, so ist das Gleichgewicht des 
Massenpunktes in der tiefsten Stelle zweifellos stabil, da die Rotation 
der Schale dann keinen Einfluß auf ihn ausubt. Findet aber die genngste 
Reibung zwischen dem Massenpunkt und der Schale statt, und über- 
schreitet die Winkelgeschwindigkeit der Schale einen gewissen Wert, 
so sucht der Massenpunkt seinen Weg nach außen auf einer Spirale bis zu 
der Stelle, an der er mit der Schale rotiert wie die Spitze eines konischen 
Pendels. 


§ 85. Beispiele von Schwingungen um einen stationären 
Bewegungszustand. 

Zur Erläuterung behandeln wir eine Reihe von Beispielen für 
Schwingungen um einen stationären Bewegimgszustand. 

1 Em Massenpunkt durchläuft den Krets r = a, x = h in dem xyhndrischen 

Kraftfeld m%t der potentiellen Energie V — (p(r,i), um r^ = x^-\- ist und — = 0 

dz 

se%n soll für r == a, z = b. Man hesUmme d%c Bedingungen für die Stabilität der 
Bewegung 

Setzen wir 

A'==rcoa^. y = rsin^, 

so hat der Punkt mit der Masse m die kinetische und potentielle Energie 
V==^(r,z) 

Der zykhachen Kooidiiiate i? entspricht das Integral mr^ff^h, wo k eino 
Konstante ist. Das abgoänderte kinetischo Potential ist daher 


R = T—V— kf}. 

— tp(r, z) 


Für die stationäre Bewegung muß 


dr 


= 0 , 


ds 


0 


A2 

2mi^ 


Acta Math Bd 7, S 259. 1885- 

*) Dies Beispiel ist von Laanb: Proc. Roy. Soc. Bd. 80, S. 168. 1908. 


§ 85 Beispiele von Scliwingungen um emen stationären Bewegungszustand 


217 


sein Die letztere Bedingung ist durch die Voraussetzung erftillt; die erstere 
ergibt = mn^dtplSa Daher ist 


2 2 


d(p 


Setzen wii 


r=a-\-Q. s = b-\-C 


und vorn aclildssj gen wii (Hieder von höherem als zweiten Grad in e und f, so ist 


/>’ Y »' t'“ H- 




Da keine in q oder t Unearon Glieder auftreten, stimmt das Problem im 
wcsüutlichcn mit demjenigen der Schwingungen um eine Gleichgewichtslage 
iibercin Die Stabilitätsbedingung (§ 79) ist demnach, daß 

f''* (t« 0 + Y 9’») + ^ 

eine positiv dofniito Form sein muß, d h daß {^ipaa + ’J"'?’») Vni~ 9’»» Tu 

beide positiv sind. Dies ist die gesuchte Stabilitätsbedingung der stationären 
Bewegung. 

Zusatz Beschreibt ein Punkt der Masse 1 emo ebene Kreisbahn vom Radius a 
unter Einwirkung einer Zentralkraft im Kreismittclpiinkt, wobei fp{Y) die poten- 
tielle Eiuirgie und r der Abstand vom Mittelpunkt ist, so ist das abgeänderte 
kincüscho Potential 

wü y = rt + £) ibL, so daß dio Stabilitätsbedingung lautet 

3 

T»a -H - T. > 0 

Die Periode eiiioi Schwingung um die Kreisbewegung ist dann gleich 

2 JT H" ~ 7’«!’ * 

2. Mayx bestimme die Periode der Schwingungen um die siatwndre Kreis- 
bewegung für einen Massenpunkt, der sich unter dem Etnfluß der Schwere auf einer 
Rotationsfläche mit senkrechter Achse bewegt. 

Die Fläche habe die Gleichung z = f(r), wo z, r, (p Zylindcrkoordinaten 
faind und die Symmetrieachse der Fläche mit der £f-Achse zusammenfällt. Erhält 
der Massenpunkt in einem behebigen Flächenpuiikt in Richtung der wagerechten 
Tangente eine geeignete Anfangsgeschwindigkeit, so beschreibt er auf der Fläche 
einen wagerechten Kreis mit konstanter Geschwindigkeit. Es sei a der Radius 
dieses Kreises und die Masse des Punktes gleich l, was die Allgemeinheit mcht 
beschränkt. 

Das kinetische Potential ist 

£ = ^gz, 

= J f* (1 + /(»-)») + i - ff/(r) . 

Der zyldisclien Koordinate {)• entapriebt das Integral r* ^ = Ä; das ab- 
geänderte kinetische Potential des reduaerten Systems ist daher 

Ä = i ,»(1 + /'(,-)«) - gfir) - Ä»/2r« . 
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Das Problem ist damit auf die Bestimmung der Schwmgungen um die Gleich- 
gewichtslage für ein System mit einem Freiheitsgrad und dem kinetischen Poten- 
tial R zurückgeführt. Die Gleichgewichtsbedmgung lautet 

ldR\ 

Daraus folgt 

Ä = J + /'(»•)2) _ gf{r) - ga»/'{a)i2 

Setzen wir »- = «-1-5, wo e klein ist, und entwickeln wir nach Potenzen 
von Q, so ist 

Ä = I e»(i + /'(<!)>) - 1 gQ»[f"{a) + I m) 

Die Bewegungsgleichung 

d / l dp / öq ~ ^ 

lautet daher 

e{i + /'(«)“) + ge (/"(«) + 1 /'(«)) = 0 . 

Die Stabilitätsbedingung lautet 

n«) + |/'(fl)>o. 

und die Schwingungspenode ist 


2£rr l+/'(fl)8 U 
V7l/"W + 3/»/fl / 


Aufgabe, Die Fläche sei ein nach oben geöffnetes Rotationsparaboloid mit 
senkrechter Achse Man zeige, daß die Schwingungspenode gleich 



ist, wo l den Halbparameter des Paraboloids bedeutet. 

3 Dte Schwingungen um die stationäre Bewegung eines auf einer rauhen Ebene 
spielenden Kreisels zu bestimmen 

Es sei A das Trägheitsmoment des Kreisels um eine zu der Symmetrieaclise 
senkrechte Gerade durch die Spitze, i? der Winkel der Achse gegen die Senkrechte, 
M die Masse des Kreisels, h der Abstand des Schwerpunktes von der Spitze. Wir 
haben in § 71 gesehen, daß nach Reduktion des Systems auf Grund der zykhschen 
Koordinaten <p und ip der Winkel durch Integraüon der Bewegungsgleichung 
desjenigen dynamischen Systems gefunden wird, das bestimmt ist durch das 
kinetische Potential 


R = -Ad^- (“ — &costf)8 
2 2 A sm®d 


— Mgh cosi? , 


wo fl und 6 von der Anfangsbewegung abhängige Konstanten sind 

Es seien « und n die Werte von d und v bei der stationären Bewegung. Dann 
ist (§ 72) 


An*cas« Mgh — bn , AnaiB?« = a — hcosoi . 

Um die Schwingungsbewegung des Kreisels um diesen stationären Bewegungs- 
zustand ra untersuchen, setzen wir {^ = ix-\- x, wo x klein ist, und entwickeln R 
nach steigenden Potenzen von x unter Vernachlässigung höherer als zweiter Po- 
tenzen. Nach Ehnnnation von fl, b mit Hilfe der beiden letzten Gleichuneen er- 
halten wir für Ä den Wert 


Ä = i.<4 A* — 4 . 4 sin» a -f. (» cos « — MghlAn.]*} . 
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Daher ist die Bewegungsgleichung für x 

S: + {«2 sin®« -f- (« cos« — MghfÄn)^} x = 0 

Da der Koeffizient von x positiv ist, ist dieser stationäre Bewegungszustand 
stabil. Die Periode einer Schwingung hat die Größe 

2jr{«® — 2 Mgh cosajA + . 

4 Der aufrechte Kreisel, 

Für diejemge stationäre Bewegung des Kreisels, bei der « = 0, die Kreisel- 
achse also ständig senkrecht aufwärts genchtet ist, während der Kreisel um sic 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotiert, muß die in dem vorigen Beispiel 
angewandte Methode abgeändert werden Denn nun ist die stationäre Bewegung 
mit einer kleinen Konstanten a als Schwingung um die zu « = 0 gehörende 
stationäre Bewegung aufzufassen So werden wir hier zwei voneinander unab- 
hängige Perioden von Normalschwmgungcn erhalten, denen im vorigen Beispiel 
die Penode der stationären Bewegung und die Periode der Schwingung um letz- 
tere entsprechen 

Wie in § 71 sind die kinetische und potentielle Energie des Kreisels 

+ JCO/i + (^cosi?)2, 

V = Mgh cos f )‘ . 

Der zyklischen Koordinate t/; entspricht das Integral 
h C(ip -{• (p cos d") . 

Nach der Reduktion hat das lanetischo Potential des Systems den Wert 


R SS \A ^ A sin® ^ -\-b rp cos d' — Mgh cos ff 

In den beiden letzten Gliedern kann cos ff durch cos ff — 1 ersetzt werden, 
da die so hinzugefügteu Glieder — h w und Mgh aus den Bewegungsgleichungen 
herausfaUen 

Da (p während der ganzen Bewegung klein ist, führen wir an Stelle von ff 
und (p die Koordinaten f, t) ein, die bestimmt sind durch die Gleichungen 
f =s sm cos (p , ?; = sin sin 99 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir unter Vernachlässigung der höheren 
als quadratischen Glieder in 

(p^m^ff = ^ 7 } — , 

1 — cos^ = J (^3 4- 77=) . 

Daher ist 


Die Bewegungsgleichungen lauten 


oder 


d , 

(dR\ 


d /ÖÄ\ 

dt 



dt \ Öl) / 


Al^bfi^Mgh^ = 0, 


AY} + bk — Mghri = 0 

Ist 2:rr/|/r dl© Penode einer Hormsüschwmgung, so erhalten wir nach Ein- 
führung von f = = in diese Differentialgleichungen und Eh- 

mination von J und K die Gleichung 

-XA-Mgh tbfi 

— ib^X —XA—Mgh 
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oder 

{XA ^Mgh)^-b^X = 0. 

Die beiden Wurzeln dieser in X quadratischen Gleichung ergeben die den 
beiden Normalschwingungen entsprechenden Werte von X. Wir müssen diese 
Wurzeln also näher untersuchen. 

Die quadratische Gleichung hat die Lösung 

X = {6“ - 2AMgh + b{b^ - 4AMgh)^} , 

daher ist 

^ {6 + (&® - 4AMgh)i} . 

Demnach sind die Werte von ]/I reell oder mcht, je nachdem 6® großer oder 
kleiner als A-MAgb ist Im ersteren Fall ist die stationäre Rotation um die 
Senkrechte stabil, im letzteren labil 

Bei der labilen Bewegung braucht sich die Kreiselachse mcht notwendig 
weit von der Senkrechten zu entfernen „Labil" bedeutet nur, daß für b^d^A Mgh 
die gestörte Bewegung sich bei einer verschwindend kleinen Störung nicht einer 
mit der störungsfreien Bewegung zusammenfallenden Grenzform nähert 

Tatsächhch kann die Kreiselachse, wenn b^ — 4AMgh zwar negativ, aber 
sehr klein ist, bei dieser labilen Bewegung ständig in der Nähe der Senkrechten 
bleiben Die größte Abweichung von der Senkrechten kann aber in diesem Pall 
bei gegebenen b nicht behebig klein gemacht werden, indem man die Aniangs- 
störung klein genug wählt^). 

§ 86. Schwingungen von Systemen mit veränderlichen 

Bindungen. 

Unterliegt ein d5mamisclies System einer mit der Zeit veränderlichen 
Bindung (bewegt sich z. B. ein Massenpunkt des Systems auf einem 
glatten Draht oder einer Fläche, die gleichmäßig um eine gegebene Achse 
roheren), so enthält die kinetische Energie nicht notwendig nur Glieder 
zweiten und nullten Grades in den Geschwindigkeiten, sondern möglicher- 
weise auch lineare Glieder. In den Schwingungsgleichungen eines der- 
artigen Systems treten also im allgemeinen gyroskopische Glieder auf, 
auch wenn die Schwmgung um eine relative Gleichgewichtslage statt- 
findet. Die Integration kann nach den für Schwingungen um einen 
stationären Bewegungszustand entwickelten Methoden ausgeführt 
werden. Das folgende Beispiel diene zur Erläuterung. 

Aufgabe Man bestimme die Perioden der Normalschwingungen eines schweren 
Massenpunkies um seine Gleichgewichtslage im tiefsten Punkt einer Fläche, die mit 
konstanter Winkelgeschwindigkeit co um eine Senkrechte durch den Punkt rotiert. 
Es seien x,y,z die Koordmaten des Punktes bezogen auf von der Fläche 
nutgeführte Achsen, von denen die jf-Achse senkrecht aufwärts zeigt, während 
die ^-und y-Achse Tangenten an die Krümmungslinien im tiefsten Punkt der 
Fläche smd. Die Gleichung der Fläche sei 

z = 1- h Gheder höherer Ordnung. 

1) Eine Untersuchung der Stabihtät des aufrechten Kreisels von Klein 
fmdet sich. Bull, Amer, Math, Soc. Bd. 3, S. 129, 292. 1897. 
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Die kinetische und potentielle Energie des Massenpunktes sind 

T = ^ ywf -I' (y - 1 - + -“1 . 

V — Mgjs 

Das Schwingungsproblem hat daher das kinetische Potential 
/, = {lä -I- j/2 -1- 2^(1}- - V.i) + £->3(1“ -j- j-a)j I ) • 

Die Bewegungsgleichungen lauten 

dt\d\) dl ' dl^dy) dv 

oder 

T - 2riiy -1- 1 (— - fü^l — D , 

\qi ) 

^ -j' 2(i}A -j~ y (~ — 0 

Ist 23tl^'X die Periode einer Normalschwingung, so folgt (nach Einführung 

von X =3 y — m die Differenilnlgleichung und Elimination von A 

und B): 

— 7. — or -|- — 2u}i^K 

2<o l ]0. - X — nr -f g/(/a 

oder 

(7. -I — u/L>t)(X I- fu-* - A'/«a) - '0 

Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung lu X boatiinmcu die Perioden 
der Normalschwingungen 
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1. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer Kurve, die sich gleichförmig um 
eino feste Achse dreht Dabei hilngt die potentielle Energie ^'(s) des M.issen- 
punktes allein von seiner durch den Kurvenbogen s bestimmten Lage ab. Man 
zeige, daß die Periode einer Schwingung um eino relative Ruhelage auf der Kurve 
gleich 


2^ 


/ ^ , I 


rdrldsU- i 
dVjdsjf 


ist, wo r den Abstand des Massenpunkles von der Achse bedeutet. 

2. Man bestimme die Schwingungen eines massiven, wagerecht liegenden 
Kreiszylinders, der auf der Innenseite eines wagerechten Hohlzylinders mit fester 
Achse rollt Man zeige, daß das äquivalente mathematische Pendel die Länge 
[h —■ a)(Z M -\- yn)l{2M + m) besitzt. Dabei ist b der Radius, M die Masse 
des äußeren Zylinders, a der Radius, m die Masse des inneren Zylinders. 

3. Eine dünnwandige halbkugelfürmige Schale von der Masse M und dem 
Radius a befindet sich auf einer rauhen wagercchten Ebene. Ein Punkt der Masse m 
hegt auf ihrer glatten Innenseite Das System vollführe kleine Schwingungen, 
wobei die Rahn des Massenpunktes und der Schwerpunkt der Schale in einer 
Ebene liegen sollen. Man zeige, daß die Normalschwingungcn die Perioden 
2^/|/^, 2 Jr/]/Ä^ haben, wo Xi, X^ die Wurzeln der Gleichung 


inaXg — (g — aX){ig — g aX)M = 0 

sind. 

4. Ein Faden der Länge 4 ä ist in gleichen Abständen mit drei Gewichten 
m, M, m belastet und in zwei Punkten B symmetriscli aufgeliängt. M soll 
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kleine Schwingungen in der Senkrechten ausführen Man zeige, daß das äqui- 
valente mathematische Pendel die Länge 

a cosöc cos — ß) cos {oc — 
sinÄ cos^Ä + ^mß cos^ß 

hat, wo «, ß dxQ Neigungen der Faden teile gegen die Senkrechte sind 

5 Em homogener Stab der Länge 2 a ist an einem kurzen Faden der Länge l 
auf gehängt Man zeige, daß die Schwmgungsdauer an genähert im Verhältnis 
1 + 9ll32a i größer ist, als die Dauer einer Schwingung des Stabes um eines 
seiner Enden sem würde 

6 Em elhptischer, durch zwei zu semer Achse senkrechte Ebenen begrenzter 
Zyhnder ruht auf zwei zueinander senkrechten festen glatten Ebenen, die beide 
gegen den Horizont um 45° geneigt sind Man zeige, daß es zwei stabile und 
zwei labile Gleichgewichtslagen gibt, und daß im ersteren Fall das äquivalente 
mathematische Pendel die Länge 

. ab(a^ + i*)/2 1/2 (» - 6)«{a + £) 

hat, wo a und b die Längen der Halbachsen bedeuten 

7. Ein rauher Kreiszyhnder vom Radius a und der Masse tn ist so belastet, 
daß sem Schwerpunkt den Abstand h von der Achse hat. Er liegt auf einem Brett 
von gleich großer Masse, das sich auf emer glatten wagerechten Ebene bewegen 
kann Das System erfahre in einer stabilen Gleichgewichtslage eine genüge 
Störung. Man beweise, daß das äquivalente mathematische Pendel die Länge 
Ä2/Ä + !(«-“ hat, wo mk^ das Trägheitsmoment des Zylinders um eine 
wagerechte Achse durch seinen Schwerpunkt ist 

8. Ein Ende eines homogenen Stabes der Länge b und Masse m ist mit einem 
Punkt emer glatten senkrechten Wand durch ein Gelenk verbunden, das andere 
Ende m gleicher Weise mit emem Punkt der Oberfläche einer homogenen Kugel 
der Masse M vom Radius a, die an die Wand gelehnt ruht. Man zeige, daß die 
Schwingungen um die Gleichgewichtslage die Periode 2gTlP haben, wo 

{siny5 sin®(Ä — /?) + J cos« sin(« ^ ß) ^ sin^ff cos^yff} 

= , ^ (a sin« cos®« -f- b sin^ff cos®jff) 
ab cos« ' irr/ 

ist, während «, ß gegeben sind durch 

a sin« + t sin — a = 0 , 

(i w + M) tgß — Af tg« = 0 . 

9 In emem dünnwandigen Kreiszyhnder von der Masse M und dem Radius 6, 
der auf emer rauhen wagerechten Ebene ruht, befindet sich eme rauhe Kugel 
von der Masse ftt und dem Radius a. Das System erfahre eme Störung in emer 
Ebene senkrecht zu den Erzeugenden Man bestimme die Gleichungen der end- 
lichen Bewegung und zwei intermediäre Integrale. Man zeige ferner, daß für 
eme kleine Bewegung das äquivalente mathematische Pendel die Länge 

14M(ö — a)l{\OM -{- 7w) 

(Camb Math. Tripos, Part I. 1 899 ) 

iO. Eme Kugel vom Radius c wird auf emen wagerechten zu emer EUipse 
mit den Achsen 2a. 2 2/ gebogenen Draht gelegt Man zeige, daß die Dauer einer 
Schwingung um die stabile Gleichgewichtslage unter dem Emfluß der Schwere 
mit derjenigen emes mathematischen Pendels der Länge / übereinstimmt, die ge- 
geben ist durch b^dl = (a® — &2) (da -f- Ä®) , wo ä® = 2c®/5, — i® ist. 

11 Ein Rhombus, der aus vier durch Gelenke verbundenen homogenen glei- 
chen Stäben der Länge a besieht, hegt auf einer glatten wagerechten Ebene, 
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Ein Winkel sei gleich 2 ä. Die einander gegenüberliegenden Ecken sind durch 
gleichartige elastische Schnüre der natürhchen Länge 2 a cos «,2a sin « verbunden 
Eine Schnur werde leicht gedehnt und der Rhombus alsdann losgelassen Man 
zeige, daß bei der darauf folgenden Bewegung die Perioden, während deren die 
eine b^w andere Schnur ausgedehnt ist. sich verhalten wie 

{cos«)* . (sin«)2. 

12 Ein Punkt der Masse m ist durch n gleiche elastische Schnüre der natür- 
lichen Länge a mit dem festen Eckpunkt eines regulären w-Ecks verbunden, dessen 
umschriebener Kreis den Radius c hat Man zeige, daß der Punkt bei einer kleinen 
Verrückung m der Ebene des Polygons aus der Gleichgewichtslage geradlinige 
harmonische Schwingungen ausführt, für die das äquivalente mathematische 
Pendel die Länge 2mgacln X{2c — a) hat, daß dagegen für Schwmgungen senkrecht 
zu der Ebene des Polygons die äquivalente Pendellänge gleich mgaclnX{c — a) ist, 
wo I den Elastizitätsmodul der Schnüre bedeutet 

(Camb Math. Tnpos, Part 1 1 900 ) 

13 Die Energiegleichung eines Massenpunktes lautet 

/(i) = 2(p(x) + konst , 

und (f^{x) verschwindet für x ^ a. Es sei 93 ( 2 P) [x) die erste für x = a nicht ver- 
schwindende Ableitung von <p{x). Man zeige, daß eine Schwingung um x — a 
die Penode 

__4 /Kl/2iö) (J-\2p)fia)7rY 

hat, wo h den Wert von x — a für die stärkste Abweichung bedeutet. (Eihott ) 

14 Der Schwerpunkt eines Kegels, der im übrigen die gewöhnliche kinetische 
Symmetrie in bezug auf den Scheitel besitzt, hegt um die Strecke c von der Achse 
entfernt Der Kegel vollführe Schwingungen auf einer wagerechten Ebene Man 
zeige, daß er einem mathematischen Pendel von der Länge 

(cos(xlMc)[A sin^« -f- C cos®«) 


äquivalent ist, wenn die Ebene rauh ist, dagegen emem Pendel von der Länge 
(cos«/iWc}(sin®«/.r4 -f cos®«/C) , 

wenn sie glatt ist. 

1 5 Eme Anzahl gleicher homogener Stäbe der Lä.nge 2 a ist m den Enden 
mit emem Punkt gelenkig verbunden und wie die Stangen eines Regenschirms 
in gleichen Winkelabständen angeordnet Dieser aus den Stäben gebildete Kegel 
wird über eme glatte ruhende Kugel vom Radius h gestülpt, wobei alle Stäbe 
die Kugel berühren, und ruht im Gleichgewicht Das System werde em wenig 
angestoßen, so daß das Gelenk an der Spitze kleine senkrechte Schwingungen 
um die Gleichgewichtslage volliührt Man zeige, daß diese die Penode 
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/ a 1 -j- 3 sin®«\i 
lsg 1 -j- 2 sm®«/ 


sin*« 


besitzen, wo sin öc/cos®ä = a/ö ist. (Camb Math Tnpos, Part I. 1896.) 

16 Eme schwere rechteckige Platte wird m wagerechter Lage durch vier 
leichte elastische Schnüre an den Ecken m emem senkrecht über ihrem Mittel* 
punkt gelegenen festen Punkt symmetrisch aufgehängt. Man zeige, daß die senk- 
rechte Schwingung die Penode 


hat, wo c der Gleichgewichtsabstand der Platte von dem festen Punkt, a die 
Länge einer halben Diagonale, Ä = (a® + c®)i, X der Elastizitätsmodul ist. 
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17. Ein schweres Ebenenstück hängt im Gleichgewicht wagerecht an drei 
senkrechten undehnbaren Schnüren ungleicher Länge Man zeige, daß die Nonnal- 
schwingungen bestehen aus 1 Rotationen um zwei senkrechte Geraden m einer 
Ebene durch den Schwerpunkt der Aufhängepunkte, wenn jedem als Masse die 
reziproke Länge der Schnur beigelegt wird, 2 emer wagerechten Schwingung 
parallel zu dieser Ebene 

18 Ein homogener Stab der Länge 2 a ist um em Ende beweghch aufgehängt; 
von dem anderen geht ein Faden der Länge b aus, der in einem Punkt der Ober- 
fläche emer homogenen Kugel vom Radius c befestigt ist. Die Massen des Stabes 
und der Kugel seien gleich Man bestimme die Bewegung des Systems bei einer 
geringen Störung seiner senkrechten Anordnung und zeige, daß die Perioden sich 
aus der Gleichung bestimmen 

labc^i^ - gfi^{6bc + \9ca + Saft) + + iSb + 2U)-f=0. 

19 Ein homogener Draht in Form emer EUipse mit den Halbachsen a, h 
ruht auf einer rauhen wagerechten Ebene so, daß die kleine Achse senkrecht auf- 
wärts zeigt Em Punkt gleich großer Masse hängt an einem dünnen Faden der 
Länge l vom höchsten Punkt herab Man zeige, daß die Schwmgungen m einer 
senkrechten Ebene die gleiche Periode haben wie die Schwingungen eines mathe- 
matischen Pendels der Länge x, die bestimmt ist durch die Gleichung 


{x{3b — 2a^/b) -}- Sb^ + k^} = 0 , 


wo k der Trägheitsradius um den Schwerpunkt ist 

20. Die Enden eines dünnen undehnbaren Fadens sind an zwei festen, m gleicher 
Höhe befindlichen Stiften angebunden, deren Abstand 3/* der Fadenlänge beträgt 
Der Faden geht durch zwei glatte Ringe, die an den Enden eines homogenen 
geraden Stabes befestigt smd, der halb so lang ist wie der Faden. Der Stab hängt 
wagerecht im Gleichgewicht und erhält in der senkrechten Ebene durch den Faden 
emen kleinen Anstoß. Man zeige, daß zu Beginn der Bewegung die Normal- 
koordmaten als Funktionen der Zeit gleich Lco 3 {pt -\- ot) und ß) 

sind, dabei bedeuten und —q^ die Wurzeln der Gleichung; 
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21 Em schwerer homogener Stab der Länge 2a, der von einem festen Punkt 
an einem Faden der Länge b herabhängt, erfährt eme germge Storung seiner senk- 
rechten Lage Man zeige, daß die Normalschwmgungen die Perioden 2^lPi und 
271 IP 2 haben, wo p], pl die Wurzeln der Gleichung 

abp* — (4fl + 3b)gp^ + 3g2 0 

sind 

22 Eme Kreisscheibe der Masse M ist durch eme Schnur aus ihrem Mittel- 
punkt an emem festen Punkt aufgehängt. Em Punkt der Masse m ist in emem 
Randpunkt P der Scheibe befestigt Man stelle die Gleichungen der Bewegung 
in emer senkrechten Ebene als Funktionen der Winkel und 9? auf, die OC und 
CP mit der Senkrechten bilden, und zeige, daß bei emer Schwmgung des Systems 
um die Gleichgewichtslage die Perioden dieser Koordinaten bestimmt smd durch 

(M -f w){p^a — g) {(M + 2m) cp^ — 2mg) = 2m^cap^ , 

wo a die Länge des Fadens OC und c den Radius der Scheibe bedeutet. 

23 Eine halbkugelfdrmige Schale vom Radius 2b steht auf einem glatten 
Tisch, so daß die Ebene ihres Randes wagerecht ist. Dann befindet sich im Gleich- 
gewicht eine rauhe Kugel vom Radius 6, deren Masse gleich i/* der Masse der 
Schale ist. Es erfolge eme kleme Verrückung m einer senkrechten Ebene durch 
die Mittelpunkte der Kugel und der Schale. Man zeige, daß die dadurch eintretende 
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Schwingung die Perioden 25r/^, und 2nlp^ hat. wo und p] die Wurzeln der 
Gleichung sind 

\S6h^x^ — 260bxg -j- 7Sg^ = 0 - 


24. Eine homogene Kreisscheibe von der Masse w und dem Hadius u wird 
auf einer glatten wagerechten Ebene im Gleichgewicht gehalten durch drei gleiche 
elastische Bänder mit dem Elastizitätsmodul X, der natürlichen Länge und 
der Strecklänge l. Die Bänder smd an der Scheibe in den Endpunkten dreier 
um den gleichen Winkel gegeneinander geneigter Radien befestigt, ihre freien 
Enden m Punkten der Ebene in der Verlängerung dieser Radien Man zeige 
daß diQ Scheibe die Schwmgungsperioden 


2Ji{fx/{2l - /(,)}* und 2 j ^ {fÄal^{a + - /o)}^ 

besitzt, wo fM = 2mllj3X ist (Camb Math Tnpos. Part I I898.) 

25 Ein Massenpunkt beschreibt einen Kreis unter dem Emfluß einer An- 
ziehungskraft im Zentrum, die der «ten Potenz der Entfernung proportional ist 
Man zeige, daß dieser Bewegungszustand für « < —3 labil ist 

Man zeige ferner, daß für eme nait varuerende Kraft die Bewegung 

stabil oder labil ist, je nachdem der Radius des Kreises kleiner oder größer als ci ist 

26 Ein Massenpunkt bewegt sich im freien Raum unter der Wirkung einer 
dem reziproken Quadrat des Abstandes proportionalen Zentralkraft und eines 
konstanten Kraftfeldes Man zeige, daß eme gleichförmige Kreisbewegung eine 
mögliche stationäre Bewegungsform darstellt, daß sie aber nur dann stabil ist, 
wenn der Kreis vom Kraftzentrum aus gesehen auf emem geraden Kreiskegel 
hegt, dessen halber Scheitelwinkel größer als arc cos ist 

27 Ein Massenpunkt durchläuft gleichförmig eme Kreisbahn unter der Ein- 
wirkung zweier Kraftzentren, deren Anziehungskräfte dem Quadrat der Entfernung 
umgekehrt proportional smd Man beweise, daß die Bewegung stabil ist, wenn 
3 cos '& cos 97 < 1 ist. Dabei smd ^ und 93 die Winkel, unter denen em Radius des Krei- 
ses von den &aftzentren aus erschemt (Camb Math. Tnpos, Part. I 1889) 

28 Em schwerer Massenpunkt wird an der Innenfläche eines nach oben ge- 
öffneten Kegels mit senkrechter Achse wagerecht geworfen Der ursprüngliche 
Abstand von der Spitze sei c, der halbe Scheitelwinkel a Man suche die Be- 
dingung dafür, daß der Punkt einen wagerechten Kreis beschreibt Man zeige 
weiter, daß die Dauer einer Schwingung um diese stationäre Bewegung mit der- 
jenigen emes mathematischen Pendels der Länge i/j c/cos ä überemstimmt 

29 Durch den Mittelpunkt einer Kreisscheibe ist senkrecht zu ihrer Ebene 
em dünner Stab geführt, dessen Länge gleich dem Radius der Scheibe ist. Man 
zeige, daß das System bei senkrechter Lage des Stabes nur dann wie ein Kreisel 
spielen kann, wenn die Geschwindigkeit eines Randpunktes der Scheibe größer 
ist als die Geschwindigkeit, die ein Körper durch einen Fall aus der Ruhelage 
m emem Fallraum gleich dem zehnfachen Radius der Scheibe erlangen würde. 

30 Em symmetrischer Elreisel rotiere mit senkrechter Achse so schnell, daß 
die Bewegung stabil ist Man zeige, daß die beiden Bewegungsformen, die sich von 
dieser stationären Bewegung wenig unterscheiden und durch einfache harmo- 
nische Funktionen der Zeit bestimmt sind, die Grenzformen stationärer Bewe- 
gungen sind, bei denen die Achse wemg gegen die Senkrechte geneigt ist, daß ferner 
die Schwingungspenode der Grenzwert derjemgen ist, die zu einer stationären 
Bewegung mit klemer Achsenneigung für verschwmdende Neigung gehört 

31. Ein Ende eines homogenen Stabes der Länge 2a. dessen Trägheitsradius 
um em Ende gleich k ist, beschreibt zwangläuiig erneu wagerechten Kreis vom 
Radius c mit konst^ter Winkelgeschwindigkeit ca. Man zeige, daß, wenn die 
Bewegung stationär ist, der Stab in der senkrechten Ebene durch den Kreismittel- 
punkt hegt und mit der Senkrechten den Winkel « emschließt, der bestimmt ist durch 

-f ac/sin«) = ag/cosötf . 
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Man zeige, daß die Normalschwingungen die Perioden 2 ;r/^a 

wo ^3 die Wurzeln der Gleichung bedeuten 

sma — (jül^ac){h^X^ sin« — co^ac — cü^ä^ sin®«) = 4cü^Ä*ii^3in®«cos®« . 

(Camb Math Tnpos, Part I. I889) 

32 Man untersuche die Bewegung eines konischen Pendels, das durch eine 
kleine senkrechte harmonische Schwingung des Aufhängepunktes m seiner statio- 
nären Bewegung gestört wird Kann die stationäre Bewegung durch eine solche 
Storung labil werden? 

33 Der Mittelpunkt einer Seite eines homogenen Rechtecks wird festgehalten, 
während seine Verbindungsgerade mit dem Mittelpunkt der gegenüberhegenden 
Seite gezwungen ist, mit konstanter Winkelgeschwindigkeit einen Kreiskegel 
vom halben Scheitelwmkel « zu beschreiben Das Rechteck sei im übrigen frei. 
Man bestimme die moghchen stationären Bewegungsformen und beweise, daß 
die Schwmgungsdauer um einen stabilen stationären Bewegungszustand gleich 
der durch sm« dividierten Umlaufszeit ist 

34 Em Rotationskörper, der eine zu seiner Achse senkrechte Symmetrie- 

ebene durch den Schwerpunkt besitzt, hängt an einem Faden der LÄiige b, der 
an emem Ende der Achse befestigt ist, von emem festen Punkt herab Die Achse 
hat die Länge 2 a ikf sei die Masse des Körpers, A , A , C seien seine Hauptträg- 
heitsmomente im Schwerpunkt Der Körper erfahre eine geringe Storung m 
dem stationären Bewegungszustand, bei dem seine Achse und der Faden senk- 
recht genchtet sind, während er mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit um 
die Achse rotiert Man zeige, daß die Normalschwingungen die Perioden 2 ^//?, 
und 25T//Ja haben, wo die Wurzeln der Gleichung 

Ma^gp^ = {g — bp^){Mag + Cnp — Ap^) 

sind 

35 Em symmetrischer Kreisel dreht sich mit senkrecht aufwärts gerichteter 
Achse, während seme Spitze m einem festen Lager ruht Ein zweiter sich gleich- 
falls drehender Kreisel wird auf den ersten gesetzt, wobei die Spitze auch in einem 
kleinen Lager ruht Man zeige, daß das System stabil ist, wenn die Gleichung 

{Megx^ + Cör + ) {(MV -f Mh)gx^ + C'S^x + [A' + MÄ®)} = 

lauter reelle Wurzeln hat. Dabei smd ß, Ü' die Rotationsgeschwindigkoilen 
des oberen bzw unteren Kreisels, M, M' ihre Massen, C, C* ihre Trägheitsmomente 
um die Figurenachsen, A, A' ihre Trägheitsmomente um wagerechte Achsen 
durch die Spitzen, c, c* die Abstände der Schwerpunkte von den Spitzen, h der 
Abstand der Spitzen voneinander (Camb. Math. Tnpos, Part I. 1898.) 

36 Ein homogener Körper rotiert auf einer glatten wagerechten Ebene in 

stabiler stationärer Bewegung mit der Wmkelgeschwindigkeit co um die Senk- 
rechte durch Berührungspunkt imd Schwerpunkt Er ist symmetnsch in bezug 
auf zwei Ebenen durch die Senkrechte. Die Hauptkrümmungsradien in dem 
Berührungspunkt smd q^. Die Trägheitsmomente um die Hauptachsen im 
Schwerpunkt (die den Krümmungslinien parallel smd) sind A und J5, dasjemge 
um die Senkrechte ist C. Der Schwerpunkt liegt um a = < 2 ^ -f =» -j- öa 

über dem Berührungspunkt Der Körper hat das Gewicht Xco^. Man. zeige, daß 
die Bewegung stabil ist, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

I {X -f- A — C'){Xa^ -{- B — C) ^ 0 , 

II X(a^A -\-a^B)<AB ^(A -C)(B~C). 

III Der Wert von X darf nicht zwischen den beiden Werten 

(A+B-C){iB{aj,A - C)}* - C)a}*]«/(M - ««B)* 

gelegen sem, wenn die vorkommenden Wurzeln beide reell sind. 

(Camb Math Tnpos, Part I. 1897.) 



Achtes Kapitel. 

Nicht “holonome Systeme. Systeme mit 
Energiezerstreuimg. 

§ 87. Lagrangesche Gleichungen mit unbestimmten 
Multiplikatoren. 

Wir gehen nunmehr zur Untersuchung nicht-holonomer dynamischer 
Systeme über. Nach § 25 ist in einem solchen System die Zahl der zur 
Bestimmung der Systemkonfiguration zu beliebiger Zeit notwendigen 
unabhängigen Koordinaten q^, * . .,qn großer als die Zahl der Frei- 
heitsgrade, weil das System einer Reihe von Bindungen unterliegt, die 
selbst keine Arbeit leisten sollen und dargestellt werden durch eine An- 
zahl mcht-integrabler^) Idnemalischer Relationen der Form 

+ • • * + = 0 = , m), 

wo Aj 2 , . . A,^,n, Tj, Tg, . . r,„ gegebene Funktionen von 

?' 2 . • • •> ?» und t sind. 

Das bekannteste Beispiel eines solchen Systems ist ein Körper, der zwang- 
läufig auf einer gegebenen festen Fläche rollt, ohne zu gleiten. Die Bedmgung 
dafür, daß kein Gleiten stattfindet, wird durch zwei Relationen von dem obigen 
Typ auagediückt Ein noch einfacheres Beispiel bietet ein Rad rmt scharfem 
Rand, das auf emem horizontalen Blatt Papier roUt wie bei dem Integraphen 
von Abdank-Abakanowicz und dem Pascalschen Integrator Das Rad bewegt 
Sich nur in seiner eigenen momentanen Ebene, denn die Reibung an dem scharfen 
Rand verhindert ein Seitwärtsgleiten. Sind x, y die rechtwinkligen Koordinaten 
des Berührungspunktes mit dem Papier, (p das Azimut der Ebene des Rades, so 
lautet die mcht-holonome Bedingungsgleichung 

dy — t%<pdx = 0 

Ist die Zahl der kinematischen Relationen, so ist n — m die 
Zalil der Freiheitsgrade. Wir können die Lagrangeschen Bewegungs- 
gleichungen auf ein derartiges System nicht direkt anwenden. Wohl 
aber lassen sie sich derart verallgemeinern, daß wir die Diskussion der 
Bewegung nicht-holonomer Systeme in derselben Weise ausführen 
können wie die der holonomen Systeme. 

Wären diese Relationen integrabel, so heßen sich einige der Koordmaten 
fii, ? 2 * ■ • • > als Funktionen der anderen darstellen. Die n Koordinaten wären 
i[go — im Gegensatz zu unserer Annahme — nicht voneinander unabhängig. 

15 * 
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Die Konfiguration eines nicht-holonomen Systems zu beliebiger 
Zeit sei durch die Koordinaten • • -»qn völlig bestimmt. Die 

zugehönge kinetische Energie sei T, und die durch die nicht-holonomen 
Bindungen verursachten kinematischen Bedingungen seien dargestellt 
durch die Relationen 


“h . . . + + T^^dt = 0 (^ = 1, 2, . . w). 

Nun steht es uns frei, das System entweder als diesen kinematischen 
Bedingungen unterworfen zu betrachten oder als unter der Wirkung ge- 
wisser äußerer Zusatzkrafte stehend, nämlich derjenigen, die von den 
Bindungen ausgeübt werden müssen, damit das System die kinematischen 
Bedingungen erfüllt. Wir entscheiden uns vorläufig für die letztere 
Auffassung. Es sei 

+ • • • + Qn^^n 

die von diesen Zusatzkraften an dem System geleistete Arbeit bei einer 
willkürlichen Verrückung (^^i, ^$'2» • • > ^?n) (die nunmehr nicht der 
Beschränkung unterliegt, daß sie mit den kinematischen Bedingungen 
vertraglich sein muß), und es sei 


Qi^^l + + • ' • + Qn^^n 

die an dem System von den ursprünglichen äußeren Kräften bei dieser 
Verrückung geleistete Arbeit. Da die Einführung von Zusatzkräften 
an Stelle der kinematischen Bedingungen das System holonom gemacht 
hat, lassen sich die Lagrangeschen Gleichungen anwenden. Daher 


sind 


d_ _ 
dt \dqj 


dqr 


= Qr + Q'r 


{r = i, 2, .... n) 


die Bewegungsgleichungen des Systems. 

Die Kräfte Q{,Qi, • ^ ^,Qn sind unbekannt; aber sie haben die 
Eigenschaft, bei einer jeden mit den momentanen Bindungen verträg- 
lichen Verrückung keine Arbeit zu leisten. Infolgedessen ist die Größe 


Qidqi + Qi dq^ + * . . + ^^ 5 '» 

Null für alle Werte der Verhältmsse dq-^ \dq^ die den Glei- 

chungen 

Aiidq^ + A^kdq^ -|- . . . -f- Anhdqy^, = 0 
genügen. Dazu ist notwendig, daß 


Q'r — ^lAri + l^Ar2+ • + w (r = 1, 2, , . w) 

ist, wo die Großen ij, ^21 • • •» von r unabhängig sind. Daher haben 
wir im ganzen die n m Gleichungen: 

d (dT\ oT ^ , 

dt\dqj Bq^ Ö»* H“ H“ ^2‘^r2 H" • • • “f* (^“ 1 * 2 ,..,«), 

+ -^2*^2 + • * . + Ani^q^ + Tjfc = 0 (Ä = 1, 2, . . ., w). 
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und diese reichen hin zur Bestimmung der « + m unbekannten Großen 
$' 2 ^ • • •» • • •> Problem ist damit auf die Integration 

dieses Gleichungssystems zuruckgeführt^) . 

§ 88. Bewegungsgleichungen, bezogen auf beliebig bewegte 

Achsen. 

Die im vorigen Paragraphen entwickelte Methode hangt wesenthch 
ab von der Zurückführung des nicht-holonomen Systems auf ein holo- 
nomes System vermöge der Einführung der durch die Bindungen be- 
dingten Kräfte. In der Praxis geschieht dies häufig am bequemsten 
dadurch, daß man die Bewegungsgleichungen für jeden Körper des 
Systems getrennt aufsteUt. Überdies ist es oft vorteilhaft, ein weder im 
Raum noch im Körper festes Bezugssystem zu verwenden. Daher wollen 
wir nunmehr die Bewegungsgleichungen eines starren Körpers für ein 
Achsensystem aufstellen, das sich um seinen Ursprung m Schwer- 
punkt des Körpers beliebig bewegt^). 

G sei der Schwerpunkt des Körpers, Gxyz das bewegte Achsen- 
system. Die Geschwindigkeitskomponenten des Schwerpunktes nach 
diesen Achsen seien u, v, w, die Komponenten der Winkdgeschwindig- 
keit des Bezugssystems Gxyz nach den Achsen selbst seien 
die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers nach den 
Achsen seien < 0 ^, co^, CO 3 . Dann bewegt sich (§ 64) der Schwerpunkt G 
so, als ob auf die in ihm konzentnert gedachte Gesamtmasse M des 
Körpers die sämtlichen äußeren Kräfte wirkten. (Dabei smd die Zwangs- 
krafte mit Ausnahme der molekularen Reaktionen zwischen den Massen- 
punkten des Körpers mitzurechnen ) Diese äußeren Kräfte soUen in 
Richtung der Achsen Gxyz die Komponenten Z, Y , Z besitzen. 

G hat in der Richtung G x die Geschwindigkeitskomponente «, daher 
(§ 17) die Beschleunigungskomponente Demnach be- 

steht die Gleichung 

Af {ü — + i 

die die Form erhalten kann 



wo T die kinetische Energie des Körpers als Funktion von v, w, 

CÜ 2 » CÜ 3 bedeutet. Entsprechende Gleichungen ergeben sich für die 
Bewegung des Schwerpunktes G in Richtung der Achsen Gy und Gz, 

1) Die Ausdehnung der Lagrangeschen Gleichungen auf mcht-holonome 

Systeme stammt von Ferrers • Quart Journ Math, Bd 12, S 1. I871; C Neumann: 
Leipziger Berichte Bd 40, S 22 1888, und Vierkandt Monatshefte f Math u 
Phys Bd 4, S. 31 1892. 

2) Bei der Anwendung dieser Methode wählt man die Achsen gewöhnhch 
so, daß die darauf bezügliclien Trägheits- und Deviationsmomente konstant sind 
Diese Bedingung ist für dio Methode aber nicht wesenthch. 
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Wir betrachten nun die Bewegung des Körpers relativ zum Schwei - 
punkt Gj die (§ 64) von der Bewegung von G unabhängig ist. Nach §§ 62, 
63 ist das Moment der Bewegungsgi'oße des Körpers um die Achse Gx 
gleich dT/da)^. Die Zunahme des Moments der Bewegungsgröße um 
eine im Raum feste und momentan mit G x zusammenfallende Achse ist 


demnach 


£ 

dt 




dT 




dT 


Sind L, M, N die Momente der äußeren Kräfte um die Achsen Gxyz, 
so haben wir (§ 40) die Gleichung 



und zwei entsprechende Gleichungen. 

Demmch ist dte Bewegung des Körpers bestimmt durch die sechs 
Gleichungen ^ 



Man beachte, daß diese Gleichungen tatsäclilicli Lagrangeschc 
Bewegungsgleichungen für Quasikoordinaten sind, demnach mit Hilfe 
des Satzes in § 30 abgeleitet werden könnten. 


Aufgabe Der Ursprung der bewegten Achsen sei im Körper nicht fest, son- 
dern habe die Geschwmdigkeitskomponenten «g, «3 in den momentanen 
Achsenrichtungen. 1^1, ^3 seien die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit 

der Achsen m bezug auf diese selbst, üj. t/g, Wg die Gcschwindigkeitskomponentcii 
des im Augenblick mit dem Ursprung zuaammenfELllendon Korperpunktes, 
füg, cog die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers gleichfallb 
in bezug auf die bewegten Achsen. Man zeige, daß die Bcwcgungsgleichungen 
in der Form geschrieben werden können 






d 1 

'ör'i 


dT 

+ 

da 

ÖT 





dt ' 

1 A/j/ 

— 

dv2 

öva 





d / 

'3r\ 


dT 



dT 





dt \ 

dv^j 

dv^ 

+ 


dv^ 





d / 

äT\ 

-d. 

ÖT 

+ 


ÖT 





dt \ 

dvj ' 

dvi 

dv2 

d 

ldT\ 


dT 

-j“ w. 

dT 

“ 1^3 

ÖT 

+ 


ÖT 

d t 

XdtoJ 

“«8 

dV2 

“ A;, ■ 

d(Ü2 

Öft), 

d 

ldT\ 


er 

+ «1 

dT 

-d, 

ÖT 

+ 


dT 

dt 


“«1 

cb, 

' ÖVi 

dwg 

^3 

d(Oi 

d 

/dr\ 


ÖT 

+ W; 

6T 


6T 

+ 


ÖT 

dt ' 

\d(üj 



'■dvt ■ 

-da 


00)2 


y. 


== A, 






wo Xt Yt Z, L, M, N die Komponenten und Momente der äußeren Kräfte in 
bezug auf die bewegten Achsen bedeuten. 
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§ 89. Anwendung auf spezielle nicht-holonome Systeme. 

Zur Erläuterung der Theorie der nicht-holonomen Systeme betrach- 
ten wir jetzt eimge Beispiele. 

Aufgabe 1 Eine Kugel rollt auf einer festen Kugel 

Es soll die Bewegung einer rauhen Kugel vom Radius a und der Mstsse m 
bestimmt werden, die — einzig unter der Wirkung der Schwere — auf einer festen 
Kugel vom Radius b rollt 

h, 'd‘t (p seien die Polarkoordinaten des Berührungspunktes, bezogen auf den 
Mittelpunkt der festen Kugel, mit der Senkrechten als Polarachse Wir wählen 
bewegte Achsen G ABC, wo G der Mittelpunkt der bewegten Kugel ist, G C die 
Verlängerung der Verbindungslinie der Kugelmittelpunkte, GA die Wagerechte 
senkrecht zu GC, GB das Lot auf GA und GC in Richtung wachsender ‘d- 

In bezug auf diese Achsen ist, in den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 

^ ^ » ^8 = 9? cosij^ , 

u = — [a -\-b) ^ sin , v = [a -\-h)d , w = 0 , 

+ + (wj -f 

Bedeuten F, F' die Komponenten der Kraft in dem Berührungspunkt in den Rieh 
tungen GA und GB, so ist 

X = F, y ==mgsinf> + F', 

L = F'a, M^-Fa, V = 0 

Die Bewegungsgleichungen des vorigen Paiagraphen gehen daher über in 
m{u — vd^) =iF = — larn (fij2 — ^^i Wi) » 

ni (ü + sin^ = F'= ^ am (coi — ' 0 '^ ^2 -h ^'^3) » 

— ^3 ctJi 4“ ^1 == 0 

Überdies sind u — a(o^ und i; -j- ßäJj die Gesell windigkcitskomponenten 
des BerQhrungspunlctes in den Richtungen GA und GB; daher lauten die kine- 
matischen Bedingungsgleichungen dafür, daß der Berühi ungapunkt nicht gleitet, 
u — aco^ — 0 , o+ßfOi = 0 

Nach Ehmination von F, F', coi, 012 erhalten wir 


u — V Üq — 7 tt'O'i 0^3 = 0 . 

V 4- wi 9’3 — ^ a ‘&2 W 3 — f g sin = 0 , 

Öig = 0 

Die letzte Gleichung ergibt «g — n, wo n konstant ist. Setzen wir für 
u, V, ^3 ihre Werte als Funktionen von <p in die beiden ersten Gleichungen 
ein, so folgt 

(ß 4 ö) ^ (T’ sini^) 4 ^ 9^ cos & = 

ut 7 

(a b) ^ — {a -i- b) (p^ cosf} sm^ 4 ? 7 ff sin^ = 0 . 

Die erste Gleichung läßt sich nach Multiphltation mit siii^ sofort inte- 
grieren und ergibt 

(a 4 9^ 4 7 « ^ cosi? = ä , 

wo Ä konstant ist Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit die erste mit 
(p sin^ und addieren, so erhalten wir wieder eme mtegrable Gleichung, aus der folgt 

10 ^ 

4 99® sm^^ -1 — “ - cos ^ = A , 

^ ^ 7 a + b 

wo h eine Konstante ist Dies ist die Energiegleichung des Systems.. 
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Die EUmination von q> zwischen den beiden intermediären Integralen ergibt 
(a + bf SLn”-l> . = - {ft - I a» cos )= - (« + b) sin“{> cos# -f ft (« + b)^ sin» # . 

woraus für cosi^ = ^ wird 

{a + b)^x^ = A (o + bf (1 anxf- -'fgia + b)x(i- x^) 

Das Polynom dritten Grades in ^ auf der rechten Seite ist positiv für = + <», 
neeativ für z = 1, positiv für gewisse reelle Werte von #, d h also für gewisse 
wLe von z zwischen -1 und + 1 Daher hat es eine Wurzel, die größer als 1 ist 
und zwei Wurzeln zwischen —1 und +1 Wir bezeichnen sie mit 
(5:ofy, cc3)ff, cosÄ, 
wo cos/?>cosöi; ist Dann ist 

(l£_i y(i+s)= f{(x -<lo\Y){x-cosß)ix - cosoc)}~^dx. 

\ 7 a i-b } ^ 

wo 8 eine Integrationskonstante ist. 

Für 

^ = -^ — - — ^ + y “"5 g ^ 30g(fl + b) 

wird daraus 

oder 

r = ^.7 (t-j- 8), 

WO die ^j-Funktion mit Hilfe der Wurzeln 


« 4- J =|{4 (Z - Ci) (r - es) (z - 


jeofy- 


7 A {(t + bf 


30g(rt + b) 

7h{a + + 7 

+ b) 

,2 L ^ rrS „2 


)■ 


|cos^ — 

f 7 Ä (a + 6)» + 7* \ 

|cos«- 30 ff(rt + ft) } 


}■ 


gebildet ist 


5^ 

U{(i + b) 

14(ö + &) 

_ 5^ 

14{a + &) V 

Die Größen e^, e^, smd reeU und befriedigen die Relationen 

ßi + + ^3 = ^ ' ^1 Ü> '■‘ä ^ 

Nun ist X' reell für reeUe Werte von t und liegt (da x* reell ist) zwischen 

COBOL und cQsß Daher ist ä: reell und liegt zwischen und Der imaginflj-e 
Teil der Konstanten s im Argument der ^-Funktion ist demnach die der Wurzel 
ßj entsprechende Halbperiode, die mit (o bezeichnet werde Der reelle Teil von 
e Vanr. durch geeignete Wahl des zeitlichen Nullpunktes zum Verschwinden 
gebracht werden Daher ist endUch 

14»+ft , , I 7ft(« + ft)*+ 7«“«® 

cos# = T-i- + + • 

Diese Gleichung stellt die Veränderhehe •& als Funktion der Zeit dar. Die 
zweite Koordmate (p des Mittelpunktes der bewegten Kugel finden wir durch 
Integration der Gleichung 

, Ä — ancos‘0 
^ “ {a -\-b) sin^^ 

Sie läßt sich ähnheh ausführen wie diejenige des § 72, die zur Bestimmung der 
Eulerschen Winkel als Lagenkoordinaten eines auf einer rauhen Ebene spielenden 
Kreisels diente. 
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Aufgabe 2 Eine rauhe Kugel rollt unter dem Einfluß der Schwere auf einer 
ruhenden rauhen Kugel. Es seien die größte bzw geringste Höhe ihres 

Mittelpunktes während der Bewegung, z die Höhe zur Zeit gerechnet von dem 
Augenbhck an, in dem z ~ war Man beweise, daß 

(^a — [p(i) — «a] = («2 — ^a) (^i — ‘’a) 

ist, wo Cj, £?o, t’s (= — reelle Größen sind, und 

Aufgabe 3 Eine Kugel rollt auf einer bewegten Kugel 

Wir betrachten die Bewegung einer rauhen Kugel vom Radius a und der 
Masse m, die unter dem Einfluß der Schwere auf einer zweiten Kugel vom Radius h 
und der Masse M rollt, die sich um ihren festgehaltenen Mittelpunkt drehen kann 
Es seien ff, <p die Polarkoordinaten des Berührungspunktes in bezug auf im 
Raum feste Achsen mit dem Ursprung im festen Kugelmittelpunkt Dabei soll 
die Achse ^ = 0 senkrecht aufwärts gerichtet sein 

Für die Aufstellung der Bewegungsgleichungen der Kugel m wählen wir 
wie in der ersten Aufgabe bewegte Achsen GABC, wobei GC die Verlängerung 
der Verbindungslinie OG der Kugelmittelpunkte und GA wagerecht ist 'd'^, 
seien die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Koordinatens3^ems in 
bezug auf die Achsen selbst, oi^, 0)3, die Komponenten der Winkelgeschwmdig- 
keit der Kugel m in bezug auf dieselben Achsen Dann ist wie in der Aufgabe 1 

§1 — —d a ^ » ff ^ = cp c.0^ d a 

u = — {a b) ^ fain if , v = (a h) d- , w = 0 , 

r = i w |t«ä + w“ + lu® + ((B? + fi)S + 

Sind F, K die Komponenten der auf die Kugel m iin Berührungspunkt wirkenden 
Kraft in den Richtungen GA und GB, so ist 

X=F. Y^mgsmff-\-F', 

L = F'aa M^--Faa N = 0 
Daher werden die Bewegungsgleichungen 

(1) W (W — ü l>g) = F = — jj rt W (tUa — l9i füg + iJg füi) , 

(2) m{v — mg sin {f =1 F' = I am — 1^3 cüg + ffi ^3 ) » 

(3) <«3 — &2 «1 + twa = 0 

Um die Bewegung der Kugel M zu bestimmen, legen wir bewegte Achsen 
parallel zu GABC durch den Punkt 0 seien die Komponenten der 

Winkelgeschwindigkeit der Kugel in bezug auf diese Achsen. Dann gilt für die 
Kugel M 

T=^M + + 

und ihre Bewegungsgleichungen lauten 

(4) — I ö Af (I?2 ^1 ^3 “I" ^3 ^ 1 ) J 

( 5 ) + = 

(6) — f^2 ^1 H“ ^1 ^2 “ ^ 

Die Bedingungen dafür, daß im Berührungspunkt keine Gleitung statt- 
findet, sind 

(7) « — • a («a = ö *^2 • V -f- a Q)]^ = —b ßj . 

Zur Integration dieses Gleichungssy^tems multiplizieren wir die Gleichungen 
(3) und (6) mit a bzw. b und addieren Dann wird unter Berücksichtigung von (7): 

a cOß b ßg -|- u ff-^ V ‘d ‘2 = 0 

oder 

acog-{‘b Qg = 0 , 
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Die Integration ergibt 

a o)^ bÜ^ = a n , 

wo n konstant ist 

Überdies folgt aus den Gleichungen (4) und ( 7 ) 

(m fl (üj b ßg V ~~~ l9’g fl ^ 1 ) ^ 

Die Ehmination von F und cog zwischen dieser und Gleichung ( 1 

ergibt 

7 iW + 5 w 

(w — ü) = fl w 1^2 


oder 

(A) 


2M 


^ nv Ä n 2M an -0 


ergibt 

oder 

(B) 


Ähnlich folgt aus den Gleichungen ( 5 ) und ( 7 ): 

lM(—v — fl c6i — w *^>3 + fl ^3 cüg + 6 ^2 ^3) = -P' • 

Die Ehmination von F' und tUj — zwischen dieser und Gleichung ( 2 ) 


S w + TM 
2M 


d' ^ sm cos ^ — 


(ü + « i!>g) = fl n '&2 + 

5 (M m)g sin ■& 


S{M -\^w) 
2M 


g sint 


(5 w + 7i^) (<» + &) 


fl + Z; 5w + 7Ä/ 


2M 

-- r -„r <pSini 

IM I *7 iL/ * 


Nun haben die Gleichungen (A) und (B), aus denen ^ und (p als Funltiioncn 
von t zu bestimmen sind, im wesenthchen den gleichen Charakter wie die Bc- 
stimmungsgleichungen von 1 ? und <p in der ersten Aufgabe Die früheren Glei- 
chungen lassen sich tatsächlich aus den vorliegenden ableiten, wenn M sehr gi oO gegen 
m angenommen wird Daher ist die Integration hier genau wie dort auszuführen. 

Aufgabe 4- Eine homogene Kugel rollt auf einer rauhen wagcrechtcu Ebene 
unter Wirkung von Kräften, deren Resultante durch ihren Mittelpunkt geht 
Man zeige, daß der Mittelpunkt sich bewegt wie ein Massenpunkt, auf den die 
gleichen, aber im Verhältnis 5 : 7 vei kleinerten Kräfte wirken 

Aufgabe 5 Man bilde die Bewegungsgleichungen für emo rauhe Kugel, die 
unter dem Einfluß der Schwere auf der Innenseite eines geraden Kieiszylinders 
rollt, dessen Achse um den Winkel ä gegen die Senkrechte geneigt ist Man zeige, 
daß, wenn für die Kugel ^ a® ist, wo a den Radius und k den Trägheits- 
radius um einen böhebigen Durchmesser bedeuten, und wenn sic luht, während 
die axiale Ebene durch ihren Mittelpunkt mit der senkrechten axialen Ebene 
den Winkel ß einschließt, der Mittelpunkt in Richtung der Achse, wenn dieser 
Winkel gleich ist, die Geschwindigkeit 


^{^gb^ cos®ä\J/ 
2 \ sin a / \ 


sm J '& arc 



+ cob 5 {f aic cos 



besitzt, wo ö + fl der Zyhnderradius ist 

(Camb. Math. Tripos, Part 1. 1895 ) 

Weitere Beispiele findet man bei Woronetz* Math. Ann Bd. 70 , S. 4 t 0 . 191 I. 


§ 90. Schwingungen nicht-holonomer Systeme. 

Wir tmtersuchen nun die kleinen Schwingungen eines nicht-holo- 
nomen Systems Für Schwingungen um eine Gleichgewichtslage erweist 
sich dabei der Unterschied zwischen holonomeii und nicht-holonomen 
Systemen als unbedeutend. 
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Wir betrachten also die Schwingungen um eine Gleichgewichtslage 
eines nicht-holonomen Systems mit n unabhängigen Koordinaten und 
n — m Freiheitsgraden, dessen Bindungen von der Zeit unabhängig 
sind. T sei die kinetische, V die potentielle Energie, fxir das Schwingungs- 
problem somit T eine homogene quadratische Funktion von ji, J 2 , . . 

V eine homogene quadratische Funktion von beide mit 

konstanten Koeffizienten. Die n Gleichungen vom Typus 

+ -^2*^2 + • • • + “0 (Ä = 4 , 2, . . . , m) 

sollen die nicht-holonomen Bindungen ausdrücken, die Bewegungs- 
gleichungen lauten nach § 87 

Ä (»' = 1.2 n). 

Aus diesen Gleichungen sehen wir, daß Xy Ag« • • ^ allgemeinen 

klein von der Ordnung der Koordinaten sind. Für das Schwingungspro- 
blem haben wir demnach nur die konstanten Teile von • ■ • » 

zu berücksichtigen. Die Schwingung verläuft also gerade so, als ob 
die Koeffizienten A^-^, . . , Anm von den Koordinaten unabhängige 

Konstante waien. In diesem Falle lassen sich aber die Gleichungen 

+ +^ni9» = 0 (Ä = l,2, . .,m) 

integileren. Sic ergeben 

+ - • • + = 0 (Ä = 1, 2, . . ., w), 

denn die Integrationskonstanten sind alle Null, da das Wertsystem 
5'i = 0, q^=^0, qn — ^ 

eine mögliche Lage des Systems bestimmt. 

Dalier stimmt die Schwingungsbewegung des gegebenen nicht- 
holonomen Systems überein mit derjenigen des holonomen Systems, 
dessen Bindungen sich in der integrierten Form 

+ + ■ •^n»?»=0 {k=i,2,. .,m) 

dai'stellen lassen. Wie können also die Schwingung dadurch bestimmen, 
daß wir vermöge dieser Gleichungen m der Koordinaten q^, ^ 2 » • • 
aus T und V eliminieren. Dann erhalten wir ein holonomes System von 
n — m Freiheitsgraden, dessen kinetische und potentielle Energie als 
Funktionen von n — m Koordinaten und den zugehörigen Geschwmdig- 
keiten dargestellt sind. Die Schwingungen dieses S 5 ^tems lassen sich nach 
dem im vorigen Kapitel entwickelten üblichen Verfahren bestimmen. 

Als Beispiel betrachten wir das folgende Problem^) ; 

Eine schwere homogene Halbkugel ruht %m Gleichgewicht auf einer rauhen 
wagerechten Ebene mit der gekrümmten Seite nach unten. Eine zweite schwere homogene 

Angegeben von Frau Kerkhoven-Wythoff : Nieuw Ärchief voor Wiskunde 
Deel IV. 1899- 
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Halbkugel ruht in gleicher Weise auf der rauhen Begrensungsebenc der ersten, und 
der Berührungspunkt der Mittelpunkt der Fläche Das Gleichgewicht erfahre 
eine geringe Störung, man bestimme die Schwingungen des Systems 

Als Bezugsachsen wählen wir* 

1 ein in der oberen Halbkugel festes rechtwinldiges Achsensystem Z^xy z 
mit dem Ursprung im Schwerpunkt Z^l 

2 em in der unteren Halbkugel festes rechtwinkliges Achsensystem 
mit dem Ursprung im Schwerpunkt Zj^; 

1 em im Raum festes rechtwinkliges Achsensystem Rlmn, dessen Ur- 
sprung der Berührungspunkt der unteren Halbkugel mit der Ebene im Gleich- 
gewicht ist. 

Wir definieren diese Achsen weiter durch die Annahme, daß in der Gleich- 
gewichtslage die Achsen Z^z, Z-^^ und Rn senkrecht sind, also zusammenfallen, 
während die Achsen Zj x, Z^ ? und R l parallel sind, so daß also auch die Achsen 
Z^y, Z-^ri und Rm parallel sind 

Wir nehmen an, daß zur Zeit t die Koordinaten eines Punktes in bezug 
auf diese verschiedenen Achsensysteme untereinander verbunden sind durch die 
Gleichungen 

f = a + «jAf + + «3^ , 

^ + ßx^ -1- ß^y + Aa ^ - 

^ = y + yay + 

/ = +rt2^ + ß 3 C. 

tn = b + + 63C, 

= c -f- Cj? + C 2?7 + C3C 

Die 24 Koeffizienten dieser Transformationsfornielii bestimmen die Lage 
des Systems völlig für jeden behebigen Zeitpunkt Da das System aber nur sechs 
Freiheitsgrade besitzt, müssen I8 Beziehungen unter diesen Koeffizienten oder 
ihren Ableitungen bestehen Zwölf davon sind die üblichen Bedingungen der Gestalt 
0i\ 0c\ = 1 , <^lßx + <^2^2 "f“ ^zßz. = ^ * 

a\ -f- a^ ^3 = 1 , b-^ -(- Äj -|“ ^3 ^3 = 0 , 

die die Orthogonahtät der Achsen ausdrücken. Die übrigen sechs enthalten die 
Bedingungen des Berührens und des Rollens, die wir nunmehr aufbtellon 

Es seien R^, R^ die Radien der unteren und oberen Halbkugel, die 

Entfernungen der Schwerpunkte von den Begrenzungsebenen, also ^ 

^2 = 8 -^2 Berührungspunkt der oberen und unteren Halbkugel hat die 

Koordinaten 

ATj = — -7?2yi, 3/2 = “■2^2y2. ^2 = ^2 “■ ^’*2y3 

Die Bedingungen dafür, daß dieser Punkt gegen die untere Halbkugel in Ruhe 
bleibt, lauten 

« -f «1 JTg + «a ya + «3 ^2 = 0 , 

^ + A ^2 + ^2 ^2 + ^3 -^2 = 0 * 

y + yi ^2 +ysy3 + y3^2 = o- 

Die letzte Gleichung ergibt y + y3 = 0 - Diese Gleichung entsteht durch 
Differentiation aus der Gleichung 

^i~y “-y 3^2 = --^2. 

die die Bedingung des Berührens der beiden Halbkugeln ausspricht. Aus den beiden 
ersten Gleichungen dagegen folgt 

ä - «iRgyi - + Ä3 (/g - R^y^^) = 0 , 

ß ßi^i Yi — ßi -^2 y2 + ßz {^a ” ^2 Yz) = 0 
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Durch sie wird ausgedrückt, daß die obere Kugel auf der unteren rollt. Sie er- 
geben als erste Annäherung 

^ = ^3 (-^2 — h) > ß ßfi (-^2 ~ ^2) * 

integriert. 

a = «3 (i?2 — /g) , ß = (i?2 — /g) 

Entsprechend lautet die Gleichung für die Berührung der unteren Halb 
kugel mit der Horizontalebene 

C + Cg /i = Äi 

und die Bedingung des Rollens 

OC = C(^ {-^1 ^1) » & = &3 /j) . 

Damit haben wir die 18 Gleichungen, die die 24 Koeffizienten untereinander 
verbinden Wählen wir als die sechs unabhängigen Koordinaten des Systems 
«2* ßü» ^i« ^2» ^3i ^1 lösen wir die Gleichungen nach den übrigen 1 8 als Funk- 
tionen dieser Koeffizienten auf, so ergibt sich mit der notwendigen Annäherung 


^ — Yx (^2 — -^2) f 

<Ai= ^ “ J(«i + yi). 

«3= -Yi 
Ä = “ Öfg , 

ßo= 1 - 4{aH-/?5) 


a — Cj (/j — fij) , 

«1= i — 4(«a + 

«3= — Ci 

b = (i?i /j) , 
= ^2 » 

^2 ~ ^ — 4 (^2 4" 


r =-Rä + /i — /a{l — JCyf + ^S)}. c = — /i {1 — i(cf +63)}, 

?*2 ~ ßü» Cj = — &3 » 

}'3 = i-i(y? + /!3)- c,= 1 -J(c! + &S). 

Die potentielle Energie des Systems ist 

V := M^gc -j- M^g(c + Cj^oc + c^ß H- c^y) 
oder, bei Vernachlässigung höherer als zweiter Potenzen kleiner Größen, 

V/g = bl ^ ßlM^R^ 

-j- C\ (-'>3 R^M^) - 4 Jl^sÄg^lh + -A ^2^2YI 

Stellen wir nunmehr die Koordinaten l, m, n eines behebigen Punktes der 
oberen oder unteren Halbkugel als Funktionen semer Koordinaten m den Sy- 
Sternen ^ y ^ bzw C dar bilden für jede Halbkugel die Summe 

4^w -|- w- -j- w“) unter Vernachlässigung aller Glieder, die klein von höherer 

als zweiter Ordnung sind, und berücksichtigen, daß die Hauptträgheitsmomente 
im Schwerpunkt einer Halbkugel von der Masse M und dem Radius R gleich 
J M Ä*, M R^, ^ sind, so fmden wir für die kmetische Energie T des 

Systems 

2 F = ij. 4« (MiÄf -}- M^Rl) + i- «2 «3 M^Rl + = «S M^Rl 

+ bl {5? i?? Ml + Mg (JS ^ + RI)} + 203 ^ 3 Mg Rg (J-8 Ä2 + I ^ 1 ) 

+ llßlM^Rl + cl {äS RJMi + Mg(äij RI -f. J Äii?g -f- R\)} 

+ 2 ci yi MgRg (S Äi -f J-8 Äg) + iS yf MgÄi . 

Offenbar zerfallen die Bewegungsgleichungen m drei verschiedene S5reteme, nämlich 
1 . Die Gleichungen für die Koordinaten und äj . Sie enthalten keine 
Gheder in V Zu diesen Koordmaten gehören keine eigentlichen Schwmgungen. 
Tatsächhch erleidet das Gleichgewicht kerne Störung, wenn jede der Halbkugeln 
durch beliebige Winkel um ihre Rotationsachse gedreht wird Diese Gleichungen 
können wir also außer acht lassen; 

2 Gleichungen in den Koordinaten 63 und ß^, 
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3. Gleichungen für die Koordinaten und Diese sind offenbar denjenigen 
für Ö3 und 1^3 analog, so daß wir nur letztere zu untersuchen haben. 

Die Gleichungen für und fiß lauten ausführlich geschrieben: 

{ 5 »- Ml + M, (Ä? + Äi S, + RI) «2 (g- Äi + J J R^) 

+ g (Ü ÄiMi - S- a ff Mjif,/?, = 0 , 

ii + lg- ^2) h + 4 2- Ä2 Ä - S ? 63 + il ? ßi = 0 • 

Die zugehörige Determinantengleiclaxmg für A, wo 271 jVl eine Periode ist, lautet 

A B 
C D 

mit 

A = {lg RI M, + M,(ÄJ + i ÄiÄj + 12 RI)} >1 - ff (2 R^M, - J i?,M,), 

B = {iRi+U 

C = M^R,a Pi + -1» Ä,) A + S gM^R, . D==‘iR^l-«g. 

Sie ist eine quadratische Gleichung für A; offenbar sind ihre Wurzeln posi- 
tiv, wenn 

9R1M1 < 40 RoM^ 

ist. Dies ist die Bedingung für die Stabilität des Gleichgewichts. 

Die Schwingungen nicht-holonomer Systeme um einen stationären 
Bewegungszustand lassen sich am besten mit Hilfe der in § 88 ange- 
gebenen Bewegungsgleichungen untersuchen. Wir erläutern die Methode 
an dem folgenden Beispiel. 

Aufgabe. Ein Rotationskörper mit einer äquatorialen Symmetrieebene voll- 
führt eine stationäre Bewegung auf einer rauhen wagercchten Ebene, indem er mit 
senkrechter Äquator ebene und der Winkelgeschwindigkeit n um seine Achse rollt. Man 
bestimme die Periode einer Schwingung bei einer kleinen Störung der Bewegung. 

G sei der Schwerpunkt des Körpers, C und A seien seine Trägheitsmomente 
um die Achse und um eine zu ihr senkrechte Achse durch G. Das bewegte Bezugs- 
system sei Gxyz, wo Gz die Achse des Körpers ist, Gy senkrecht auf der Ebene 
durch Gz und den Berührungspunkt steht (so daß Gy wagerecht ist), und G x senk- 
recht auf der Ebene Gyz steht. F, F', R seien die Komponenten der im Be- 
rührungspunkt am Körper angreifenden Kraft, wobei F in der Ebene Gxz liegt, 
F' parallel Gy ist, R auf der Ebene senkrecht steht, 1^3 und cüg, Wg 

seien wie gewöhnlich die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit der Achsen 
und des Körpers, u, v, w die Komponenten der Geschwindigkeit von G in Rich- 
tung der bewegten Achsen. Ferner sei q der Krümm ung.sradius des Körper- 
meridians am Äquator, a der Radius des Äquatorkreise.s, ^ der Winkel von Gz 
mit der Senkrechten, qß der Winkel zwischen Gy und der Lage von Gy im un- 
gestörten System. Dann ist 

= cüj = — (f) sind' , = CÜ2 = ( 9 ' , cosi^ , 

und die kinetische Energie ist 

Die Gleichungen des § I8 ergeben demnach, wenn P der Berührungspunkt, 
PK das Lot aus diesem Punkt auf die Achse, G N das Lot aus G auf die wagerechte 
Ebene ist, 

M {ü — ü 79-3 -f- ze; 'd‘2) = F cos ß’ — (R — Mg) sin ß , 

M{v — wß^ + uß^) = R' , 

M{w — uß^-\-vß^ =z [R Mg) cos^ + R sini^ , 

^Cüi-.4cü2^3+Cw3^2= -R' -GK , 

Ad) 2 ~ Ccü^ßi + Ä(Oiß 2 =^-R^GN --R-NP, 

CC63 ^pf,px. 
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In diesen Gleichungen sind GK und NP positiv gerechnet in Richtung der 
positiven ;ir- Achse und der wagerechten Projektion dieser Richtung. 

Die Bedingungen dafür, daß in P keine Gleitung stattfindet, sind 

u cos'd' + zw sini^ GNcü 2 — 0 , 

V + PK • öjg — GK coi = 0 , 

und die Bedingung dafür, daß der Körper die Ebene berührt, ist 

w cos 19- — u sind' = A (_ gK cosd + PK sind) . 

Diese Gleichungen bestimmen die Bewegung in dem allgemeinen Fall, daß 
die Störung der stationären Bewegung nicht als klein vorausgesetzt ist. Wird diese 
Annahme aber gemacht, so ist 

a ^ 

= ^-\~ X > = V = —an rj , 

wo X, öj, V klein sind. Auch F, P', u, w, co^» ^2* sind klein, wählend R 
nahezu gleich Mg ist. Überdies ist NP — {Q — a)x- Die Gleichungen werden 
daher 

M (?/ + ^9-3) = — 7? -j- Mg . 

M^ =F', 

M{w — avi dl) — F , 

A co^ C n d^ = 0 , 

Aüj^ — Cndi ^ — ^S{q — ^) X > 

Cw — F'a 
w — aco^ =0 

7 ] acö =0 
wo 

coi = di — —(j) , C02 — d^ — X * d^ — O, 

Eliminieren wir P, P', R und ersetzen wir di, d^, d^, co^, co^ durch ihre Werte, 
so gehen die Gleichungen über in 

A ^ ~ Cn'x^O , 

A X A- NI a^) n j) M g {q — a) X M aw = 0 , 

Ccö — M a 7) , 
w = a X . 

71 = — a a>. 

Aus der dritten und fünften Gleichung erkennen wir, daß w und NuD, 
CU und 7 } also konstant sind. Die drei übrigen Gleichungen ergeben nach Elimina- 
tion von w 

A f — C n X == 0 , 

(M -j- A)x -j- (C -j- Ma^) n (p -j- Mg (g — a) X = 0 . 

Daher ist die Bestimmungsgleichung für x 

A(A -i- Ma^)x + {MgA (p - a) + Cn^{C + Ma^)}x^ 0 . 

Sie ergibt für eine Schwingungsperiode den Wert 

f A{A-\- Ma^) U 

^^[MgA [q — a) + Cn^(C + Ma^)! ' 
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§ 91. Systeme mit Energiezerstreuung. Reibungskräfte. 

Wir gehen nunmehr zur Untersuchung solcher Systeme über, für 
die das Prinzip von der Erhaltung der dynamischen Energie nicht mehr 
gilt, deren Energie vielmehr ständig in andere Formen (z B. Warme) 
übergefuhrt wird, die die Dynamik nicht kennt Wir betrachten zuerst 
Systeme mit Reibung, 

Berühren sich zwei mcht völlig glatte starre Körper, so laßt sich ihre 
Reaktionskrait imBerührungspunkt zerlegen in eine Komponente in Rich- 
tung der gemeinsamen Flachennormalen in dem Beruhrungspunkt, die als 
Normaldruck bezeichnet wird, und in eine Komponente in der gemein- 
samen Tangentialebene, die sogenannte Reibungskraft, Sie unterliegt 
dem folgenden experimentell gefundenen Gesetz Zwei Körper gleiten 
nicht aufeinander, solange die zur Verhinderung der Gleitung erforderliche 
Reibungskraft das fi-fache des Normaldrucks mcht überschreitet, wo eine 
nur vom Material der berührenden Oberflächen abhängige Konstante, der 
sogenannte Reibungskoeffizient, ist. Sobald die zur Verhütung des Gleitens 
erforderliche Kraft großer als der ^-fache Normaldruck ist, findet im Be- 
rührungspunkt eine Gleitung statt, und die auftretende Reibungskraft ist 
ja-mal so groß wie der Normaldruck, 

Painlevö hat nachge wiesen, daß die vier Annahmen — i daß die obigen 
Reibungsgesetze bestehen; 2 daß es starre Körper gibt, 3 daß der Normal- 
druck zwischen Körpern mcht negativ sein kann, 4 daß alle Beschleunigungen 
und Spannungen endlich sind — zusammengenommen in gewissen Fällen zu 
Widersprüchen gegen die Grundgesetze der Dynamik führen Man vergleiche 
die darauf bezüglichen Erörterungen von Painlevd, Lecomu, de Sparre und Klein' 
Comptes Rendus Bd 140, S. 635. 702, 847 1905. ebenda Bd 141. S 310, 401, 

546 1905; Klein: Ges, maih Abh, Bd 2, S 704 

Wir geben im folgenden Beispiele für die Bewegung von Systemen 
mit Reibungskräften. 

Aufgabe 1 Bewegung eines Massenpunkies auf einer ruhenden rauhen ebenen 
Kurve 

Ein Massenpunkt sei gezwungen, sich in einer ruhenden rauhen engen Röhre 
in Form einer ebenen Kurve unter der Wirkung solcher Kräfte zu bewegen, die 
nur von seiner Lage in der Röhre abhängen f{s), g(s) seien die Tangential- 
und Normalkomponente der Kraft pro Masseneinheit Dabei ist s der in der 
Bewegungsrichtung gemessene Abstand des Punktes von einem festen Punkt, 
gemessen längs der Röhre, R sei die Normalreaktion pro Masseneinlieit, fi der 
Reibungskoeffizient 

Da die Beschleumgung des Massenpunktes in Richtung der Tangente und 
Normalen die Komponenten vdv/ds und v^/q besitzt, wo v die Geschwindigkeit 
des Massenpunktes und q der Krümmungsradius der Kurve ist, so bestehen die 
Gleichungen 

dv II® 

= + R . 

a s Q 

G Amontons entdeckte daß die Reibung dem Normaldruck proportional 
ist Pans Mim, 1699, S. 206 
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Nach Elimination von R ist 


Q.f.L ^ , 

= 2/(5) + 2ns[s) 

Die Integration ergibt 

{f{s) + fi g(s) }ds. 

wo =jd s/(j und c eine von den Anfangsbedingungen der Bewegung abhängige 
Konstante ist 

Die rechte Seite der Gleichung ist eine bekannte Funktion von s, die mit 
F{s) bezeichnet werde Dann ist 



Zwischen s und f besteht demnach der Zusammenhang 


t-io-=l{F{s)}-Us 
Damit ist das Problem gelöst 

Aufgabe 2 Eiyi Kreisraifen der Masse M steht auf einer rauhen Ebene An 
einem Ende des wagerechten Durchmessers ist cm Punkt der Masse m befestigt. Man 
entscheidet ob der Reifen rollt oder gleitet 

Wir nehmen an, daI3 der Reifen rollen kann, und untersuchen, ob die für 
diese Bewegung erforderliche Reibung großer odei kleiner ist als die tatsächheh 
vorhandene, d h. als das ^^-fache des zugehörigen Normaldruclcs Der Reifen 
habe sich seit -Beginn der Bewegung um den Winkel ‘0' gedreht, und der Schwer- 
punkt des Systems habe in bezug auf die Wagerechte und die (abwärts genchtete) 
Senkrechte durch seine Anfangslage die Koordinaten a*, y 
Dann ist 


n m fl , 

X = aif — . (1 — cosi^) , 

M + w ' ' 


y = 


ma 

M -Jrm 


sin 0 , 


wo a den Radius des Reifens bedeutet. 

Die kinetische und potentielle Energie sind 

T = (1 — sin^) , 

V= — mga sm{}> 

Daher lautet die Lagrangesche Bewegungsgleichung 
d 

— [M + w(l — sini^)}] + ma^^^cos^ = mga cosff 


Für die Anfangsbewegung ergibt diese Gleichung 
2a'&(M + w) = mg» 


X = air = 


^ M + m 2(M + >«)« 


ursprünglich ist also 

mg 

2{M m)’ 

Ist nun F die Reibungskraft, R der Normaldruck, so ist also zu Beginn 

der Bewegung „ « . 

Z.— ^ — w(M + m) 

E — y + g 2 + 4 M w + w® 

Der Reifen wird daher rollen oder gleiten, ]e nachdem der Reibungskoeffi- 
zient größer oder kleiner ist als 

m {M -f- m) 

2 M^ 4 M j» + 


Whittaker, Dynamik 
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Aufgabe 3 Ein Massenpunkt bewegt sieb, unter dem Einfluß der Schwere 
auf einer rauhen Zykloide, deren Ebene senkrecht, deren Grundlinie wagerecht 
ist. fp sei die Neigung der Tangente gegen die Horizontale m einem behebigen 
Punkt, so daß die Zykloideugleichung lautet 

9 = 4fl sm(j9 

tge sei der Reibungskoeffizient Man zeige, daß die Bewegung dargestellt wird 
durch die Gleichung 

c e'/ ‘0- sin (^. + s) - cos . 

WO c eine Konstante ist 

§ 92. Von der Geschwindigkeit abhängige Widerstandskräfte. 

Die Bewegung eines Geschosses in der Luft gibt ein Beispiel für 
eine andere Art von Systemen mit Energiezerstreuung, da der Luft- 
widerstand von der Geschoßgeschwindigkeit abhangt. Man kennt kein 
allgemeingülliges Verfahren für die Lösung von Problemen, in denen 
derartige Kräfte auftreten. Ein SonderfaJl jedoch, der von praktischer 
Bedeutung ist, nämlich die Bewegung eines Geschosses unter Einwirkung 
der Schwere und eines Widerstandes, der einer Potenz der Geschoß- 
geschwindigkeit proportional ist, laßt sich folgendermaßen behandeln. 

Für kleine Geschwindigkeiten (unter 30 m/sec) ist der Luftwiderstand eines 
Geschosses nahezu dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional Für große 
Geschwindigkeiten (etwa 600 m/sec) ist der Lu ftwidei stand nllheiungsweise eine 
lineare Funktion der Geschwindigkeit 

Es sei V die Geschoßgeschwmdigkeit zur Zeit t, der Widerstand 
pro Masseneinheit, ?? die Neigung der Bahn gegen die Wagerechte, 
Q ihr Krümmungsradius. Die Beschleunigung des Geschosses hat in 
Richtung der Bahntangente und Bahnnormalen die Komponenten 
vdvjds und Daher lauten die Bewegungsgleichungen 
V d vjd s == —g sin # — äü” , 
v^Iq = g cos <9- 

Nach Division der ersten Gleichung durch die zweite erhalten wir 
1 dv tgi? _ k 

^n+l gCQSd' 

oder 

d / ^ \ ^ \ "1 

dd' \v'^) ü" df} \ cos g cosi9 ' 

Integration ergibt 
1 

7;'*cos"i 9- • gJcos”+^?9’ 

Diese Gleichung stellt v als Funktion von 'd dar. Die Gleichung 
=2 QgcoS'd^ bestimmt t durch 

^ J cos 
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und da v eine bekannte Funktion von ist, stellt diese Gleichung 
t als Funktion von d dar. Die rechtwinkligen Koordinaten x, y des 
Massenpunktes lassen sich nunmehr bestimmen aus 

x^fvcos&di, y=lvsm‘&dt. 

Damit ist die Losung des Problems auf Quadraturen zurückgefuhrt. 

Widerstandskräfte, die », »» oder av + bv^ proportional sind, untersuchte 
Newton- Frtnctpia Buch II, §§ 1. 2, 3 Der FaU eines einer beUebigen Potenz 
der Geschwindigkeit proportionalen Widerstandes wurde dann von Johann Ber- 
noulli 1711 untersucht 

D' Alenibert 8) zeigte, daß, wenn das Verhältnis des Widerstandes zur 
Masse des Geschosses bedeutet, die Integration ausführbar ist in den vier Fällen 

w = fl -|- bü», 

= fl -|~ b logü , 

« = fl?;"-fi?-|-bü"“, 

M r= fl (logü)” + R logv + b , 


wo fl, b, n willkürhche Konstanten, R eine weitere von ihnen abhängige bedeuten. 
Siacci***) fand viele weitere integrable Fälle, von denen der folgende er\vähnt sei 



/ 


du 

1 + fl (w — 1)" 


1 JL r 

2 1 H- & (« + f)' ’ 


wo fl, b, c, C willkürliche Konstanten sind Diese Gleichung bestimmt v als Funk- 
tion von «, die Zahl der auftretenden Gheder ist endheh, wenn c rational ist. 

Poisson^) entdeckte 1806, daß die Theorie der singulären Lösungen der Dif- 
ferentialgleichungen Anwendungen in der D 3 mamik findet, unter denen das Pro- 
blem eines Massenpunktes unter der Wirkung einer Widerstandskraft besonders 
bemerkenswert ist Die Bewegungsgleichung eines geradhnig bewegten Massen- 
punlctes unter Wirkung einer Widerstandskraft, die der Quadratwurzel aus der 
Geschwindigkeit proportional ist, lautet 

d vjd t= —av^ 

Ist c® die Anfangsgeschwindigkeit, so wird die Bewegung daxgestellt durch das 
allgemeine Integral 

V = {o — 


solange / < 2c/fl ist, danach durch die singuläre Lösung 

V = 0 


Aufgabe 1. Ein schwerer Massenpimkt fällt in einem Medium, dessen Wider- 
stand der Geschwmdigkeit proportional ist, aus der Ruhelage im Nullpunkt senk- 
recht herab Man zeige, daß er zur Zeit / die Strecke 


ll 


_£+i.e 

i“ /** 


-fit 


urückgelegt hat, wo fiv der Widerstand pro Masseneinheit ist 


1) Opera Bd I, S 502. 

®) Traiti de Viquihhre et du mouvement des fluides. Paris 1744. 
“) Comptes Rendus Bd. 132, S. 1175 1901 

Journal de VEcole Polyt. Bd, 6, Heft 13, S 60. 


16 * 
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Aufgabe 2 Ein schwerer Massenpunkt fällt in einem Medium, dessen Wider- 
stand dem Quadrat der Geschwindigkeit proportional ist, aus der Ruhelage itu 
Nullpunkt senkrecht herab Man zeige, daß er zur Zeit t die Strecke 

- logGDyi/g^r^ 

zurückgelegt hat, wo den Widerstand pro Masseneinheit bedeutet 


§ 93- Die Zerstreuungsfunktion von Rayleigh. 

Unterliegt ein System äußeren Widerstandskräften, die den Ge 
schwindigkeiten ihrer Angi'iffspunkte direkt proportional sind, so lassen 
sich die Bewegungsgleichungen des Systems m allgemeinen Koordinaten 
mit Hilfe der kinetischen und potentiellen Energie und einer einzigen 
neuen Funktion darstellen 

Die Energie, die dem System infolge der m dem Systempunkt m 
mit den Koordinaten x, y, z angreifenden Widerstandskraft bei einer 
willkürlichen Venuckung dx, dy, dz verloren geht, sei nämlich 

k^xdx-{- kyydy + k^zdz, 

wo Äj., kyy \ Funktionen von x, y, z allein sind. Die Bewegungsglei- 
chungen des für das System typischen Massenpunktes m werden dann 

m i = —k^X'^Xy 
my = — + y , 

= — Äa^r + Z, 

wo Xy y, Z die Komponenten der gesamten (äußeren und molekularen) 
auf den Punkt m wirkenden Kraft mit Ausnalime des Widerstandes sind. 
Wir definieren nunmehr eine Funktion F durch die Gleichung 

-F= > 

WO die Summation über alle Massenpunkte des Systems zu erstrecken ist. 
Die Zersireuungsfunktion F mißt demnach die zeitliche Abnahme der 
Energie des Systems infolge der widerstrebenden ICräfte q^, . 
seien die Lagenkoordinaten des Systems. 

Multiplizieren wir die Bewegungsgleichungen des Massenpunktes 
m beziehentlich mit summieren über alle 

Massenpimkte des Systems, so erhalten wir 



Wie in § 26 ist 




, \ ^ ldT\ dT 

^ dqj dt\dqj dq/ 


\ 
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wo T die kinetische Energie bedeutet, und 

wo Qi^qi + Q 2 ^q 2 + • • + Qrßqn Arbeit der äußeren Kräfte (init 
Ausnahme der Widerstande) bei einer wiUkm liehen infinitesimalen 
Verrückung bedeutet, wahrend 


ist 




dF 

dq. 


Demnach lassen steh die Bewegungsgletchungen des Systems m den 
Koordinaten q^, q^, . , q,^ darstellen in der Form 

d lbT\ dT BF 

dt lo?J dq, + Bq, “ 2, . , n). 

Aufgabe Die Widerstandskräfte sollen nur von den relativen (im Gegensatz 
zu den absoluten) Geschwindigkeiten ihrer Angriffspunkte abhängen, so daß die 
auf zwei Punkte (vg, <srg) wirkenden Kräfte die Komponenten 

- - ''»^ 2 ) . - Kiyi “ ^ 2 ) » - - ^ 2 ) 

und 

— — — ky(y^ — yi), — — z{) 

besitzen Man zeige, daß man die Bewegungsgleichungen in allgemeinen Ko- 
ordinaten mit dem Ausdruck 

i “ ^2)" + ^y(yi — y^^ + Är(-^i ~ -^a)^ 
als Zerstreuungsfunktion aufsteUen kann. 


§ 94. Schwingungen von Systemen mit Energiezerstreuung. 

Ist ein d 5 mamisches System charaktensiert durch seine kinetische 
und potentielle Energie und die Zerstreuungsfunktioii, so können wir mit 
ähnlichen Methoden wie irrt siebenten Kapitel an die Untersuchung der 
kleinen Schwingungen des Systems imi eine Gleichgewichtslage heran- 
gehen 

Um die Rechnung zu vereinfachen, wählen wir ein System nut nur 
zwei Freiheitsgraden. Wie in § 76 zeigt es sich, daß für das Schwingungs- 
problem die kinetische Energie und die Zerstreuungsfunktion als homo- 
gene quadratische Funktionen der Geschwindigkeiten, die potentielle 
Energie als homogene quadraitsche Funktion der Koordinaten, alle drei 
mit konstanten Koeffizienten, angesetzt werden können. 

Wahlen wir als Koordinaten diejenigen, die beim Fehlen einer 
Zerstreuungsfunktion Normalkoordinaten des Systems sein wurden, so 
erhalten wir für die drei Funktionen die Ausdrucke 

F = \(aql + + ö , 

v=UKq\ + h&. 
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WO ^ 1 , ^2 positiv sein sollen. Das Gleichgewicht würde also stabil sein, 
wenn keine zerstreuenden Kräfte vorhanden waren. 

Die Bewegungsgleichungen lauten 

d {8T\ dT dF 8V ^ 

?i + a?i + Ä?2 + Aig'i = 0, 

^2 + + ^?2 + ^ 2?2 = 0 • 

Wir versuchen, eine Losung dieser Gleichung zu finden durch den 
Ansatz 

Die Einfulirung dieser Werte in die Differentialgleichungen ergibt 
A{p^ + ap + X^) + Bhi>^^, 

Ahp + B{p^ ^ hp + X^) -^0 
Daraus folgt, daß p eine Wurzel der Gleichung 

X,)(j>^ + bp + )^)- = 0 

sein muß. 

Nehmen wir an, daß die zerstreuenden Kräfte verhältnismäßig klein 
sind, so daß die Quadrate der Großen a, Ä, b vernachlässigt werden 
können, dann bestimmen sich die Wurzeln der Gleichung leicht zu 

Nach Einführung der Wurzel p-^ finden wir aus der zweiten der A und 
B verbindenden Gleichungen 

B _ 

A Xi — ^2 

Eine partikulare Lösung der Differentialgleichungen ist demnach 

?i= e"‘*'**(co3yÄ^iJ + ^sinyi^^) , 

q^ = h (t cos t — sin fX^i) . 

Eine zweite partikuläre Lösung entsteht daraus, wenn wir i durch — % 
ersetzen. Folglich sind zwei unabhängige reelle partikuläre Losungen der 
Differentialgleichungen gegeben durch 

?1= ?!= (Ai-Ag)e-l“‘sinyÄ7< 

= y, = Äy'AiC“*“'cosyÄ7<. 

Also ist die allgemeinste mit gebildete reelle Lösung, 

?i = (^ ~ h) ■4«-i®‘sm ifl^t + e) 

= Ä yiTAe- i sin (yÄ; i + |. + e) , 
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WO A und £ reelle willkürliche Konstanten sind. Sie stellt eine Normal- 
scliwingung des Systems dar. Fugen wir clie entsprechende Losung' mit 
hinzu, so erhalten wh schließlich die allgemeine Lösung des Schwin- 
gungsproblems, nämhch 

^1= Wi “■ + e) + (y^i + j + r^ , 

= h j ^ j + (-^2 X-^ B sin {)jX^t+ y) 

wo A, B, £, y vier aus den Anfangsbedingungen der Bewegung zu be- 
stimmende Konstanten sind. 

Nun machen wir die weitere Annahme, die Reibungskräfte seien 
so beschaffen, daß das System ständig Energie verliert, daß also F 
eine positiv definite Form ist, d. h. ä und b positiv sind. Die letzten 
Gleichungen zeigen dann, daß die Schwingungen infolge des Auftretens 
der Faktoren und allmählich abklingen. Die Perioden der 

Normalschwingungen sind — wenn wir die Quadrate von a, h, b vernach- 
lässigen — die gleichen wie für eine Schwingung ohne Reibungskräfte. 
Bei einer Normalschwingung ist die Amphtude der Schwingung einer 
Koordinate klein gegen die Amphtude der Schwingung der anderen 
Koordinate, wahrend die Phasen der Schwingungen ständig um eine 
Viertelpenode gegeneinander verschoben sind. 

Eine ähnliclie Untersuchung fuhrt zu entsprechenden Ergebnissen 
für Systeme mit mehr als zwei Freiheitsgraden. Unter der Annahme, 
daß die Reibungskräfte klein, die Zerstreuungsfunktion und die 
potentielle Energie positiv definit sind, ergibt sich, daß die Perioden der 
Normalschwingungen (unter Vernachlässigung der Quadrate der Koeffi- 
zienten der Zerstreuungsfunktion) durch das Auftreten der Reibungs- 
kräfte nicht geändert wei’den, und daß die Schwingungen allmählich 
abklingen Sind ferner q^, . . .,qn die Normalkoordinaten des 
Systems ohne Reibungskräfte, dann gibt es eine Normalschwingung 
des Systems mit Reibungskräften, deren Schwmgungsamplituden in 
^2» • • -iQn klein sind gegen die Amplitude der Schwingung in q^, 

und deren Schwingungsphasen in q^, q^» • • -»qn ui'n eine Viertelpenode 
gegen die Phase der Schwingung in q^ verschoben sind. 

Aufgabe Man untersuche die Schwingungen eines Systems unter Einwir- 
kung periodischer äußerer Kräfte, die die gleiche Periode haben wie die freien 
Normalschwingungen des Systems, und weise die Bedeutung selbst kleiner zer- 
streuender lüräfte für diesen Fall nach. 

§ 95. Der Stoß. 

Die Energie eines djmamischen Systems Icann noch auf andere 
Weise verlorengehen^), z. B durch Zusammenstoß zum System ge- 

1) D. h. für das S 37 stem als dynamisches System verlorengehen, die Energie 
wird mcht vernichtet, sondern erscheint in anderen Formen, z. B. als W^me. 
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höriger Körper. Ein Zusammenstoß verursacht im allgemeinen eine 
Abnahme der dynamischen Energie. 

Die analytische Untersuchung des Zusammenstoßes gründet sich 
auf das folgende experimentell gefundene Gesetz^) Bei dem Stoß 
zweier Körper stehen die Betrage der relativen Geschwindigkeiten der ein- 
ander berührenden Oberflächen, deren Richtung senkrecht zu den Ober- 
flächen angenommen wird, unmittelbar vor und nach dem Stoß in einem 
bestimmten Verhältnis zueinander, das nur von dem Material der Körper 
abhängt. 

Dieses Verhältnis wird gewöhnlich mit — e bezeichnet. Köiper, für 
die e = 0 ist, heißen unelastisch. 

Das allgemeine Problem des Stoßes ist demnach auf das Problem 
einer Stoßbewegung zuruckgefuhrt, bei der die unbekannten Stoß- 
kräfte in dem Berührungspunkt der Körper aus der Bedingung zu 
bestimmen sind, daß die Änderung der relativen Nonnalgeschwindig- 
keit der Körper nach dem obigen Gesetz vor sich geht. 

§ Ö6. Der Energieverlust beim Stoß. 

Wir bestimmen nunmehr den Verlust an kinetischer Energie, der 
den Zusammenprall zweier glatter Körper begleitet 

Ein Punkt der Masse m sei ein für beide Körper typischer Massen- 
punkt; seine Geschwindigkeit vor und nach dem Stoß habe die Kom- 
ponenten « 0 , Vq, Wq bzw. u, V, w. Die gesamte (äußere und moleku- 
lare) Stoßkraft, die auf diesen Punkt wirkt, habe die Komponenten 
ü, V, W. Die Gleichungen der impulsiven Bewegung (§ 35 ) ergeben 
dann 

m{u — Uq) = 27, m{v — v^) = 7, m(w — Wq) = W. 

Multiphzieren wir diese Gleichungen mit u-\- cUq, v + ev^, 
w ew^, addieren und summieren wir über alle Massenpunkte beider 
Körper, so erhalten wir 

2 w<(m — m„)(m + ewo) + («^ — 'yo)(» + eva) + (w - Wq){w + ew^)) 

= (m + cMo) + V{v + + W{w •\-ew^)) . 

Nun ist, soweit molekulare Stoßkräfte ms Spiel kommen, 

2 {Uu + Fu + Ww) = 0 und V [Uu^ + Vv^ -f- Ww^ = 0 , 

da die einander nach dem Gesetz von Aktion und Reaktion entsprechen- 
den Stoßkräfte zu diesen Summen Beitrage geben, die sich gegenseitig 
aufheben. 

Da nach dem Stoßgesetz der von der Noimalkomponente der 
Geschwindigkeit herrührende Ted von u eu^ für je zwei zusammen- 

Die Stoßgesetze wurden 1668 gefunden von John Wallis. Ph%l, Trans. 
Nr. 43 , S 864; und Chnstopher Wren. ebenda S. 867 
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stoßende Massenpunkte denselben Wert hat, so kann die Stoßkraft 
der Körper aufeinander zu der Summe 2 ^ entsprechend 

zxL^V {v + e Vq) und [w ew^ keinen Beitrag geben. Daher ist 

^{U[u -{■ e%i^ + V{v +evQ) + W{w + ew^) = 0 
und infolgedessen 

^ni{{u — u^)(u + eu^) + (v — v^;}{v + ev^) + {w — Wq)(w + ew^)} = 0 
oder 

^ m + w^) {ul + ^0 + 

= - ((“ - «u)® + (" - + (W - Wo)®) • 

Diese Gleichung besagt; Die hei dem Stoß verlorene kinetische Energie 
ist das (1 — c)j{\ + eyfache der kinetischen Energie derjenigen Bewegung, 
die mit der Bewegung unmittelbar vor dem Stoß zusammengesetzt werden 
mußte, um die unmittelbar nach dem Stoß stattfindende Bewegung hervor- 
zubringen. 


§ 97. Beispiele für Stoßbewegungen. 

Die impulsive Bewegungsänderung bei dem Zusammenstoß zweier 
freier starrer Körper im Raum kann am einfachsten durch die folgenden 
Überlegungen bestimmt werden. 

Die Bewegung eines jeden Körpers vor und nach dem Stoß wird 
durch sechs Größen bestimmt (z. B. die drei Geschwindigkeitskomponen- 
ten des Schwerpunktes und die drei Komponenten der Winkelgeschwin- 
digkeit des Körpers um Achsen durch den Schwerpunkt). Zur Bestim- 
mung der impulsiven Bewegungsänderung sind also zwölf Gleichungen 
erforderlich. Sechs dieser Gleichungen ergeben sich unmittelbar aus dei 
Bedingung, daß das Moment der Bewegungsgröße jedes Körpers um 
eine beliebige Gerade durch den Berührungspunkt ungeandert bleibt 
(da die Stoßkräfte in diesem Punkt wirken). Eine weitere Gleichung 
folgt aus der Bedingung, daß die Bewegungsgroße des Systems senkrecht 
zur Flaclie im Beruhrungspunkt erhalten bleibt (denn die Stoßkräfte der 
beiden Körper aufeinander in Richtung der Normalen im Berührungs- 
punkt sind gleich und entgegengesetzt). Eine weitere Gleichung ergibt 
sich aus dem Stoßgesetz. Für völlig glatte Körper lassen sich die vier 
übrigen Gleichungen aus der Bedingung gewinnen, daß die lineare Be- 
wegungsgroße beider Körper in Richtung behebiger Tangenten an die 
Oberfläche im Beruhrungspunkt ungeändert bleibt (denn bei glatten 
Körpern findet in der Tangentialebene kein Impuls statt). Dagegen 
ergibt für teilweise oder voUig rauhe Körper die Bedingung, daß die 
lineare Bewegungsgröße in tangentieller Richtung im Beruhrungspunkt 
erhalten bleibt, nur zwei Gleichungen. Für völlig rauhe Körper folgen die 
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beiden anderen aus der Bedingung, daß nach dem Stoß die Relativ- 
geschwindigkeit der Körper in beliebiger tangentieller Richtung Null 
ist. Dagegen sind sie für nur teilweise rauhe Körper mit dem Reibungs- 
koeffizienten /tt abzuleiten aus den Bedingungen, daß 

oc) nach dem Stoß die Relativgeschwindigkeit in beliebiger tangen- 
tieller Richtung Null ist, wenn die dazu notwendige Tangentialkom- 
ponente des Impulses nicht das /^-fache der Normalkomponente des 
Impulses übertrifft; 

ß) wenn diese letzte Bedingung mcht erfuUt ist, em Tangential- 
impuls vorhanden ist, der das /i-fache des Normalimpulses zwischen den 
Körpern betragt. 

In jedem Fall lassen sich also die erforderliclien zwölf Gleichungen 
auf stellen. 

Findet die Bewegung in einer Ebene statt, oder wird einer der Kör- 
per festgehalten, so kann man nach eimgen nahehegenden Abänderungen 
dasselbe Verfahren anwenden. 

Die folgenden Beispiele erläutern die Grundzuge dieses Verfaluens 
näher 

Aufgabe 1 Eine unelastische Kugel der Masse M fällt mit der Geschwindigkeit V 
auf einen völlig rauhen unelastischen Keil, dessen Oberfläche um den Winkel gegen die 
glatte wagerechte Ebene geneigt ist, auf der er ruht Man zeige, daß die Geschwindig- 
keit des Kugelmittelpunktes in senkrechter Richtung unmittelbar nach dem Stoß die 
Größe besitzt 

S{M m)V sin* « 

TM + 2w + Sw sin® « 

Es sei XJ die Geschwindigkeit des Keils nach dem Stoß, u die Geschwindig- 
keit der Kugel parallel und relativ zu der Seitenfläche, gj die Winkelgeschwindig- 
keit der Kugel, a ihr Radius 

Der Satz von der Erhaltung der wagerechten Bewegungsgröße ergibt 
m {u cos a — U) = Mü . 

Die kinematische Bedingung im Berührungspunkt lautet 

aco = u . 

Die Bedingung für die Übereinstimmung des Moments der Bewegungsgroße 
der Kugel um den Berührungspunkt vor und nach dem Stoß ist 

mVa sin öf = § ma^oi -j- ma{u — U cos oi ) . 

Aus diesen drei Gleichungen folgt durch EUmination von co und U 

«am«= an»« 

7M + 2w -1-5?» sm®oc ' 

womit die Behauptung bewiesen ist • 

Aufgabe 2. Eine Kugel vom Radius a roiieyi mit der Winkelgeschwindigkeit Q 
um eine Achse, die um den Winkel a gegen die Senkrechte geneigt ist und sich in 
der senkrechten Ebene durch die Achse mit der Geschwindigkeit V in einer Richtung 
bewegt, die mit dem Horizont den Winkel oi einschließt Dabei trifft die Kugel auf 
eine völlig rauhe wagerechte Ebene, die in tangentialer Richtung unelastisch sei Man 
bestimme den Winkel, den die die neue Bewegungsrichtung enthaltende senkrechte 
Ebene mit der ursprünglichen bildet. 
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Wir legen rechtwinklige Achsen Oxyz durch den Berührungspunkt 0, so 
daß 0 z vertikal und y O -j die ursprünghche Ebene der Bewegung ist cug seien 
die Komponenten der Winkelgeschwindigkeiten um O x, Oy nach dem Stoß^ M sei 
die Masse der Kugel 

Setzen wir den Anfangs- und Endwert des Moments der Bewegungsgröße 
um Ox gleich, so folgt 

MaV cos« = I 

Setzen wir den Anfangs- und Endwert des Moments der Bewegungsgröße 
um Oy gleich, so folgt 

g Ma^ÜGmöi = . 

Der Neigungswinkel der neuen Ebene der Bewegung gegen die Ebene yOz 
hat dann (infolge der völhgen Rauheit der Ebene) den Tangens Dieser 

ist also gleich 

IMa^Ü sin « 

MaV cos« 

oder 

I cjiQ/V) tg«, 

Aufgabe 3 Eine völlig rauhe Krcisschcibe vom Radius c mit der Masse M 
stößt an einen Stab der Masse m und Länge 2fl, der steh frei um einen Zapfen in 
seinem Mittelpunkt drehen kann Der Stoß erfolge im Abstand h von dem Zapfen^ 
und der Mittelpunkt der Scheibe bewege sich in einer Richtung^ die mit dem Stab 
vor und nach dem Stoß die Winkel «, ß einschheßt Man zeige, daß 

2 (3MÖ® + maf^)tgß = 3 (e wfl® — 3iWö®) tg« . 

Es sei V die Anfangsgeschwindigkeit der Scheibe, v ihre Endgeschwindigkeit, 
ü ihre Endwinkelgeschwindigkeit. 

Da im Berührungspunkt keine Gleitung stattündet, haben wir 

V cos ß cQ = 0 . 

Bezeichnet (o die Endwmkelgeschwindigkeit des Stabes, I den Nornial- 
impuls zwischen Stab und Scheibe, so wird die Bewegungsgleichung des Stabes 

Ib = \ma^(o 

Die Gleichung der impulsiven Bewegung der Scheibe senkrecht zum Stabe 
M {V sin ß+V sin «) = J , 
und das Stoßgesetz ergibt die Beziehung 

V smß + ÖG) = eKsm« 

Aus der Gleichheit der Momente der Bewegungsgrößen der Scheibe um den 
Beiührungspunkt vor und nach dem Stoß folgt 

V cos« = V cosß — {cQ , 

Die Ehmmation von v, Q, I, co aus diesen Gleichungen ergibt 
2tg/^(3M&® + ma^) = 3tg«{m(SÄ® — 3Af&®) , 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

Aufgabe 4. Ein kreisförmiger Reifen, der sich ohne Drehung in seiner Ebene 
bewegt, stößt darin auf ein festes rauhes Hindernis in Form einer geraden Kante 
Der Reifenmittelpunkt bewegt sich vor dem Stoß mit der Geschwindigkeit V in 
einer Richtung, die mit der Kante den Winkel « einschheßt Der Reibungskoeffi- 
zient sei fl. Man bestimme die impulsive Bewegungsänderung. 

u und V seien die in Richtung der Kante und senkrecht zu üir genommenen 
Geschwindigkeitskomponenten des Reifenmittelpunktes nach dem Stoß, co sei 
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die 'Winkelgeschwindigkeit, M die Masse, a der Radius des Reifens Setzen wir 
die Momente der Bewegungsgrößen um den Berührungspunkt vor und nach dem 
Stoß einander gleich, so folgt 

— JVfa^cü + Mau — MVaoo^oc, 

Das Stoßgesetz ergibt die Gleichung 

V = eV am ot . 

Da die Ebene rauh ist, verschwindet u-\-aco nach dem Stoß, wenn der 
dazu notwendige Reibungsimpuls nicht das ^-fache des Normalimpulses über- 
tnfft Andernfalls ist der Reibungsimpuls gleich dem ju-fachen Normalimpuls 
F sei der Reibungsimpuls, i? der Normalimpuls. Dann ist 

M{u — V cos ot) ^ — JF , M{v + F sm «) = R , Mci^o) = — aF . 

Daher haben wir 

R = Af(l -f- o)Viiuioi, 

und für w a o) = 0 ist 

F — J MV cos« 

Die Größe u aco wird daher nach dem Stoß verschwinden, wenn 
^ ^ctgÄ/2 (1 H- c) 
ist, genügt (I dieser Ungleichung nicht, so wird 

F = -1- cjKsintx. 

Für ,w^ctgÄ/2(1 + ff) ist also die Bewegung bestimmt durch 
w = Fcosöc -i- fl tü , üssflFsin«, «H-fl(o = 0, 
während sie für /^ < ctg «/2 (1 + c) bestimmt ist durch 

u = V cosoc + ao) , v=0V8iüoc, aoj — //(l -f r) Fsin« 


Übungsaufgaben, 

1 Man läßt eine völlig rauhe Kugel vom Radius a um einen festen senk- 
rechten Durchmesser mit konstanter Winkelgeschwindigkeit n rotieren. Eine 
homogene Kugel vom Radius h wird in einem um aa vom höchsten Punkt ent- 
fernten Punkt darauf gelegt. Man bestimme die Bewegung und die Winkel- 
geschwindigkeit der Kugel in einem beliebigen Punkt. Man zeige, daß die Kugel 
die rotierende verläßt, wenn der Berührungspunkt um den Winkel ilh von dem 
höchsten Punkt entfernt ist, wo 


cosih = — cos« + 

17 119 


4 fl* »“sin-®« 


{a + b)g 

(Camb Math. Tripos, Part. I, 1889.) 

2. Eine rauhe Kugel vom Radius a rollt unter dem Einfluß der Schwere auf 
der Oberfläche eines Rotationskegels, der sich mit aufgerichteter Spitze und 
gleichförmigei Winkelgeschwindigkeit n um seine scnki echte Achse drehen muß 
« sei der halbe Scheitelwinkel des Kegels, rsin« die Entfernung des Kugel- 
mittelpunktes von der Kegelachse, yj der Winkel, um den sich die senkrechte 
Ebene durch den Kugelmittelpunkt gegen den Kegel gedreht hat, die Dreh- 
geschwindigkeit der Kugel um die gemeinsame Normale. Man beweise, daß 

^2,2-1- 5sm2« M \a 

yy + + wr + - lOgreos« =c. 


wo A, B, C gewisse Konstanten sind. (Camb. Math. Tripos, Part. I, I897.} 
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3 Ein homogener Rotationskörper der Masse M mit einer ebenen kreis- 
förmigen Grundfläche vom Radius c rollt ohne zu gleiten mit seiner Kante auf 
einer rauhen wagerechten Ebene Man zeige, daß ■&, (o, Q bestimmt sind durch 
die Gleichungen 

Mac {Q cos^'Q') — cos^^ = (C + Mc®) cosi^ ^ , 

dv av 

{M{C+Mc^)-M^a^c^\-^{ücos^‘&) + C{C+Mc^)wcos&-MacCncos^& = 0, 
dir 

{A + Mc^)'d^+AQ^cos^‘&-2Mac(oQcoa'd>+{C+Mc^)oj^+2Mg{asm'6‘+ccos'^)=’konst , 


wo die Neigung der Körperachse gegen den Horizont bedeutet, Q die Winkel- 
geschwindigkeit der senkrechten Ebene durch die Korperachse, (o die Winkel- 
geschwindigkeit des Körpers um seine Achse, A das Trägheitsmoment um einen 
Durchmesser der Grundfläche, C das Trägheitsmoment des Körpers um seine 
Achse, a der Abstand des Schwerpunktes von der Grundfläche ist 

{Camb Math Tripos, Part I, 1898 ) 

4. Ein Rad mit 4 « symmetrisch angeordneten Speichen rollt mit wage- 
rechter Aclise auf einer völlig rauhen wagerechten Ebene Rad und Speichen mögen 
aus dünnem schwerem Draht bestehen Man zeige, daß die Stabihtätsbedingung 

^,^3 2n + ^ 

^ 4 4» + 33r 


wo a der Radius des Rades, V seine Geschwindigkeit ist 

5 , Ein Körper rollt unter dem Einfluß der Schwere auf einer festen wage- 
rechten Ebene, die zur y-z-Ebene gemacht werde. Man beweise, daß 

{ly —y^) z — {g — x^)yi} = konst 

ist, wo X, y, s die Koordinaten eines Massenpunktes m, y^j, die Ko- 
ordinaten des Berührungspunktes bedeuten und die Summation über alle Massen- 
punkte des Körpers erstreckt ist (Neumann ) 

6 Eine wagerechte Ebene ist zur Hälfte völhg glatt, zur Hälfte völlig rauh. 
Ein homogenes schweres EUipsoid mit den Halbachsen a, b, c bewegt sich mit 
senkrechter 5-Achse und der Geschwindigkeit v in der Richtung seiner ß-Achse 
in der glatten Halbebene auf die rauhe zu. Man zeige, daß, wenn 

^2 I fcfi 

v^<i2g—^ — ia — b) 

ist, wo k den Trägheitsradius um die c- Achse bedeutet, das EUipsoid auf die glatte 
Halbebene zurückkelirt, und dai3 die Bewegung alsdann aus einer Schwingung 
um einen stationären Bewegungszustand besteht 

Für den Spezialfall a = 2 ö beweise man, daß nach der Rückkehr des 
Elhpsoids auf die glatte Halbebene die &-Achse mit der Senkrechten keinen größeren 
Winkel einschließen kann als arctg)/^. 

7 , Eine Kapsel in der Form eines gestreckten RotationseUipsoids, deren 
Schwerpunkt mit ihrem Mittelpunkt zusammenfäUt, enthält einen symmetrischen 
Gyrostaten, der mit der Winkelgeschwindigkeit ü> um seme Achse rotiert, und 
dessen Mittelpunkt und Achse mit denjemgen des Elhpsoids zusammenfallen 
Man zeige, daß bei der stationären Bewegung des EUipsoids auf emer völlig rauhen 
wagerechten Ebene, bei der sein Mittelpunkt einen Kreis vom Radius c mit der 
Winkelgeschwindigkeit Q beschreibt, die Neigung ä der Achse gegen die Senk- 
rechte gegeben ist durch 

{JW&c(flctg« + b) —Abcosoc -\-C{asm<x + c))ü^-\-C'bQ}ü'--Mgb{a — bctgoc) =0 . 

Dabei bedeuten M die Gesamtmasse von Kapsel und Gyrostat, A das Trägheits- 
moment von Kapsel und Gyrostat zusammengenommen um eine Gerade durch 
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den Mittelpunkt senkrecht zur Achse, C, C die Trägheitsmomente der Kapsel 
hzw des Gyrostaten um die Achse, a den in Richtung der Achse gemessenen Ab- 
stand des Berührungspunktes der Kapsel mit der Ebene von dem Mittelpunkt, 
h seinen Abstand von der Achse (Camb Math Tnpos, Part I 1899 ) 

8 Eine homogene rauhe Kugel vom Radius a rollt aus der Ruhelage 
zwischen zwei windschiefen, zueinander senkrechten Stäben herab, deren kürzester 
Abstand voneinander 2 c ist, und die beide um den Winkel (k gegen die Senkrechte 
geneigt sind Es seien Qq, go' die ursprünghchen Entfernungen der Berührungs- 
punkte von den Punkten kürzesten Abstandes der Stäbe voneinander, q, q' die 
Entfernungen in einem späteren Zeitpunkt, in dem die Geschwindigkeit V er- 
reicht ist Man zeige, daß 

i'"» = ir, c* ö"® - o® (e“ + e'“)} e e' 

und 

- 20 - S - S^\ 

1 4 a® — 4 c* — J 

= 10 ^{(0 — ßo + e' — qS) cosä + — eS — ö"'* + ei®) i— cos2a}. 

(Camb. Math Tnpos, Part I. 1889.) 

9 Em Massenpunkt bewegt sich unter dem Einfluß der Schwere auf emer 
rauhen Schraubenhnie mit senkrechter Achse, dem Radius a und dem Winkel y 
Man zeige, daß sich die Geschwindigkeit v und der zurückgelegte Kurvenbogen s 
als Funktionen eines Parameters darstellen lassen in der Form 

(i + ^)ä^ 

^ i>{/t COS)' -j- COS}' -|- 2siny)} ’ 



10. Ein Massenpunkt wird mit der Geschwindigkeit w auf einer rauhen 
geneigten Ebene wagerecht geworfen, so daß er auf ihr gleitet. Man untersuche 
seine Bewegung und beweise, daß er unter der Bedingung 

2^2/4 ctgÄ > 1 

sich asymptotisch einer Geraden stärkster Neigung im Abstand 

2/iCOSÄ 

g 4j«® cos®« — sin®« 

nähert, wo der Reibungskoeffizient der Ebene, « ihre Neigung ist 

11. Eine rauhe Röhre in Form eines Zykloidenbogens steht senkrecht, 
und der Scheitel befindet ach im höchsten Punkt Der Radius des erzeugenden 
Kreise s sei a Aus dem Scheitel werde em Massenpunkt mit der Geschwindigkeit 
)/4 «g sin « geworfen. Man zeige, daß er die Spitze der Zykloide mit der Ge- 
schwmdigkeit 

[4 ag cos®« {1 — 2 sin « 0 “ 
erreicht, wo « der Reihiingswinkd ist. 

12. Em schwerer Stab der Länge 2 a bewegt sich derart in einer senkrechten 
Ebene, daß em Ende beständig eine rauhe senkrechte Wand berührt, während 
das andere ach auf der ebenfalls rauhen wagerechten Ebene bewegt. Die beiden 
rauhen Flächen mögen den Reibungskoeffizienten tgs haben. Man zeige, daß 
die Neigung des Stabes gegen die Senkrechte zu emer beliebigen Zeit bestimmt 
ist durch 

^ (Ä® + a® cos 2 s) — a® 1^ smz fi = a g ain(^ — 2 s) . 
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13 Im tiefsten Punkt einer dünnwandigen kugelförmigen Schale auf einer 
rauhen wagerechten Ebene hegt ein Punkt endlicher Masse. Der Reibungskoef- 
fizient des Massenpunktes und der Schale sei gegeben, während derjenige der 
Schale und der Ebene praktisch unendhch groß sei Eine Bewegung mit 2n^ei Frei- 
heitsgraden wird dadurch verursacht, daß man der Schale durch einen Stoß eine 
Winkelgeschwindigkeit Q erteilt Man stelle eine Gleichung zur Bestimmung 
desjenigen Winkels auf, um den sich die Schale gedreht hat, wenn der Massen- 
punkt zu gleiten beginnt. 

14 Eine senkrechtstehende Kreisscheibe vom Radius a berührt eine rauhe 
(/O Platte, die sich frei um eine durch den Schwerpunkt gehende wagerechte 
Achse auf ihrer Oberseite drehen kann Der Punkt, in dem sie die Scheibe berührt, 
ist um die Strecke h von dieser Achse entfernt Eine Schnur ist an der Scheibe 
in dem am weitesten von der Platte abstehenden Punkte befestigt und führt 
parallel zu der Oberfläche der Platte zu einem auf der Platte senkrechten mit 
ihr starr verbundenen Arm, der durch die Achse geht. Der Schwerpunkt der 
Platte mit Arm liegt auf der Achse In dem Augenblick, m dem das System sich 
in Bewegung setzt, möge der Scheibenmittelpunkt in der wagerechten Ebene durch 
die Achse liegen. Man zeige, daß die Scheibe zu gleiten beginnt, wenn die Platte 
gegen die Senkrechte lun den Winkel ^ geneigt ist, der sich aus 

+ + 

2^tA + 7 /i «2 ß ^ 

bestimmt Dabei ist A das durch die Masse der Scheibe dividierte Trägheits- 
moment dei Platte um die Achse. 

15 Ein Reifen wird mit der Geschwindigkeit V auf einer um den Winkel oi 
geneigten Ebene talwärts in Bewegung gesetzt Der Reibungskoeffizient sei 
/«(>tg<x) Der Reifen besitzt ursprüngheh eine solche rückwärts gerichtete 
Rotationsgeschwindigkeit Ü, daß er nach der Zeit bergan zu rollen beginnt und 
wälirend des Zeitraumes in dieser Bewegung verharrt, dann erneut abwärts 
rollt Man zeige, daß 

(^1 + ^ 2 ) /? ^ ^ ^ 

ist, wenn die Bewegung in einer zu der gegebenen geneigten Ebene senkrechten 
Vertikalebene vor sich geht. 

16 Ein Rang vom Radius a ist auf einer glatten wagerechten Ebene befestigt 
Ein zweiter Ring wird so auf die Ebene gelegt, daß er den ersten von innen berührt 
Er wird in Richtung der Tangente des Berührungspunktes mit der Geschwmdig- 
keit F, aber ohne Rotation in Bewegung gesetzt. Man bestimme, wann er auf- 
hört, auf dem ersten zu gleiten, wenn ^ der Reibungskoeffizient ist, und beweise, 
daß der Berührungspunkt in dieser Zeit emen Bogen von der Länge (alog2)//^ 
zurückgelegt hat 

Ferner untersuche man die Bewegung, die entsteht, wenn der äußere Ring 
m dem Augenblick losgelassen wird, in dem der mnere zu gleiten aufhort, und 
beweise, daß der Mittelpunkt des äußeren Ringes die Strecke 

zurücklegt, während der innere Ring an der halben Peripherie des äußeren ent- 
lang roUt. Dabei bedeuten m, M die Massen des inneren bzw. äußeren Ringes, 
h den Radius des inneren Ringes, (Camb Math Tnpos, Part I 1900.) 

17. Man zeige, daß bei der Fallbewegung eines schweren Massenpunktes in 
emem Medium, dessen Widerstand dem Quadrat der Geschwindigkeit propor 
tional ist, die Größe 
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wo kv^ den Widerstand, « und ß die in zwei aufeinanderfolgenden gleich großen 
Zeltintervallen r zurfickgelegten Strecken bedeuten, nur von t abhängt, nicht 
aber von der Anfangsgeschwindigkeit 

18 Man beweise, daß ein schwerer Massenpunkt beim Fall aus der Ruhelage 
in einem Medium, dessen Widerstand dem Quadrat der Geschwindigkeit pro- 
portional ist, in der Zeit t die Geschwindigkeit V%% igil^) erlangt und den Weg 

logSof {gt/U^g zurücklegt, \vo U die Endgeschwindigkeit in dem betreffenden 
Medium bedeutet 

Ferner beweise man, daß der Winkel ^ der Asymptoten der vollständigen 
Bahn eines Geschosses in einem derartigen Medium bestimmt ist durch 

uyv^ — ?lTc(3in ctgf/- + ctgi£>/sini9’, 

wo V die Geschwindigkeit des Geschosses im Augenblick der wagerechtcu Bewe- 
gung bedeutet 

19 Man zeige, daß die Koordinaten x, y eines Massenpimkles, der unter 
dem Einfluß der Schwere m einem Medium vom Widerstande fällt, der Glei- 
chung genügen 

. 2g/i: ^ 

cos® 75 

Dabei ist v die Geschwindigkeit, (p die Neigung der Tangente gegen die Wagcrcchtc 

20 Ein Masseiipunkt bewegt sich unter dem Einfluß der Schwere in einem 
Medium, dessen Widerstand der Geschwindigkeit proportional ist Man zeige, 
daß die auf eine senkrechte Asymptote und eine Gerade parallel zu der ]3owc- 
gungsnehtung für unendlich große Geschwindigkeit (/ = — 00 ) bezogene Gleichung 
der Bahnkurve sich in der Form schreiben läßt 

y = Zi log (xja) 

21. Man zeige, daß bei der Bewegung eines Geschosses im widerstehenden 
Mittel, das eine Verzögerung äF® verursacht, wo k klein ist und d?^ Geschoß mit 
der Geschwindigkeit V wagerecht abgescliossen wird, die Bahnkurve nkherungs- 
weise dargestellt wird durch 



Dabei ist Ä® vernachlässigt, und die at- A chse ist in die Abschußrichtung, die y- Achse 
senkrecht abwärts gelegt 

22 Ein Massenpunkt bewege sich geradlinig kräftefrei in einem Medium 
vom Widerstand (ü® — f;®logs)/s, wo v die Geschwindigkeit, s den Abstand von 
einem gegebenen Punkt der Geraden bedeutet Man zeige, daß der Zusammen- 
hang von 5 und t dargestellt wird durch eine Gleichimg der Form 

i = a i cj® s logj , 
wo a und 0 Konstanten sind 

23- Ein Massenpunkt bewegt sich in einem widerstehenden Mittel unter 
Einwirkung einer anziehenden Zentralkraft Es sei R die durch den Widerstand 
des Mittels bewirkte Verzögerung, v die Geschwindigkeit Msm zeige, daß die 
Flächengeschwindigkeit des Radiusvektors nach dem Kraftzentrum proportional ist 



24 Man beweise, daß ein MsLssenpunkt m einem widerstehenden Mittel eine 
Parabel beschreiben kann unter Einwirkung einer auf den Brennpunkt gerich- 
teten Zentral k raft, die der Entfernung proportional ist, wenn der Widerstand in 
einem Punkt, wo die Geschwindigkeit gleich v ist, die Größe k{v (u — hat. 
Dabei ist üq die Geschwindigkeit im Scheitel Man bestimme k . 
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25 Ein Massenpunkt bewegt sich in einem widerstehenden Mittel unter 
dem Einfluß einer Zentralkraft P P sei der Widerstand Man zeige, daß 



ist, wenn y den Radiusvektor, p das Lot auf die Tangente bedeutet. 

I 

Es sei u = — , P = w«®, R = Äu®; Ä® und höhere Potenzen mögen vemach- 
r 

lässigt werden Man zeige, daß die Differentialgleichung der Bahn lautet 

* 0 ('££V=, 

^ du^ ^ \du) A® {1 — ’ 

wo h eine gewisse Konstante ist 

26 Ein Massenpunkt, der von einer Zentralkraft qy[r) im Ursprung ab- 
gestoßen wird, befindet sich in einem widerstehenden Mittel, dessen verzögernde 
Kraft gleich der A-fachen Geschwindigkeit ist. Man beweise, daß die Bahnkurve 
gegeben ist durch 

wo h eine Konstante ist 

27 Ein Massenpunkt beschreibt einen Kreis unter der Einwirkung einer 
Anziehungskraft aus einem inneren Punkt, die der Entfernung proportional ist. 
Der Widerstand des Mittels ist gleich der mit dem Quadrat der Geschwmdigkeit 
multiplizierten Dichte Man beweise, daß die Dichte in einem beliebigen Punkt 
proportional dem Tangens des Winkels ist, den die Verbindungshnien mit dem 
Kraftzentrum und dem Kreismittelpunkt einschheßen 

28. Ein Stab der Länge a rotiert um ein festgehaltenes Ende, dabei wirken 

auf ihn keinerlei Kräfte mit Ausnahme des Luftwiderstandes. Der Widerstand 
bewirke für ein Längenelement dx die Verzögerung Adxy, Quadrat der Ge- 
schwindigkeit Man beweise, daß die Winkelgeschwindigkeit zur Zeit t bestimmt 
ist durch ^ ^ 

(ü Q 4MÄ® * 

wo Mä® das Trägheitsmoment um das feste Stabende und Q eine Konstante 
bedeutet 

29. Eine glatte ovale Scheibe der Masse M, die sich auf einer glatten wage- 
rechten Ebene mit der Winkelgeschwmdigkeit co ohne Translationsgeschwindig- 
keit dreht, tnfft emen glatten wagerechten Stab der Masse m m seinem Mittel- 
punkt Man beweise, daß die Wmkelgeschwindigkeit sich im Verhältms 

[M m) — m e . {M m) mx^ 

verkleinert, wo e der Elastizitätskoeffizient, x der Abstand des Schwerpunktes 
von der Normalen im Punkt des Zusammenstoßes, k der Trägheitsradius um eine 
senkrechte Achse durch den Schwerpunkt ist 

30. Zwei Stäbe, beide von der Länge a und Masse w, smd m den oberen 
Enden gelenkig verbunden. Das System fällt symmetrisch mit senkrechter Ebene 
auf eine glatte unelastische Ebene. Unmittelbar vor dem Aufprall hat das Gelenk 
die Geschwindigkeit V und jeder Stab die Wmkelgeschwindigkeit ü, die seine 
Neigung oi gegen den Horizont vergrößert. Man zeige, daß der Impuls zwischen 
jedem der Stäbe und der Ebene 

m (A® -{• c® sm ® aQ cos oi)j{k^ -j- c® -|- a (a — 2 c) cos® «} 

ist, wo c den Abstand des Schwerpunktes eines jeden Stabes von dem Gelenk 
und wÄ® das Trägheitsmoment eines jeden Stabes um semen Schwei'punkt bedeutet. 

17 
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31 Drei gleiche homogene Stäbe AB, BC, CD, die die Länge 2 a haben 
und in den Punkten B und C gelenkig verbunden sind, befinden sich in einer 
Geraden und bewegen sich mit gegebener Geschwindigkeit in einer wagerechten 
Ebene senkrecht zu ihrer Längsrichtung. Die Enden A und D treffen gleich- 
zeitig auf zwei feste unelastische Hindernisse, die A und D zur Ruhe bringen 
Man stelle fest, wann sie ein gleichseitiges Dreieck bilden und beweise, daß Va 
der ursprünglichen Bewegungsgröße durch den Stoß verlorengeht. 

32. Ein glatter homogener Würfel kann sich frei um eine wagerechte, durch 
die Mittelpunkte zweier Gegen flächen gehende Achse drehen und befindet sich mit 
zwei wagerecht hegenden Seitenflächen in Ruhe Ein ihm gleicher Würfel wird 
mit der Geschwindigkeit ii und ohne Rotation so herabgeworfen, daß er den ersten 
in einer zu der festen Achse parallelen und von der senkrechten Ebene durch diese 
um die Strecke c entfernten Geraden trifft Man beweise, daß die dem unteren 
Würfel erteilte Winkelgeschwindigkeit gleich 

(1 + e)ciL 

a- { \ — sin2 0() 

ist, wo oi die Neigung der Unterseite des fallenden Würfels gegen den Horizont, 
2 a die Kantenlänge, k der Trägheitsradius, e die Konstante aus § 95 ist 

Man bestimme ferner die Bewegung des oberen Würfels unmittelbar nach 
dem Stoß 

33 Eine voUig elastische Kreisscheibe der Masse M vom Radius c stößt 
ohne Rotation auf einen Stab der Masse m und Länge 2 fl, der sich um einen 
Zapfen in seinem Mittelpunkt drehen kann. Der Zusammenstoß erfolgt im Ab- 
stand b von dem Zapfen Man beweise, daß Mb^ = ma^ ist, wenn die Geschwin- 
digkeit des Scheibenmittelpunktes senkrecht zu dem Stab durch den Stoß um 
die Hälfte verringert wird, unter der Voraussetzung, daß die Reibung groß 
genug ist, um ein Gleiten zu verhindern 

34 Eine völlig rauhe Kugel vom Radius a wird mit der Geschwindigkeit V 
aus einem Punkt in der Höhe h über einer wagerechten Ebene wagerecht geworfen 
Die Kugel besitzt uisprünglich auch eine Winkelgeschwindigkeit ü um iliren 
wagerecliten Durchmesser senkrecht zu der Ebene ihrer Bewegung Man zeige, 
daß sie in wagerechter Richtung die Strecke 

zurücklegt, bevor sie aufhört, auf der Ebene zu hüpfen Dabei ist c der Elastizitäts- 
koeffizient, und die Strecke wird von dem Punkt des ersten Aufpralls aus gerechnet 

Man vergleiche die kinetische Energie zu Anfang und zu Ende 

35 Eine homogene elastische Kugel (Elastizltätskoeffizient e) wird derart 
gegen eine völlig rauhe senkrechte Wand geworfen, daß ihr Mittelpunkt sich in 
einer zu der Wand senkrechten Ebene bewegt Der Mittelpunkt habe ur- 
sprünglich die Geschwmdigkeitskomponenten u, v, und die anfängliche Drehung 
finde mit der Winkelgeschwindigkeit um eine zu der senkrechten Ebene senk- 
rechte Achse statt Man bestimme die Bewegung nach dem Anprall an die Wand 
und zeige: Kehrt der Mittelpunkt nach seinem Ausgangspunkt zurück, so sind 
die Koordinaten des Punktes, in dem der Anprall stattfindet, bezogen auf den 
Ausgangspunkt, 

2eu (7fi + -jr 2a ß 2ß {(7e -f 5)t^ + 2flß} {u (7 + S ß) — 2flßß} 

g 7 + 10 6 - 1 - 7^2 g. 7 + 106 + 762 

wo a der Kugelradius ist 


Neuntes Kapitel. 

Die Prinzipien der kleinsten Wirkung und 
kleinsten Krümmung. 

§ 98. Die Bahn eines dynamischen Systems. 

Den Hauptgegenstand der Untersuchung in der Dynamik bildet 
die Veränderung der Lagenkoordinaten q^, q^ eines dynamischen 
Systems mit der Zeit. Hat das System drei oder weniger Freiheitsgrade, 
so erzielen wir zuweilen eine größere Klarheit der Darstellung, wenn wir 
dem Problem eine geometrische Deutung geben: Die Bahn eines Raum- 
punktes, dessen rechtwinklige Koordinaten in bezug auf ruhende Achsen 
die Lagenkoordinaten q^^ q^, q^ des Systems sind, kann zur Veran- 
schaulichung der Zustandsfolge des Systems dienen. Für 7t > 3 laßt 
sich die Bewegung des Systems in derselben Weise durch die Bahn eines 
Punktes mit den Koordinaten q^, • • •> Ö'n w-dimensionalen Raume 

darstellen. Wir bezeichnen seine Bahn als die Systemhähn und gebrau- 
chen von nun an auch geometnsche Bezeichnungen wie „schneiden", 
„benachbart" usw. in bezug auf Bewegungszustände oder -formen des 
dynamischen Systems. 

§ 99, Das Hamiltonsche Prinzip für konservative holonome 

Systeme. 

Wir betrachten ein beliebiges konservatives holonomes dynamisches 
System, dessen Konfiguration zu einer beliebigen Zeit durch n unab- 
hängige Lagenkoordinaten q^y • * -, bestimmt ist. L sei das seine 
Bewegung charalcterisierende kinetische Potential Ein gegebener 
Kurvenbogen .45 im 7t-dimensionalen Raum möge ein Stuck einer System- 
bahn darstellen, und es sei CD em benachbarter Kurvenbogen, der nicht 
notwendig ein Stück einer Systembahn ist. Natürlich könnte CD durch 
Einführung gewisser Zusatzkrafte zu einer solchen gemacht werden. 
Der das System darstellende Punkt q^, • ^ möge sich zu der 
Zeit t in dem Punkt P des Bogens AB befinden. Wir nehmen an, daß 
jedem Punkt auf CD ein bestimmter Zeitpunkt zugeordnet ist, so daß 
es auf CD (oder auf der Kurve, der der Bogen CD angehört) einen Punkt 

17 * 
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0 gibt der zu dem gleichen Zeitpunkt gehört wie P. Bei der Durchlau- 
fung des Bogens CD soUen sich die zugeordneten Werte der Zeit im 
gleichen Sinne stetig andern. Beschreibt ein Punkt den Bogen CD, so ist 
Lneii aufeinander folgenden Lagen eine stetige Folge von Wertsystemen 
• • •. ?«- ^ zugeordnet; jedem Punkt auf CD entspricht demnach 

ein Wertsystem gi, 52. ■ • 

Mit ö bezeichnen wir die Variation, durch die wir von einem Punkte 
auf AB zu demjenigen Punkt auf CD ubergehen, der dem gleichen 

Zeitpunkt zugeordiiet ist. Mit ^ bezeichnen wir 

die den Grenzpunkten A, B, C, D bzw. zugeordneten Werte vonj, mt 
Ln den Wert der Funktion L in einem beliebigen auf einem der beiden 

Kurvenbogen gelegenen Punkt R. , t 1 

Bilden wir dann die Differenz der Werte des Integrals 

/L(gi.? 2 . 9 i. ? 2 > • • > 

erstreckt über die Bögen AB bzw. CD. so erhalten wir 

ti 

fLdt — fLdt = LsAti — Lj,Ato+j^Ldt 
CD 

tt n 


= LbA t, -L^Ato+/^ < 5 ?. + 

ti) f = 1 

+/ 2 {^ ä«' + i(l|} 

in r=l 


(nach den Lagrangeschen Gleichungen) 

to 

= LsA ii - LaA ^o + (2 (-2 • 

Bezeichnet {Aqr)]} den Zuwachs von g, bei dem Übergang von B 

ZU D, so ist ^ ^ 

(^ 9 r)B — h * 

und bedeutet (dg,)^ entsprechend den Zuwachs von g, bei dem Uber- 
gang von i4 zu C, so ist 

{A q^A = (< 5 gr)il + h > 


folglich 

[idt-fldt 

CD Aß 
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Nun möge C mit D mit B zusammenfaJlen und dem Punkt C bzw. 
D die Zeit bzw. entsprechen, so daß also Aq^, Aq^.. Aq^,At 
in A und B verschwinden Dann geht die letzte Gleichung über in 

jLdt-fLdt = 0, 

CD AB 


und wir erkennen daraus: Das Integral / Ld t hat für ein beliebiges Stuck 
AB einer Systembahn einen stationären Wert, wenn als Vergleichskurven 
NacKbarkurven CD zugelassen werden, die zwischen denselben Grenz- 
funkten verlaufen und denselben zeitlichen Grenzen zugeordnet sind. Dieser 
Satz wird als Hamiltonsches Prinzip bezeichnet. 

Enthalt das kinetische Potential L die Zeit mcht explizit, so können 
wir die Bedingung, daß die Zeit für beide Kurvenbogen die gleichen 
Anfangs- und Endwerte haben muß, offenbar durch die Bedingung er- 
setzen, daß die Zeit der Durchlaufung von AB und CD gleich ist. Die 


Große 


11 

V 


8L 




T = 1 

ist näiTilich in diesem 


die die Gesamtenergie des 
Falle konstant. 


Systems darstellt, 


Helmholtz* Journ. f Math Bd. 100, S 151 , fand, daß die Bedingungen für 
einen stationären Wert von 

y'|l.(^l , ^2 * • gn) 4" (jr — ‘^r)| 

(wo die Variablen ^ und q als unabhängige Veränderliche anzusehen sind) lauten. 

.A • ^ ÖL d (dL\ 

o = (r=1,2,. 

SO daß wir wieder auf die Lagrangeschen Gleichungen geführt werden. 


§ 100. Das Prinzip der kleinsten Wirkung für konservative 
holonome Systeme. 

Wir nehmen nunmelir an, das kinetische Potential des dynamischen 
Systems enthalte die Zeit nicht explizit, so daß das Energieintegral 

existiert. Es sei wieder AB ein Stuck einer S 5 ^tembahn, CD ein Stück 
einer Nachbarkurve, deren aufeinander folgende Punkte den Punkten 
eines Zeitintervails derart zugeordnet sind, daß die Gleichung besteht 



Hamilton . Phil. Trans 1834, S. 3071 ebenda 1835» S. 95 . 
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WO eine kleine Konstante ist. Dann haben wir- 


z=^f{h+Ah)di—fhdi + f Ldt — j Ldt 

AH AH 


r ÖL 

= {h + Ah) (üi + Ati -to- Alt^) - - ^o) + 




Lassen wii" nun C mit A, D mit B zusammenfallen und A h gegen 
Null gehen, so wird 

!{±i^%yH{±yky‘- 

CD 'r=l AB V=1 ^ 

/ -1 ^L \ 

Aus dieser Gleichung folgt: Das Integral j ^ 9r dt hat einen statio- 
nären Weyt für &in beliebiges Stück einey Systembahn, verglichen mit 
Nachbarkurven zwischen den gleichen Grenzpunkteny für die die zugehörigen 
Werte der Zeit den Koordinaten derart zugeordnet sindy daß sie dieselbe 
Energiegleichung befriedigen. Das Integral 



dt 


wird als die Wirkungy der Satz als das Prinzip der kleinsten Wirkung 
bezeichnet. 

Für naturbche Systeme, bei denen ja L die Differenz der kinetischen 
Energie T, einer homogenen Funktion zweiten Grades in den Gescliwin- 
digkeiten, und der von den Geschwindigkeiten unabhängigen potentiellen 
Energie V darstellt, ist (§ 41) 




das stationäre Integral hat also hier die Gestalt jTdt . 

Das Prinzip der kleinsten Wirkung ging hervor aus dem Versuch von Mau- 
pertuis: MStn de VAcad 1744, S 417, für die Korpuskulartheorie des Lichtes 
einen dem Fermatschen „Prinzip der kürzesten Zeit'" analogen Satz aufzustellen. 
Euler bewies das Prinzip von Maupertuis für einen emzelnen Massenpunkt unter 
der Wirkung emer Zentralkraft (Zusatz II, S 309 in Methodus ^nvemendi hneas 
curuas, 1744) Lagrange übertrug es auf viel allgemeinere Probleme: Miscell. 
Taurin. Bd. 2. 1760 — 61 ; Oeuvres Bd. I* S 365- 
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Aufgabe 1. Man zeige, daß das Pnnzip der kleinsten Wirkung sich folgender- 
maßen auf Systeme übertragen läßt, die kein Energieintegral besitzen Die Größe 

'S’’ T 

werde mit h bezeichnet Dann hat das Integral 


r( dL dh\ ^ 


einen stationären Wert für ein beliebiges Stück einer Systembahn, verghchen 
mit Kurven zwischen denselben Grenzpunkten, für die h dieselben Grenzwerte hat 
Aufgabe 2 Ein dynamisches System, für das ein Energieintegral existiert, 
werde wie in § 42 auf ein System von medngerer Ordnung zurückgeführt Man 
beweise, daß das Pnnzip der kleinsten Wirkung für das ursprünghche System 
mit dem Hamiltonschen Pnnzip für das reduzierte System identisch ist 


§ 101. Ausdehnung des Hamiltonschen Prinzips auf 
nicht-konservative dynamische Systeme. 

Wu' dehnen nun den (Geltungsbereich des Hamiltonschen Pnnzips 
auf holonome dynamische Systeme aus, deren Kräfte nicht mehr als 
konservativ vorausgesetzt werden. Es bezeichne T die kinetische 

n 

Energie eines solchen Systems, ^Qröqr die von den äußeren Kräften 

r=i 

an dem System geleistete Arbeit bei einer willkürlichen Verrückung 
(^^ii ■ •« Die Bewegungsgleichungen des Systems lauten 

/ör'\ ST _ 

dt[dqj (>'-' 1 . 2 , .«)• 

öt sei ein Stück einer Systembahn, ß ein Stuck einer Nachbar kurve 
mit den gleichen Endpunkten. Diesen sollen auf dein Bogen ß die gleichen 
Grenzwerte der Zeit entsprechen wie auf dem Bogen öt. Bezeichnet 
dann 5 die Variation, durch die wir von einer Lage auf oc zu der gleich- 
zeitigen Lage auf ß ubergehen, so haben wir 

j\llT + ^Q,dqfjdl=J^[^dq, + ^dq, + (l,dq^il 

U r = l 




f 


= 0 . 
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Dies Ergebnis 

f{dT+ZQrägr)dt = 0 

u r=l 

Wird (wie der Satz von § 99, der einen Spezialfall des vorliegenden, 
darstellt) als HamtUonsches Prinzip bezeichnet. 

§ 102. Ausdehnung des Hamiltonschen Prinzips 
und des Prinzips der kleinsten Wirkung auf nicht-holonome 

Systeme^). 

Wir zeigen nunmehr, daß das Hamiltonsche Prinzip in geeigneter 
Fassung auch für mcht-holonome d3maraische Systeme gilt. 

Die Variationen der n Koordinaten ?i, eines niclit- 

holomonen konservativen Systems mögen durch die m mcht-integi'ablen 
kinematischen Gleichungen verbunden sein: 

= 0 (Ä = 1, 2, . . ' 

in denen ^ > ^nm> Fp gegebene Funktionen von 

^1, . • . , sind. Ist L das kinetische Potential, so ist die Bewegung 
also bestimmt (§ 87) durch die n Gleichungen 

-^rl + ^ 2^1 8 + • • • + {^=1,2,.. • , j 

zusammen mit den obigen kinematischen Gleichungen. Dabei sind 
die Unbekannten. 

Es sei AB ein Stück einer Systembahn, und die Kurve CD gehe 
aus AB durch Verrückungen hervor, die mit den momentanen kine- 
matischen Gleichungen verträglich sind, d. h . mit den obigen kinema- 
tischen Gleichungen ohne die Glieder Tidt. Im allgemeinen ist CU 
selbst keine Bahn, die der Punkt im Einklang mit den kinematischen 
Bedingungen stetig durchlaufen kann, ist also eine kinematisch unmög- 
liche Bahn. 

Hier erhebt sich von selbst die Frage, warum wir mcht für CD eine kine- 
matisch möghehe Bahn wählen. Dazu ist zu sagen, daß alsdann die Übergänge 
von AB zu CD nicht mit den kinematischen Bedingungen im Emklang steben 
könnten ; in zwei mcht-holonomen Systemen ist nämhch der Übergang zwischen zwei 
gegebenen benachbarten möghehen Konfigurationen im allgememen kinematiscli 
unmöghch Es gibt unendlich viel mehr möghehe Nachbarlagen als mögliclie 
Verschiebungen aus der gegebenen Lage. 

Wie bei dem Beweis des Hamiltonschen Prinzips in § 99 be- 
zeichnen wir mit d die Verrückung, die aus einem Punkt auf AB 

1 ) Vgl. Hölder; Gött, Nachr, I896, S. 122 ; und Voss: Gött Nacht, I900, S. 322. 


d /dL\ BL 
dt\dqf]~ dq^ 
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ZU dem gleichzeitigen Punkt auf der Vergleichskurve CD führt und 
bdden 

t TI* 

j'Ldt -jLdt L^At, + \y(~öq, + ^ 8q]dt 

CD AB dq, 

= Lß At-y — Lj^ 

+ ^ (-ä^) - (^l^ri + • . + KiAr,„) <5?,| di. 

Da die Vemickungen den Gleichungen 

-h A.2X;S^3 -h • ‘i-Anf.ö^„ = o 

genügen, so folgt, daß die Glieder vom Typus in dem Integral 

sich gegenseitig zerstören. Daher ist 

Der Beweis wird nun wie in § 99 weitergefuhrt. Dann ergibt sich: 
Das Hamütonsche Prinzip gilt für alle dynamischen Systeme, holonome 
und nicht-’holonome. Die Vergleichskurven müssen dabei aus den System- 
bahnen immer durch solche Variationen hervorgehen, die die kinematischen 
Gleichungen für die Bindungen nicht verletzen. Aber nur für holonome 
Systeme ist die variierte Bewegung zugleich eine mögliche) vergleichen 
wir also die tatsächliche Bewegung mit benachbarten Bewegungen, die 
den kinematischen Bedingungen für die Bindungen genügen, so gilt das 
Hamütonsche Prinzip nur für holonome Systeme, 

Offenbar gilt genau dasselbe für das Prinzip der kleinsten Wirkung 
und das Hamütonsche Pnnzip in der Anwendung auf nicht-konservative 
Systeme. 

§ 103 . Sind die stationären Integrale Minima? Kinetische 

Brennpunkte. 

Bisher haben wir nur gezeigt, daß die Integrale des Hamütonschen 
Prinzips und der kleinsten Wirkung für die Systembahnen stationär 
sind im Vergleich mit Nachbarkurven. Wir fragen nun, ob sie Maxima 
oder Minima darsteUen? 

Wir entscheiden diese Frage für das Prinzip ,der kleinsten Wirkung 
und nehmen zur Vereinfachung der Rechnung an, das dynamische 
System habe zwei Freiheitsgrade, so daß die Bewegung defimert ist 
durch eine kinetische Energie 

r = i «11 (g-i, ?,) ^ + «IJJ (?1, ?,) ?1 i «2* (?1. ffü) sl 

und eine potentielle Energie 
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Die Untersuchung laßt sich leicht auf das Hamiltonsche Prinzip 
und auf Systeme mit beliebig vielen Freiheitsgraden ausdehnen. Das 
Prinzip der kleinsten Wirkung besagt für das obige System (§ 100), 
daß das Integral 

/ («11 ?I + 2 «12 ?! + «22 <^) d t 

einen stationären Wert hat für eine Systembahn, verglichen mit anderen 
Bahnkurven zwischen denselben Grenzpunkten, für die mit den 
Differentialen der Koordinaten durch dieselbe Energiegleichung 

r+7 = Ä 

verknüpft ist. 

Diese letztere Gleichung ergibt 

«11 rJ + + «22^ = 2(Ä - \p) 

oder dt = {2[h~ + 2ay^dq^dq^ + «22 

Das stationäre Integral kann daher in der Form 

I=f(h — yj)i («11 + 2 «12 3 a + «22 «ü?i 
angenommen werden, wo = dq^jdq-y gesetzt ist. Dies Integral wird 
zwischen Grenzen genommen, für die die zugehörigen Werte q-^y q^ 
gegeben sind. 

Wu schreiben die Gleichung in der Form 

und untersuchen die Natur der Extremwerte (Jacobi führte als erster 
diese Diskussion durch) nach einer Methode von Culverwell^). 

Wir betrachten eine Anzahl Nachbarkurven der eigentlichen 
Systembahn. Sie mögen zwischen denselben Grenzpunkten verlaufen 
und stetig sein, können aber endlich viele Knickpunkte haben. Der 
Punkt (ö'i>?2+ <5^2) Allier derartigen Bahn möge einem Punkt (^j, ^2) 
der eigentlichen Systembahn zugeordnet sein. Wir ersetzen nun häufig 
dq^ durch ö(,cpy wo die kleine Konstante ä die Größenordnung der auf- 
tretenden Ausdnicke bestimmt und cp in den Grenzpunkten des Inter- 
valls verschwmdet. 

Die Entwicklung der Funktion 

/(?J. !?2 + «9’. + «?’') 

nach steigenden Potenzen von « laute 

/(?i . ?a> fi) + «(ü'o + ^ 1 9'') + i g’® + 2 t^oi 

dl sei das die Größe « linear enthaltende Glied, 6H das Glied in 
von //(3i>3a + «9'.9ä + *9’')«^9i- 

In einem beliebigen Punkt eines kleinen IntegrationsintervaUes ist 
der Wert von cp' groß gegen den Wert von 9?. Denn da 9? in den Grenz- 
punkten verschwindet, ist r 

q}=J(p'dq^, 

P 

I , 

Proc Land Math Soc. Bd. 23, S 241 1892 
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WO P und R die Grenzpunkte bedeuten. Ist also ß der numensch größte 
Wert von 99' zwischen P und R, so folgt, daß (p den Wert ß 

nicht überschreiten kann, daß also durch Verkleinerung des Intervalls 
das Verhältnis <p . cp' unendlich klein gemacht werden kann 

Wenn das Intervall klein ist, so uberwiegt also in 8 H das Glied 
das stets das gleiche Vorzeichen hat wie (das Vor- 
zeichen von dq^ wird positiv angenommen). Für kleine Intervalle 
ist demnach I ein Maximum oder Minimum, je nachdem negativ 
oder positiv ist. Nun ist 

^11 = 7>~/2 == (^11 + 2«12 ^ + «22 ^ («11 «22 ““ « 1 ?)^ 

also positiv, da die kinetische Energie eine positiv defimte Form, dem- 
nach «11Ä22 — ai3>0 ist. Somit haben wn den Satz: Für kleine 
Bereiche ist die Wirkung auf der Systemhahn ein Minimum^). 

1) Diese Betrachtung hefert in der hier gegebenen, von Cul verweil her- 
rührenden Form keinen zwingenden Beweis für das Vorhandensein des Mim- 
mums Man kann z B einwenden, daß sich zwar so beweisen läßt, daß die 
Systembahn innerhalb einer sie enthaltenden, von einem Parameter oc stetig ab- 
hängenden Schar von Vergleichs kurven ein Minimum des Integrals f/dq^^ hefert, 
nicht aber notwendig im Vergleich mit allen genügend benachbarten Vergleichs- 
kurven. Ferner braucht durchaus nicht an allen Stellen des Integrationsgebietes 
groß gegen tp zu sein Doch kann man den Beweis etwa in der folgenden Weise 
vervollständigen. Es sei im Intervall a^q^^h eine Lösung der Lagrange- 
schen Gleichung 

( 1 ) (//.)' 

(partielle Ableitungen werden durch Suffixe, Ableitungen nach q^ durch Striche 
angedeutet) Der Funktion yj legen wir die Beschränkungen 
(2) \yj\<c, |i/|<c, yj(a) = yj{b) = 0 

auf In diesem Gebiet mögen die partiellen Ableitungen zweiter und dritter Ord- 
nung der Funktion f(q^, ?a "t" V'* absolut genommen unterhalb der 

Schranke M und g' oberhalb der positiven Schranke m hegen. Um die Integrale 

b 

■^=/ /(?!» ?«) 

und 

0 

Jfigi. ?s + v. + V) 

0 

ZU vergleichen, benutzen wir die Taylorsche Formel mit dem Restghed dritter 
Oidnung Aus ihr folgt 

|/(? 1 . 92 + y>. 92 + vO - /(? 1 . 92. ?ä) - /ä.(?i. 92. 92) W - ftii9i. 92. 9i) V' 

— (?i. 92. 9i) V® - fs,,ii9t. 92. 92)V>¥ — \ /,US ^9i. 92. ?«) V'“ I 

+ 3 IvV'l + 3 Ivi/“! + Iv' 1°) 

*{9i. 9% +W.92 + V) — f{9i. 92. ffä) —f,,W— /j'.V' 

> — ^ I vv'! — ^(l vl’ + WV) • 

2 2 3 
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Nun wählen wir einen Punkt A auf einer Systembalm und betrach- 
ten eine zweite durch A gehende Systembahn, die mit der ersten emen 
kleinen Winkel einschbeßt. Sie möge die erste in einem weiteren 
Punkte B treffen. Die Grenzlage des Punktes B für einen verschwindend 
kleinen Winkel zwischen den Bahnen wird als der kinetische Brenn- 
punkt von A auf der ursprünglichen Systembahn oder als der zu A 
konjugterte Punkt bezeichnet. 

Wir weisen nun nach, daß die Wirkung auch für endlich große 
Bereiche ein Minimum ist, wenn der Endpunkt nicht jenseits des zu 
dem Anfangspunkt konjugierten Punktes auf der ursprünglichen 
Systembahn liegt. 

Es seien nämlich P und Q die Grenzpunkte des Intervalls; wir 
sahen, daß für ein nahe bei P gelegenes Q die Größe d^I immer positiv 
und von der Ordnung oc^ ist, verglichen mit dem Wert von I in den 
Grenzen P imd Q. Wenn wir also Q mehr und mehr von P entfernen, 
so kann 6^1 offenbar erst dann negativ werden, wenn Q den Punkt 
überschritten hat, in dem bei einem passend gewählten Wert von 
a.<p verschwinden kann. 


Integrieren wir von a bis so fallen wegen (1) und (2) die beiden letzten 
Glieder links weg, und es wird 

b b t ft 6 ' 

-mJ \rpq>'\dq^ - (J \y, dg^ + f \ y/\»dq^ 

a a \a a t 

(p = jg/^dq^. 

Mit Hilfe der bekannten Schwarz sehen Ungleichung 

(^Juvy^ J u^Jv^ 

folgt weiter 

^ Iv'l • 1 • 'ijij Ä — “)- 

b 

lw^dqi^P(b — aY, 

a 

\ti>Y\dq}j — «)», 

I \v\»dqi^cP(b-a)». 

a 

b 

cP, 


1 / 


SO daß achließhch 


+(6_a)S]} 

wird. Die geschweifte Klammer ist positiv, wjenn nur c und h — a klein genug 
sind; daher ist dann /'> 7, außer im Falle P = 0, d. h. y = 0. 
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Es sei also PBQ ein Stück einer wirklichen Systembahn und Q 
der erste Punkt, durch den man eine variierte Kurve PHQ legen 
kann, für die ö^I Null ist. Wir weisen nach, daß die variierte 
Kurve PHQ selbst eine Systembahn ist. Ist nämlich PHQ keine 
Systembahn, so verbinden wir zwei ihrer Punkte A^Cy die nahe 
beieinander hegen, durch eine Systembahn ADC. Dann ist das über 
die Kurveil D C erstreckte Integral kleiner als das über AH C erstreckte, 
daher das über PA DCQ erstreckte Integral kleiner als das über PHQ 
erstreckte, das nach Voraussetzung gleich dem über PBQ erstreckten 
ist. Daher ist auf PA DCQ negativ, und Q kann nicht der erste Punkt 
sein, für den beim Fortschreiten aus P die Variation aufhort, positiv 
zu sein. Das widerspricht dem schon Bewiesenen. Folghch ist PA HCQ 
eine Systembahn und Q der kinetische Brennpunkt von P. Die W%r- 
kimg ist also etn Mimmumy wenn der Endpunkt des Intervalls auf der 
Systemhahn vor dem kinetischen Brennpunkt des Anfangspunktes hegt. 

Nun untersuchen wir noch den Fall, daß der kinetische Brennpunkt 
des Anfangspunktes auf der Systembahn vor dem Endpunkt liegt. Wir 
benutzen die vorigen Bezeichnungen und nennen den Anfangs- und 
Endpunkt P und R . Auf der Kurve PHQ und auf dem Bogen Q R 
wählen wir einen Punkt E imd einen Punkt F so nahe beieinander, 
daß die sie verbindende Systembahn ein Minimum ergibt. Da das 
Integral über EGF kleiner als dasjenige über EQF ist, muß das über 
PEGFR erstreckte Integral kleiner als das über PEQR erstreckte sein. 
Letzteres ist gleich dem Integral über PBQR, da die Integrale von P 
bis Q ubereinstimmen. Daher ist das Integral über PBQ R kein Mim- 
mum. Es ist aber auch kein Maximum, da das über einen beliebigen 
Teil dieses Intervalles erstreckte Integral ein Minimum ist. Ltegt also 
der zum Anfangspunkt gehörige Brennpunkt vor dem Endpunkt des Inter- 
valles y so ist die Wirkung weder ein Maximum noch ein Minimum, 

Ein einfaclaes Beispiel zur Erläuterung der Ergebnisse dieses Paxagrapben 
gibt die kräftefreie Bewegung eines Massenpunktes auf einer glatten Kugel Die 
S 3 ^tembahnen sind größte Kugelkreise, und die über eine beliebige Kurve (System- 
bahn oder nicht) erstreckte Wirkung ist der Weglänge proportional. Der kine- 
tische Brennpunkt eines behebigen Punktes A ist der Gegenpol A* der Kugel, 
da zwei größte Kugelkreiso durch A sich wieder in A' schneiden. Unsere Sätze 
führen also hier zu dem Ergebnis, daß der zwei Punkte A^ B verbindende Bogen 
eines größten Kreises dann und nur dann die kürzeste Verbindung von A, B 
darst^llt, wenn der Gegenpol A' von A nicht auf dem Bogen liegt, d. h. wenn 
dieser kleiner als ein halber größter Kreis ist 


§ 104. Darstellung der Bewegung eines dynamischen 
Systems mit Hilfe der geodätischen Linien. 

Vermöge des Prinzips der kleinsten Wirkung läßt sich eine inter- 
essante Transformation der Bewegung eines natürlichen dynamischen 
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Systems mit zwei Freiheitsgraden ausfuhren. Das System habe die 
kinetische Energie 

i («iitei . ?a) g? + + a^^iq^ , q^ ?l> 

und die potentielle Energie ? 2 )* Nach §100 sind die zu den 
Lösungssystemen mit der Gesamtenergie h gehörenden Bahnkurven 
bestimmt durch die Bedingung, daß 

/ («11 Ql + 2 «12 ji ga + «24 q^) dt 

stationär ist für ein beliebiges Stuck einer wirkhchen Systembahn, ver- 
glichen mit Kurven zwischen den nämlichen Grenzpunkten, für die 
dt mit den Differentialen der Koordinaten verbunden ist durch die 
Gleichung 

\ («11 Ql + 2«i2 Ql ga + «22 gs) + v(gi ,Q-2)=h. 

Das Integral 

l(h— yj)^{aiidqf + + a^^dq^^ 

ist daher stationär. Es spricht das Pnnzip der kleinsten Wirkung für 
die kraftefreie Bewegung eines Massenpunktes auf einer beliebigen 
Flache aus, deren Linienelement gegeben ist durch 

di? = {Ä — yj) dqc + 2 dq^ dq^ + «22 * 

ist demnach die Defimtionsgleichung der geodätischen Linien dieser 
Flache. Die Gleichungen der Bahnkurven des gegebenen dynamischen 
Systems fallen also mit den Gleichungen der geodätischen Linien auf dieser 
Fläche zusammen 

Aufgabe 1 Man beweise, daß die parabolischen Bahnen eines freien schweren 
Geschosses den geodätischen Limen einer gewissen Rotationsfläche entsprechen 
Aufgabe 2 Man zeige, daß die unter der Wirkung einer Zentralkraft ^(r) 
in emer Ebene durchlaufenen Bahnkurven den geodätischen Limen emer Rotations- 
fläche entsprechen, deren Meridiankurve die Gleichung z = f{Q) hat, wo 
f(e) = {(edrlrde)^— 1 }^ 
und y und p durch die Beziehung 

+ *} 

verbunden sind 


§ 105. Das Gauß-Hertzsche Prinzip der geradesten Bahn. 


Wir besprechen nunmehr ein Pnnzip, das — wie das Hamiltonsche 
— zur Definition der Bahnkurven eines dynamischen Systems dienen 
kann, aber von der Integrationsrichtung unabhängig ist. 

Es seien x^yy^tZ^ die Koordinaten eines für das dynamische 
(holonome oder nicht-holonome) System typischen Massenpunktes mr 
zu der Zeit t und X^yY^yZ^ die Komponenten der auf den Punkt wirken- 
den äußeren Kraft, Wir betrachten die Funktion 
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wo die Summation über alle Massenpunkte des Systems erstreckt wird 
und Xr.Vr.Zy sich auf eine beliebige, kinematisch mögliche Bahn be- 
ziehen, deren Koordinaten und Geschwindigkeiten in dem betreffenden 
Zeitpunkt mit denjemgen einer wirklichen Systembahn ubereinstimmen. 
Diese Funktion stellt dar, was Gauß den Zwang, Hertz die Krümmung^) 
der betrachteten kinematisch möglichen Bahn nennt. (Hertz unter- 
suchte vorwiegend den Fall verschwindender äußerer Kräfte.) Wir 
bedienen uns der Hertzschen Bezeichnungen. 

Nun ist der Nachweis zu fuhren, daß unter allen mit den Bindungen 
[die keine Arbeit leisten sollen) vertraglichen Bahnkurven die eigentliche 
Systemhalm die kleinste Krümmung besitzt^). 

In dem einfachen Fall der kräitefreien Bewegung eines emzelnen Massen- 
punktes auf einer glatten Fläche bedeutet dieser Satz offenbar nur die Tatsache, 
daß die räumliche Krümmung (im gewöhnhchen Sinne) der Kurve die kleinste 
ist, die sich mit der Bedingung vereinbaren läßt, daß der Massenpunkt auf der 
Fläche bleibt 

Beim Beweise dieses Satzes nehmen wir an, daß die Gleichungen 
für die Bindungen lauten 

x-^f dXf^O (^ = 1 , 2 , . , m) , 

r 

wo Wir mit Xr eine beliebige der drei Koordinaten eines Punktes bezeich- 
nen und die Koeffizienten Xkr gegebene Funktionen der Koordinaten 
sind. Aus diesen Gleichungen folgt durch Differentiation 


Xf + ^ ^ XrX, — 0 {k—i, 2, 


m) 


Es sei Xf eine typische Beschleunigungskomponente auf der be- 
trachteten Bahn (die als kinematisch möglich, aber nicht notwendig 
als wirkliche Systembalin angenommen wird) und XfQ die ihr ent- 
sprechende Beschleunigungskomponente auf der Systembahn. Subtra- 
hieren wir die letzte Gleichung, gebildet für eine eigentliche Systembahn, 
von derselben Gleichung, gebildet für eine kinematisch mögliche Ver- 
gleichsbahn, so erhalten wir 

— ^^ro) =0, 


da die Geschwindigkeiten für beide Bahnen ubereinstimmen. 

Diese Gleichung lehrt, daß eine kleine Verrückung des Systems, 
bei der die Verrückung ÖXf der Koordinate Xr proportional {x^ Xr^ 
ist, mit den Bindungen vereinbar, also eine tnöghche Verschiebung ist. 


1) Genau genommen bezeichnete Hertz die Quadratwurzel aus dieser Funk- 
tion als Krümmung. o o 

8) Gauß: Journ. hlath. Bd. 4, S. 232. l829f Werke Bd 5i S 23- 
maß den Zwang durcU die Summe der Produkte aus den Massen der Punkte in 
die Quadrate der zugehörigen Abweichungen von der zwangsfreien Bewegung 
Der obige analyüsche Ausdruck wurde zuerst von H Sobeffler angegeben Zeit- 
schrift f Math Bd. 3, S 197 18S8. Die Hertzache Theone findet sich in seiner 

Mechanik* 
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Die Komponenten der durch die Bindungen verursachten Kräfte 
werden dargestellt durch — und diese Zwangskrafte leisten 

bei einer möglichen Verrückung keine Arbeit. Daher erhalten wir 

2 i”^rXrO — Xr)iXr — Xro) = 0 . 


Diesen Gleichungen können wir die Form geben 



X. 


m. 


= ^ mr {xrO - ■^) + ^ ^AXr “ X,o? 


oder (wenn wir die Koordinaten wieder mit Xy y, 2 bezeichnen) 

r 

+ {Xr ~ i,o)* + iVr — 9to)^ + (5, “ S,o)*> • 

r 

Da alle Gheder der letzten Summe auf der rechten Seite positiv 
sind, folgt 


> 


womit die Behauptung bewiesen ist. 


§ 106. Die Krümmung der Bahn als Funktion der 
allgemeinen Koordinaten. 

Lipschitz’-) hat bewiesen, daß die Krümmung einer kinematisch 
möglichen Bahn emes holonomen dynamischen Systems mit n Freiheits- 
graden als Funktion der Ableitungen der n unabhängigen Lagenkoor- 
dinaten des Systems dargestellt werden kann. 

Die Koordinaten seien q2, qn] auf einer beliebigen kine- 
matisch möghchen Bahn mögen ihnen die Beschleunigungen ft , ^2* * • > ?n 
entsprechen, während fto» fto» • • •* ?no die zu denselben Werten 
ft* ?n, ft» ft* • • •* ft gehörigen Beschleumgungen auf der wirk- 

lichen Systembahn sind. Bezeichnen wir wieder eine beliebige der 
drei rechtwinkligen Koordinaten eines beliebigen Massenpunktes 

Journ f Math Bd 82, S. 323. Vgl femerWassmuth.. Sitz Bd 104 1895 

Für weitere mit dem Prinzip der klemsten Krümmung zusammen hängende Unter- 
suchungen sei verwiesen auf Leitinger Wien Sitz Bd. 116, S 1321. 1908, und 
Schenkl Wien. Sitz. Bd 122, S. 721. 191 3. 
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mit Xj.y die zugehörige Kraftkomponente mit Xr» so wird die Gauß- 
Hertzsche Bahnkrummung^jM, («, — Im letzten Paragraphen 

r 

ist gezeigt worden, daß man statt dessen schreiben kann: 

r r 

Die erste Summe stimmt für alle Vergleichskurven uberein, da sie nur 
von der wirklichen Systembahn abhangt, wir können sie daher fort- 
lassen, ohne daß der Gesamtausdruck seine Minimumeigenschaft ver- 
liert , und die ubngbleibende Summe — als Krümmung 

der Bahn bezeichnen. 

Die kinetische Energie sei 

wo die Größen gegebene Funktionen von q^, -^^^qn sind; D sei 
die Determinante der Großen au^ Au die zu au gehörende Unter- 
determinante. 

Aus der Gleichung 

r k l 

folgt 

dXr SXr 

Nun ist __ ^ ^ ^ ^ _ 

da die Koordinaten und Geschwindigkeiten für alle betrachteten Bahnen 
übereinstimmen, haben wir also 

Xf XfQ = ?io) • 


Setzen wir aber 
S 

* dt\dqJ 


{k — 1,2, • • • 


ST s^Sxr y 

Bq, Z^dq,^^ 

SO erhallen wir, da dieser Ausdruck auf der wirkhchen Systembahn 

verschwindet ; d fdT\ 

Sjfe = Differenz der Werte von jj j für die Vergleichsbahn und 

die wirkliche Systembahn oder 

(Ä = 1, 2, . . n). 

(k ^ 1, 2, . • if 


Daraus folgt 
also 


^lb = ^ ^hl ih ■” fto) 






Whlttaker, Dynamik, 
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Die Krümmung ^ w, (i, — ist demnach gleich 

i_ 

oder 

SiSj. 

Nach einem bekannten Determinantensatz ist aber 

% k 

Daher kann die Krümmung als Funktion der allgemeinen Koordinaten 
^ 1 » 9z, • • 'j Ableitungen dargestellt werden in der Form 


2 S 2 2 



IJ • 


§ 107. Die Appellschen Gleichungen. 

Das Ganß-Hertzsche Gesetz der kleinsten Krümmung führte 
Appell auf den Vorschlag i) einer allgemeinen Form für die Differential- 
gleichungen der Dynamik, in der sie gleichzeitig die holonomen und 
nicht “holonomen Systeme umfassen. 

Wir untersuchen ein beliebiges dynamisches System. Die Varia- 
tionen der allgemeinen Koordinaten qi, q^, •••, 9n niögen durch die 
nicht-integrablen Gleichungen 

Äxi dq^ + dq^ + . . . -h A^i dq^ -\-Tj.dt^Q (äj = 1 , 2, . m) 

verknüpft sein. Für holonome Systeme sind derartige Gleichungen 
selbstverständlich nicht vorhanden. 

S bezeichne die Funktion (^ + 3^1 + wo die 

Masse eines Systempunktes bedeutet, der zu der Zeit t die rechtwink- 
ligen Koordinaten besitzt. Vermöge der Gleichungen, die 

die Lage der Massenpunkte zu beliebiger Zeit t durch Koordinaten 
9x, ? 2 i darstellen, können wir S ausdrucken als Funktion der 

Koordinaten • • • > ?n ihrer ersten und zweiten zeithchen 

Ableitungen. Überdies gelingt es, unter Benutzung der Gleichungen für die 
Bindungen, m der Geschwindigkeiten jg» •••» '9n Funktionen 

der ubngen darzustellen Die diesen letzteren entsprechenden Koor- 
dinaten mögen mit pi, p2» Pn-m bezeichnet werden. Durch Dif- 
ferentiation dieser Relationen können wir q-^, q^, • • • » ?« Funktionen 
der Großen fz, .... fi, i>%, K-m> <1\> ffa. • • • , ?» ausdrucken. 
Folglich erscheint auch S als Funktion dieser Veränderlichen. 

1) Journ, f Math. Bd 112. S 310. 1900 
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Nun kann eine beliebige kleine Verrückung, die mit den Bindungen 
verträglich ist, durch die Änderungen öpi, öp^, der Großen 

n-m 

Pv Pz, •■■,pn-m defimert werden. 2 P, d möge die von den äußeren 

r-l 

Kräften bei einer solchen Verrückung geleistete Arbeit sein. Wie in 
§ 26 ist dann 



Die Gleichung, die die Änderung von jcj als Funktion der Ände- 
rungen von pi.pz, •-■,p„-,n darstellt, möge 

n-m 

= '^TT^Öpr 

f=l 

sein, wo bekannte Funktionen der Koordinaten sind. 

Die Gleichungen dieses Typus sind natürlich nicht integrabel. Daraus 
erhalten wir dxjdpf = 71 f . Die Gleichung, die als Funktion von 

Pli • • •»Pn-m darstellt, erhält demnach die Gestalt 

n-m 

Xk=' 2 jr,pr + » , 
r=L 

WO öt eine Funktion der Koordinaten bedeutet. Die Differentiation 
dieser Gleichung ergibt 


n -m n-m j _ ^ 


liieraus folgt 


r=l 


r=i 


Sxj, _ _ dxj, 

dp/ 


Demnach ist 




Dte Gleichungen eines holonomen oder mcht-holonomen dynamichen Sy- 
stems können also in der Form 

BS 

Pr (r= 1, 2, . . , 

geschrieben werden^ wo S die Funktion 4 ^ Wjj. (ii| + yl + bedeutet 
und die Zahl der Koordinaten pi,p^, • • • ypn-m gleich der Zahl der 
Freiheitsgrade des Systems 


1) Über den Zusammenhang dieser Gleichungen mit dem Pnnap der kleinsten 
Wirkung vgl. H. Breil: W%en» SUzungsb&r Bd 122 , S 933 1913* 
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Offenbar gilt dieser Satz auch dann, wenn die Großen j>y ^ Pn-m 
nicht wahre Koordinaten, sondern Quasi-Koordinaten sind. 

Aufgabe Man leite aus den Appellschen Gleichungen die Gleichungen 

— (j9 — C) L , 

B co^ — (C — A) co^co^, = M , 

C uJs — [A — B) coi(02 = 

für die Bewegung eines starren Körpers mit einem festen Punkt ab Dann sind 
üjj, cüg, tüg die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit des Körpers in Richtung 
seiner eigenen Hauptträgheitsachsen im TJnterstützungspunkt, A, B,C die 
Hauptträgheitsmomente, L, M, N die Momente der äußeren Kräfte um die Haupt- 
achsen. 


§ 108. Der Bertrandsche Satz. 

Zu der Gruppe von Sätzen, der das Gauß-Hertzsche Pnnzip der 
kleinsten Krümmung angehört, ist auch der folgende Satz von Bertrand 
zu rechnen: Werden verschiedenen Punkten emes bewegten (holonomen 
oder nicht-holonomen) Systems gegebene Stöße erteilt, so ist die kine- 
tische Energie d&r resultierenden Bewegung größer cds die'jenige, die das 
System hei den gleichen Stößen erlangen wurde, wenn zu den ursprüng- 
lichen Bindungen beliebige Zusatzbindungen treten, die verursacht sind 
durch die Reaktionen völlig glatter oder völlig rauher Flachen oder starrer 
Verbindungen mischen den Massenpunkten des Systems, 

Es sei nämlich m die Masse eines für das System typischen Punktes, 
der vor der Erteilung der Stöße, nachher und bei der Vergleichs- 
bewegung die bezüglichen Geschwindigkeitskomponenten u, v, w\ 
u\ v', w\ Uy, v-^, w-^ haben möge. 

Es seien X, Y, Z die Komponenten der auf den Punkt wirkenden 
äußeren Stoßkraft, X', Y', Z' die von den Bindungen des Systems her- 
rührenden Stoßkomponenten, X'+ , Y'+ Yj , Z'+ Z^ die von den 

Bindungen herrührenden Stoßkoniponenten bei der Vergleichsbewegung. 

Die Gleichungen der Stoßbewegung lauten 

m {u ' — u'j = X X' , m — w) = Z -j- Z^-|- X-^ , 

w (v'- 1;) = Y + Y', m(v^-v)=:Y + Y'+Y^, 

m (w'— w) = Z + Z\ m{wi — w)=Z + Z'-f Zj . 

Subtraktion ergibt 

m (wi — w') = Zi , m (Vi — ü') = Y^ , m {w^ — w') = Zi . 

Wir multiphzieren diese letzten Gleichungen mit u^, Wj bzw. 
addieren und summieren über alle Massenpunkte des Systems. Dann 
erhalten wir 

<(«1 — «') «1 + (i'i — v')v^ -f (te»i - w') w,} =2(^1 «1 +yii;i +Zi 

1) Bertrands Anmerkungen zu Lagranges M£c. Anal, und Journal de Ltou 
mlle (1), BcL 7, S. 166. 1842 
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Aus der Natur der Bindungen ergibt sich nun, daß auf die Massen- 
punkte des Systems wirkende endliche den Stoßkräften 
proportionale Kräfte bei einer Verschiebung, deren Komponenten den 
Größen «j, proportional sind, im ganzen genommen keine Arbeit 
leisten. Daher ist 

+ + Z^w^) ^ 0 

oder 

— w') — ü') 1 ;^ + {w^ — w') = 0 . 

Diese Gleichung kann in der Form geschrieben werden 

-1- w'^) + «'i + ^i) 

=2 ^ ((^— . 

Diese lehrt, daß 

+ w'^)> + 

ist, und beweist so den Bertrandschen Satz. 

Der Satz läßt sich leicht auf den Fall übertragen, daß die Kräfte 
nicht impulsiv, sondern stetig wirken. Dann wird der Zuwachs an kine- 
tischer Energie in der Zeiteinheit vermindert durch die Einführung 
neuer Bindungen, die die potentielle Energie nicht beeinflussen. 

Der folgende Satz, der von Lord Kelvin herrührt und allgemein als der 
Thomsonsche Satz"^) bekannt ist, kann ähnlich wie der vorige bewiesen werden 
Werden hehehig viele Massenpunkte eines dynamischen Systems plötzlich mit vor- 
gegebenen Goschwtndzgheiten in Bewegung gesetzt, so ist die kinetische Energie der 
resultierenden Bewegung kleiner als die ^eder anderen kinematisch möglichen Be- 
wegung, die das System mit den vorgeschriehenen Geschwindigkeiten ausführen kann 
Der Überschuß ist gleich der Energie derjenigen Bewegung, die mit einer der beiden 
zusammengesetzt werden muß, um die andere hervorzuhrtngen 

Lord Rayleigh®) fand, daß die Sätze von Thomson und Bertrand sich 
dalnn zusammenfassen lassen, daß die Einführung neuer Bindungen die Trägheit 
oder das Trägheitsmoment eines Sj^tems vergrößern. 

Aufgabe. Eine aus n — 1 gleichen diagonal aneinandergereihten Rhomben 
bestehende Nürnberger Schere mit zwei offenen Enden — jedes in Gestalt eines 
halben Rhombus — wird aus 2« gleichen Stäben gebildet, die in den Rhomben*- 
ecken paarweise gelenkig verbunden sind Den freien Stabenden an emer Seite 
werden Stöße P senkrecht auf die Diagonale zu erteilt Man zeige, daß die Stab- 
enden der anderen Seite m Richtung der Diagonale die Anfangsgeschwmdigkeit 

3 P sin « cos öf 
m cos® « + n® sin® « 

haben; dabei bedeutet m die Masse des emzelnen Stabes, 2ot den Winkel zweier 
Stäbe in ihrem Kreuzungspunkt. (Camb Math Tnpos, Part I 1896 ) 


Übungs auf gaben . 

1 Das Problem der Bewegung eines Punktes auf einer Fläche nut dem 
Linienelement 

ds'^ = Edu^ 4- iFdudv + Gdv^ 


Thomson and Tait. Natural Philosophy § 317- 
®) Theory of Sound Bd. 1, S. 100. 
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unter der Wirkung von Kräften mit der potentiellen Energie V(u, v) sei lösbar 
Man beweise, daß man alsdann auch das Problem der Bewegung eines Massen - 
Punktes auf emer Fläche mit dem Limenelement 

= 7(m, v) (Edu^ + 2Fdudv + Gdv'^) 

unter Wirkung von Kräften mit der potentiellen Energie 1 JV{u, v) lösen kann 

(Darboux ) 

2 Die Systembahnen zweier dynamischen Systeme mit der kinetischen 

Energie bzw ^öi*?*?* und der potentiellen Energie U bzw V sollen 

überemstimmen, aber mit verschiedenen Geschwindigkeiten durchlaufen werden 
Die Relationen zwischen den Koordmaten qi, beiden 

Bewegungen die gleichen. Man weise nach, daß 

»u+ß 

yU+ d 

ist, wo «, ß, y, d Konstanten sind, und daß 

= (yV + S)'Zi^ikdqtdq^. 

(Pamlev6 ) 

3 Die sämthehen Bahnen eines Massenpunktes in einer Ebene unter Ein- 
wirkung von Kräften mit der potentiellen Energie V(x, y), zu denen der Wert h 
der Energiekonstanten gehört, mögen der Transformation 

X = (p{X,Y ) , y = yj{X,Y) 

unterworfen werden, wo (p und ip konjugierte Funktionen von r und y sind Man 
beweise, daß die so erhaltenen neuen Kurven die Bahnen eines Massenpuiiktcs 
unter der Einwirkung von Kräften darstellen, die aus der iiotentiellen Energie 

[V{<p(X,Y) , vct.y» - A] {(^) V (1^)“} 


abgeleitet werden können, und daß die zugehörige Energiekonstante Null ist 

(Goursat ) 

4 T und V mögen die kinetische und potentielle Energie emes dynamischen 
Systems bedeuten. Man beweise, daß 


sich von 


2 ^ »»( 5 “ + y* + 52) 


um eme von den Beschleunigungen unabhängige Große unterscheidet, daß also 


ein Maximum ist, wenn die Beschleunigungen die der tatsächhehen Bewegung 
entsprechende Größe haben, verghehen mit allen mit den Bindungen verträg- 
lichen Bewegimgen, die demselben Energieintegral genügen, und die in dem 
Augenbhek der Beobachtung die gleichen Werte für die Koordinaten und Ge- 
schwindigkeiten haben. (Förster.) 



Zehntes Kapitel. 

Hamiltonsche Systeme und ihre 
Integralinvarianten. 

§ 109. Die Hamiltonsche Form der Bewegungsgleichungen. 

Für die Differentialgleichungen der Bewegung eines konservativen 
holonomen dynamischen Systems leiten wir nunmehr eine Form ab, 
die die Grundlage fast der gesamten weitergehenden Theorie der D5ma- 
mik bildet. 

Das System habe die Koordinaten q^, - ..»qn und das kine- 
tische Potential L{qy, q^y • q^^y ^i» •• ^ so daß die Bewe- 

gungsgleichungen in der Lagrangeschen Form lauten: 



ä /ö. 

J.'l dL 


(''=1.2, 

.») 


dt 

?r/ 

= 0 

Wir setzen 


BL 






Wt 

= -pr 

{r=i,2,. 

■ ,n), 

so daß 



BL 

(r == 1,2, 


ist. 


ff 

~ ^qr 


Vermöge des ersten dieser beiden Gleichungssysteme können wir 
die Großen einer der beiden Reihen q^, qn und ^21 -“i Pn 
als Funktionen der Größen der anderen Reihe ansehen. 

Bezeichnet d den Zuwachs einer beliebigen Funktion der Veränder- 
lichen ^1) * ' i P29 • • •* Pn oder ^1) • *1 > 9^2 » ‘ 

bei kleinen Änderungen der Argumente, so ist 





= Mt + 2 - MPf) 

r=l f=l 
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oder 

l?‘=l ) r-1 

Wird die als Funktion der Veränderlichen qi, , qn^ ^ 2 > • • > Pn> ^ 

n 

dargestellte Große ^fr^r — L mit H bezeichnet, so haben wir also 

r=l 

( 1 ) SH=Z{qrdi>,-p,öqr) 

r=l 

oder 

dqr _ dH dj>r _ dH 

(2) U-Tp,' ~It {r=\,2, .. ,n). 

Dte Bewegung des dynamischen Systems kann durch diese Gleichungen 
definiert werden, die man als die Hamiltonschen oder kanonischen Glei- 
chungen bezeichnet. Die abhängigen Veränderlichen sind q^, . - .i fn, 
^ 1 » ^ 2 » und das System umfaßt 2n Gleichungen erster Ordnung, 

während das Lagrangesche System aus n Gleichungen zweiter Ordnung 
besteht. 

Hamilton stellte diese Gleichungen 1834 auf^) Seine Ergebmsse waren von 
den großen französischen Mathematikern teilweise vorweggenommen. Poisson^) 
tat bereits 1809 einen Schritt in dieser Richtung, indem er eine Funktion 

r = l 

emführte und als Funktion von q^* q^ • - qm Pi,p 2 ****>Pn darstellte und 
schon die eine Hälfte der Hamiltonschen Gleichungen ableitete. Dagegen hatte 
Lagrange®) 1810 em spezielles Gleichungssystem (für die Variation der Bahnelemente) 
in der Hamiltonschen Form aufgesteUt, m dem die Störungsfnnktion die Stelle 
der Funktion H vertritt. Überdies hatte die Theorie der mcht-lineaxen paxheUen 
Differentialgleichungen erster Ordnung auf Systeme gewöhnhcher Differential- 
gleichungen in dieser speziellen Form geführt Denn wie Pf aff 1814 — 15 lind 
Cauchy®) (in Ergänzung früherer Arbeiten von Lagrange und Monge) 1819 nach- 
wiesen, haben die Differentialgleichungen der Charakteristiken einer partiellen 
Differentialgleichung 

^2» ■ • ^n* Pl* p2^ • • » Pn) 0 » 

WO 



ist, die Gestalt 

dxi dx^ _ dx^ dp-^ dp^ 

Sfldpi ~ df/dpi ~ - dfjdpn ~ —dfjdxi —dfßx^ 

1) Bnt -i4ss Rep 1834, S. 513, PM Trans 1835. 3.95- 
Journal de VEcole polyt, Bd. 8, H 15 , S. 266 1809- 

8) Mim de VInst. 1809, S 343 
*) Berh Ahhandl, l8l4 — 15, S. 76 
8) Bull, Soc. philomcdh 1819, S. 10. 



§110 Aus Variationsproblemen hervorgehende Gleichungen 


281 


Hamiltons Untersuchungen wurden 1848 — SO von Oatrogradskii) und 1854 
von Donkm^) auf die Fälle ausgedehnt, in denen das kinetische Potential die Zeit 
enthält u a m. 

Gleichung (1) wird zuweilen die HamiUonsche Gleichung der virtuel- 
len Arbeit genannt. Sie kann symmetrischer geschrieben werden. 

^iZPrdqr diZPrdqr -Hdt), 

r=l r=l 

in welcher Gestalt sie sofort die Bedeutung der Differentialform 

^frdqr — H dt 

r=l 


in Verbindung mit den Differentialgleichungen der D 3 mamik erkennen 
läßt. (Vgl. § 137.) 

Enthält das kinetische Potential L die Zeit t nicht explizit, so 
gilt das gleiche offenbar auch für die Hamiltonsche Funktion ff; das 
System besitzt alsdann ein Energieintegral, nämlich 


2 ^’ 


dqr 


-L = h, 


wo h eine Konstante ist. Statt dieser Gleichung können wu schreiben 
teli 92 i • • * j Pl* • * * » Pr^ “ ^ * 

Sie stellt das Energieintegral des dynamischen Systems dar, dessen Hamilton- 
sehe Funktion H die Zeit nicU ex'plizit enthalt. Aus § 41 folgt sogleich, 
daß H für natürhehe Systeme die Summe von kinetischer und poten- 
tieller Energie ist. 

Aufgabe, Man zeige, daß die Bewegungsgleichungen des mathematischen 
Pendels lauten 

^ _ m dp _ dH 
dt dp ' dt ~ dq * 

wo 

H = '^UP^ - gl-^^osq 

ist und (7 den Winkel des Pendels mit der Senkrechten zur Zeit t, ^die Pendellänge 
bedeutet und die Masse des Pendels gleich 1 angenommen ist 


§ 110. Aus Variationsproblemen hervorgehende Gleichungen. 

In dem vongen Kapitel haben wir erkannt, daß die ganze Theorie 
der Dynamik auf den stationären Charakter gewisser Integrale gegründet 
werden kann, naralich der Integrale des Hamiltonschien Prinzips und 
des Prinzips der kleinsten Wirkung. In ahnheber Weise lassen sich die 
Differentialgleichungen der meisten physikahschen Probleme aus Pro- 
blemen der Variationsrechnung herleiten. 

1) Milanges de VAcad de St -Pit., Okt 1848; Mim de VAcad de St.-Pit 
Bd. 6, S. 385. 1850 

*) Phil. Trans. 1854, S. 71. 
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Zum Beispiel kann das Problem der Bestimmung des tbermischen Gleicb- 
gewich-tes in einem isotropen leitenden Körper, dessen Oberflächenpunkte auf 
gegebenen Temperaturen erhalten werden, folgendermaßen formuhert werden: 
Unter allen Funktionen V» die auf der Oberfläche gegebene Werte annehmen, 
ist diejenige Funktion zu bestimmen, für die der Wert des über den ganzen Körper 
erstreckten Integrales 

. 

ein Minimum wird. 

Wir beweisen nunmehr ^ daß alle aus Variationsprohlemen hervor- 
gehenden Differentialgleichungen mit einer unabhängigen Veränderlichen 
auf die Hamiltonsche Form gebracht werden können^). 

Um die Rechnung übersichtlicher zu gestalten, beschränken wir 
uns auf zwei abhängige Veränderliche. Der Beweis laßt sich aber in 
derselben Weise für eine beliebige Variablenzahl fuhren. 

Es seiL{t,y,y.y. . . . /y\ z, z,z , . , . ,z) eine Funktion der unab- 
hängigen Veränderlichen t, der abhängigen Veränderlichen y,z und 
ihrer Ableitungen bis zu den Ordnungen m bzw. n . 

Die Bedingung für den stationären Charakter des Integrals 

jL{t,y,y, .. ,y ,z,z, . ,z)dt 

kann, nach dem gewöhnlichen Verfahren der Variationsrechnung, in 
der Form geschrieben werden 


SL 

d fdL\ 

tf'" /dL\ 


Aey)+ 

dL 

d 

/ d'" (^L\ 




Nunmehr setzen wir 


^ _ 
dy 



dt\dyl' 

, ldL\ 

•+( 

p,= 

dL d (^L\ 
dy dt Vöy / 




dL 

Pm = 


* 

dy 

+ 

II 

1 

±im+ 

dt\dz 


Pm+2 — 

dL 

IF ~ 

d”-^ /8L\ 



dL 

Pm + n — 


W 


Vgl. Ostrogradski. M6m, de VAcad de St.-Pät Bd. 6, S. 385- 1850 
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und setzen 

y * 9.2 y i • > 9in y > 9m+l ^ » 9 ^ + 2 ~ ^ » ^m+n ~ ^ 
Wenn dann 

^"^~L + Piqi+'Ptqz+ ■ +Pm. lim + Pmy +pm+iqm+i-\- ■ • 

“f” ^w+n - 1 S^m+n “f“ ^m + n ^ 

ist (wo H als Funktion^von dai'- 

gestellt ist), die Größen, y und z nämlich mit Hilfe der Gleichungen 

Pm~ ^I'l^y, pm-i-n — ^LJdz eliminiert sind und S den Zuwachs bei 
kleinen Änderungen der Argumente q^, q^+„, Py,p^,.... ^„,+„ 

bedeutet, so erhalten wir 


, dL «(m) dL 


" öy öy 7^ dz 

y»-l m-l 

+ ^ Pr ^?r+i + ?r+l ^Pr + V ^P'. 


dL (n) 


dz 


r=l 

?H+n-l 


f=l 
m+Ti-l 


+ i^r dqrv \ + Pm-\rn dz + ^, + 1 ( 5 ^^ + 2 : < 5 ^,;^+,^. 

f = 7« + l r = M+l 

Unter Benutzung der Gleichungen 

dy~^^' '^“^2 + Pi» -^ = />3 + p2. = 

geht dieser Ausdruck über in 


«Cm) 

oy 


m+n m+n 

dH = -ZPrdqr+Z9rdPr^ 


r = l 


r=l 


Ist also 2? als Funktion der Veranderhchen t, p^, p^, ..., pr^^n* 
, ?2 ^ ^ e^m+n dargestellt, so ist 

dq, _ dn dp^ _ dH 

dt dp^ ' dt ~ 

und wir erhalten somit d%e Differentialgleichungen des Problems in der 
Hamiltonschen Form, 


(r=: 1, 2, . ,, m + n), 


§ 111. Integralinv^Lrianten. 

Der besondere Charakter der Hamiltonschen Differentialgleichung 
hängt aufs engste zusammen mit den Eigenschaften gewisser Ausdrücke, 
denen Poincarö^) die Bezeichnung Integralinvarianten beigelegt hat. 


1) AUa Math Bd, 13 I 89 O. 
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Gegeben sei ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen 

v- V’ 

dt “ dt ■'*' dt 

wo ZjL, Z2, . . Zft gegebene Funktionen von • • • * ^n» sind. 

Wir können sie als die Bewegungsgleichungen eines Punktes mit den 
Koordinaten x^y , ,yXn im Raum von n Dimensionen auffassen. 

Eine aus derartigen Punkten bestehende Menge, die zu Beginn 
der Bewegung ein ^-dimensionales Gebiet fo einnimmt, wird auch in 
jedem späteren Zeitpunkt ein ^-dimensionales Gebiet f erfüllen. Ein über 
t erstrecktes ^-faches Integral heißt eine Integralinvariante, wenn es 
für alle Zeiten t den gleichen Wert behält. Die Zahl p wird als Ord- 
nung der IntegraJinvariante bezeichnet. 

So ist z. B. bei der Bewegung einer inkompressiblen Flüssigkeit 
das Integral für das Flussigkeitsvolumen, erstreckt über alle Flüssig- 
keitselemente, die anfänglich in einem gegebenen Bereich enthalten 
waren, eine Integralinvariante; denn das von diesen Elementen ein- 
genommene Gesamtvolumen ändert sich nicht mit der Zeit. 

Aufgabe 1 Die kräitefreie Bewegung eines Massenpunktes in der Ebene 
ist zu bestimmen x, y seien seine Koordinaten, m, v seine Geschwindigkeits- 
komponenten. Die Bewegungsgleichungen lassen sich in der Form schreiben 

X = u , y = v , M = 0, v=0 

Das Integral 

I=J{dx — tdu), 

in emem vierdimensionalen Raum mit den Koordinaten x, y, u, v über den 
Kurvenbogen erstreckt, der zur Zeit t der Ort aller Punkte ist, die sich anfänglich 
auf einem gegebenen Kurvenbogen befinden, ist eine Integralinvariante Die 
Lösung des dynamischen Problems ist närahch gegeben durch die Gleichungen 
u — a, v = b, Ar = fl/ + c, y=^bi + dy 
wo a, by c, d Konstanten smd Daher erhalten wir 

I = J {i d a 3c — f S a) 

JjSc, 

und dies Integral ist von / unabhängig. 

Aufgabe 2 Man beweise, daß 

J {u 3x — X 3u) 

eine Integrahnvanante für die ebene Bewegung eines Massenpunktes mit den 
Koordinaten x, y und den Geschwmdigkeitskomponenten «, v ist, der vom 
Koordmatenursprung mit emer der Entfernung proportionalen Kraft angezogen 
wird. 


§ 112. Die Variationsgleichungen. 

Die Integralinvarianten eines gegebenen Differentialgleichungs- 
systems hefem die Integrale eines zweiten S3^tems von Differential- 
gleichungen, das aus dem ersten abgeleitet werden kann. 
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Das gegebene Gleichungssystem sei nämlich 

dXfi _ . 

(^ 1 1 ^2 i ••• * = 1 , 2 , , . . j w) . 

^1, ^2, . . . , ä;» und + dx^, Xz + , Xn + Sxn seien die Werte 

der abhängigen Veranderhchen zur Zett t für zwei benachbarte Lö- 
sungen dieses Gleichungssystems. Dabei bedeuten Sx^, . . . , äxn 
infinitesimale Großen. Dann haben wir 
d 

— {Xr + dXr)=^ Xr{x^ + ÖX^, X2 + ^X^, . , X^+ dx^, f) (r = 1 , 2 , , w). 


und folglich 
d 


. SXr . , dXr , 


+ ...+ 


^Xn 


dXn{r=i, 2 , ,,n). 


Diese letzten n Gleichungen zusammen mit den n ursprünglichen 
Gleichungen können als ein System von 2 n Differentialgleichungen mit 
den abhängigen Veränderlichen x^, x^, . . dx^, ...» ^x^ auf- 
gefaßt werden. 

Ist nun 

J ^ r {^v ^2> • * ■ » ^n) r 

f 

eine Integralinvariante des ursprünglichen Systems, so muß die Größe 
^ ■ • * » * 


da der Integrationsweg völlig willkürlich ist, gleich Null sein vermöge 
des erweiterten S5^tems von Differentialgleicliungen; daher ist also 

2^ Fr (Xi, Xg, ... *„) 8 Xr = konst. 
r 

ein Integral dieser Gleichungen. Einer Integralinvariante erster Ordnung 
des Ursprünglichen Gleich/ungssystems entspricht also ein Integral des er- 
weiterten Gleichungssystems und umgekehrt. 

Ist eine partikuläre Losung x-^, x^, • •• ,Xn der ursprünglichen 
Gleichungen bekannt, so können wir die zugehörigen Werte in die er- 
weiterten Differentialgleichungen einführen. Auf diese Weise erhalten wir 
n hneare Differentialgleichungen zur Bestimmung von dx^, dx2,.. ^Xn, 
d. h. zur Bestimmung derjenigen Lösung der ursprünglichen Gleichungen, 
die der bekannten partikulären Lösung benachbart ist. Diese n Glei- 
chungen werden als die Variationsgleichmgen bezeichnet. 


§ 113. Integralinvarianten erster Ordnung. 

Wir stellen nunmehr die Bedingung dafür auf, daß 

/ (Ml ÖXj^ + + . . . + MndXr^j , 
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WO Ml, Mg, . . . , Mn Funktionen von X 2 , • • • > i sind, eine 
Integralinvanante erster Ordnung des Systems der Differentialgleichungen 

dXrldt = Xr{Xy, X2, {y=i,2, ,n) 

ist 

Dazu muß 

— {MiöXi-\-M^dx2+ . +Mn<5^„) = 0 


sein, wo die Ableitungen von dx^, 6 x 2 , , Sxn aus dem im vorigen 

Paragraphen eingefuhrten erweiterten System von Differentialgleichun- 
gen zu bestimmen sind. Daher ist 


oder 


- dSXr\ 

r = l 


Da dxi,dx 2 ,...,dxn voneinander unabhängig sind, müssen die 
Koeffizienten aller Großen Sxr in dieser Gleichung verschwinden Folg- 
lich lauten die Bedingungen für die Integrahnvananz 


dMr ^ dMr 

et dx. 


n 

^ = l 


dXr 


= 0 


{r=U 2 , 


,n). 


Zusatz \ Ist ein Integral der Differentialgleichungen bekannt, etwa 
F(a'i, ^ 2 . . . . , Xn, t) = konst , 

so läßt sich eine Integralmvariante unmittelbar bestimmen. Wir haben 
nämlich 


di\6xj~^-^ 8xi\dxJ * A dx^ dx^ 

A» — 1 A ~ 1 


ßxAdt 


8 xi 


X, 


dx. 



Daher ist der Ausdruck 


= 0 . 


IM’” 

eine Integralinvanante, 

Zusatz 2. Es gilt auch die Umkehrung von Zusatz 1 ; Ist 
^ dxj. eine Integralinvanante der Differentialgleichungen, wo 

r=l ^ 
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U eine gegebene Funktion der Veränderlichen ist, so kann man ein Integral 
des Systems bestimmen. Wir haben nämlich: 


0 


_ö 

6t 



' 6U \ ^ 8U azt 

.SxJ 6xk 6x, 


6 {du 

dXr ^ dt 



folglich ist der Ausdruck 


1=1 


dxi 




der eine gegebene Funktion von x^, x^, . , , Xny t ist, von , ,.,Xn 

unabhängig. Bezeichnen wir seinen Wert mit (p{t), so ist diese Größe 
also bekannt. 

Dann haben wir 

dU[di = (p(t) 

oder 

U— j(p{t) di — konst , 


und dies ist ein Integral des Systems. 


§ 114. Relative Integralinvarianten. 

Bisher haben wir nur solche Integralinvarianten in Betracht 
gezogen, die die Invarianteneigenschaft besitzen, wenn der Bereich 
der Anfangswerte, über den integriert wird, völhg willkürlich gewählt 
werden kann. Sie werden zuweilen als absolute Integralinvananten 
bezeichnet. Nunmehr gehen wir zu solchen Integralen über, die die 
Eigenschaft der Invarianz nur dann besitzen, wenn der Integrations- 
bereich eine geschlossene Mannigfaltigkeit ist (um in der Sprache der 
w-dimensionalen Geometrie zu reden). Sie werden als relative Integral- 
invarianten bezeichnet. 

Die Theorie der relativen Integralinvarianten laßt sich folgender- 
maßen auf die Theorie der absoluten Integralinvananten zuruckfiihren. 

Es sei 

j [M^&x^ + Mi^dx^ + • + 

eine relative Integrahnvariante der Gleichungen 

dXfjdt = Xr (r = 1, 2, . . , 

wo Afj, Mg, , M„, Xj, X^, . , Xn Funktionen von ^2» • * * # l' 

Sind. Dieser Ausdruck ist also invariant in bezug auf i , wenn die Inte- 
gration in dem Raum mit den Koordinaten x^, . • * , über die- 
jenige geschlossene Kurve erstreckt wird, die zur Zeit t der Ort aller 
anfänglich auf einer bestimmten geschlossenen Raumkurve gelegenen 
Punkte ist. 
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Nach dem Satz von Stokes ist dies Integral gleich dem Integral 



wo die Integration nunmehr über ein von der Kurve begrenztes Flachen- 
stück erstreckt ist. Dies Flachenstuck kann als der Ort der Punkte 
zur Zeit t angesehen werden, die sich ursprünglich auf einem bestimmten 
von der Anfangslage der geschlossenen Kurve begrenzten Flachenstück 
befinden. Da das Flächenstuck keine geschlossene Flache ist, stellt 
dies Integral eine absolute Integrahnvaxiante zweiter Ordnung der 
Gleichungen dar. 

Entsprechend kann man mit Hilfe einer Verallgemeinerung des 
Stokesschen Satzes nachweisen, daß jede relative Integralinvariante 

Ordnung einer absoluten Integralinvariante [p + Ordnung 
äquivalent ist. 


§ 115. Eine allen Hamiltonschen Systemen gemeinsame 
relative Integralinvariante. 


Wir gehen nun zu dem Fall über, daß das System der Differential- 
gleichungen ein Hamiltonsches System ist, sich also in der Form schrei- 
ben läßt 


äq, ^ dH 
dt dPy* 


dH 

dt dqr 


(r= 1,2, . . .,n), 


wo H eine gegebene Funktion von ?i, ja» ■ • ^ ?n. Pv ^ 2 » * • ■ > fn> ^ ist. 

Für dieses System sei Q=fLdt das Hamiltonsche Integral, so 
daß L das kinetische Potential bedeutet. Ferner seien «a» ■ * » 
ßvß^f ^-tßn die Anfangswerte der Veränderlichen q^q^, • .,?n» 
ßi» P%> • ’ ' jpnl ^ bezeichne den Übergang von einem Punkt emer Bahn- 
kurve zu dem gleichzeitigen Punkt auf der benachbarten Bahnkurve. 
Nach § 99 haben wir dann 

dü=^prSqr — '^ß,doi^. 

r==i r-i 


Es sei Cq eine beliebige gesclilossene Kurve im Raum von 2p Di- 
mensionen mit den Koordinaten qi, q^t 3 qn, Pi, • ,pn> C die 
geschlossene Kurve, auf der sich die ursprünglich auf Cq gelegenen 
Punkte zur Zeit t befinden. Die Integration der letzten Gleichung über 
das System der Cq und C verbindenden Systembahnen ergibt 





Diese Gleichung zeigt, daß die Größe f^Pr^qr ßine relative Integral’- 

r=i 

invariante eines jeden Hamiltonschen Differentialgleichmgssystems ist. 
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§ 116. Uber die Systeme mit der relativen Integralinvariante 

Wir untersuchen nunmehr das durch das Ergebnis des vorigen 
Paragraphen nahegelegte umgekehrte Problem: die Bestimmung aller 

Systeme von Differentialgleichungen, die die relative Integrahnvariante 
r n 

WO ffi, • • -»Jtt die eine Hälfte, pi,p 2 y->-,pn 

J r=l 

die andere Hälfte der abhängigen Veränderlichen darstellen. 

Vorgelegt sei ein System gewöhnhcher Differentialgleichungen der 
Ordnung 2 n, deren Veränderliche sich in zwei Reihen ^i, • • • * S'n 

und piipi» ••*,pn derart zerlegen lassen, daß 

/ (Pl + ^2 + • • + Pn ^?n) 

eine relative Integralinvariante der Gleichungen, nach dem Satz von 

If{äp,dq^ + dp,dq,+ . .+dp,dq,) 

eine absolute Integralinvariante darstellt. 

Das System der Differentialgleichungen sei 


dt 


= Q 


r j 


^ = P 
dt ’ 


{r=i.2, . .«), 


wo Qi,Qi, . Qn. Pi> -Pa. • • • . -P« gegebene Funktionen von qi. y,. • • . . ?». 
Pl. Pl, ■ ■ - , pn, i bedeuten. Da der Integrationsbereich der absoluten 
Integralinvananten zweidimensional ist, können wir annehmen, daß 
jeder Punkt durch zwei Größen fi festgelegt wird, die sich mit der 
Zeit mcht ändern, sondern für diejenige Systembahn charakteristisch 
sind, auf der der fragliche Punkt liegt. Die absolute Integralinvariante 
laßt sich demnach in der Form darstellen 


Da A, p nicht mit der Zeit variieren, ist also 


dt. 




-i“) 


oder 





'^{^{Qi.Pi) , 
■^X d{X,f/) 

d{X,/A ) 


oder 





, SQt d{p„i>i) 

^p< Jl) 

5P< 


' dp„ d{x,f,) 

dqt d(X,fi) 

dpi 


19 


Whlttaker, Dynamik 
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Infolge der Willkür in der Wahl des Integrationsbereiches und der 
Großen A, a müssen die Koeffizienten von 4^ 4^ 

OK OJLL OK djj, dl dfx 

m dieser Gleichung einzeln verschwinden. Dadurch erhalten wir 

^< + ^=0 
dq, ^ df. 






<5?. 






Diese Gleichungen lehren, daß es eine Funktion 

Qz* • ‘ » 9^n» "Pv p2f • • • t Pm 0 

gibt, derart, daß 

Q, - dHjd ^, , P, = - midq, (r = 1, 2, . . 
ist. So haben wir das Ergebnis: Besitzt ein Gleichmgssystem 

g-ft, .,») 

relative Integralinvariantc 

jiPl^il +^2<^?2 + • • +^n<5^n) . 
so haben die Gleichungen die Hamiltonsche Form 

<i< ii ä}, ' 

Dies ist die Umkehrung des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes. 
Zusatz, Ist 

/(i^i <5 ?i + ^>2 <5 ?2 + • • + ?«) 

eine relative Integralinvanante eines Gleichungssystems 

dqrldt = Qfy dj)rldi=Pf (y = 1, 2, . . ., Ä) , 
wo k'> n ist, so folgt in derselben Weise, daß die Gleichungen für 
? 2 . • • • . Pv ^a» —•»Pn Hamiltonsches System 

iPr__m 

dt e-p/ dt Bq, ») 

bilden, wo E eine Funktion von Ji, p^, Pi, .--.PnJ allem 

ist, unabhängig von q„+^ . . q^, 


§ 117. Die Integralinvarianten als Funktionen der Integrale. 

Ist die Losung eines Systems von Differentialgleichungen 




(r= 1,2, ...,«) 


§118 Der Satz von Lie und Koenigs 
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bekannt, so lassen sich die absoluten und relativen Integralinvarianten 
des Systems leicht aufstellen. 

Es seien etwa 

3^1 (^l> ^2' • ■ > ^n» » IV2 (^1 1 ^2» • • •» 0 “ ^2* • • J ‘ * •> > 

WO Ci, • ••, On Konstanten sind, die n Integrale des Systems. Offen 
bar sind dann die absoluten Integralinvarianten erster Ordnung gegeben 
durch die Formel 

+-^2<5y2 + • • +-^n^yn) » 

wo N2, •• • Nn willkürliche Funktionen von y^, y^, • - • , yn sind, 
die t mcht enthalten. Die relativen Integrahuvananten erster Ord- 
nung dagegen sind gegeben durch 

/ (^i ^yi + N^dy^ 4 - + iV„( 5 y„ + ÖF) , 

wo F eine wiUkürhche Funktion von X2t Xn,i ist, da das Glied 
JdF iwi einen geschlossenen Integrationsbereich verschwindet. 

Daraus ergibt sich, daß jedes System von Differentialgleichungen 
unendlich viele absolute und relative Integralinvarianten erster Ordnung 
besitzt. 


§ 118. Der Satz von Lie und Koenigs. 

Die vorstehenden Ergebnisse ermöglichen uns den Beweis eines 
Satzes von Lie^) und Koenigs^) über die Reduktion eines Systems 
gewöhnlicher Differentialgleichungen auf die Hamiltonsche Form. 

Es sei ^ 

d X 

das gegebene Gleichungssysteni, 

/(fl ^^1 + ^2 ^^2 + • • + 

eine beliebige relative oder absolute Integralinvariante erster Ordnung 
dieses Systems, wo fj, ^2, . . gegebene Funktionen der Veränder- 
lichen sind. Wir sahen im vorigen Paragraphen, daß es unendlich viele 
derartige Integralinvarianten gibt. 

Nun möge die Differentialform 

fl + fa + • + fifc % 

auf die kanonische Fonn 

+ ^2 + ■ • + 

gebracht sein, wo ' 

pLtPit »Pn> ? 1 » ? 2 > 

1) Archiv for Math, og Naturv. Bd 2 , S. 10 . 1877 . 

®) Comptes Rendi4s Bd. 121. S. 875 1895. 
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unabhängige Funktionen von X 2 , sind, deren Anzahl k nicht 

übersteigt, dabei kann Q gleich Null sem^). Es sei - ^ ^*- 2 n 

ein weiteres System von Funktionen von x-^, »-.y Xj^ von der Art, 

daß die k Größen « 2 ^ 2 m $' 2 . • • • . --»Pn 

abhängige Funktionen von Xj^, Xzy •••y x^ darstellen. Weiter möge das 
System der Differentialgleichungen durch die Einführung dieser ä Funk- 
tionen als unabhängige Veränderliche übergehen in 

dqrldt = Qr, dpr/d t=Pr (r = 1, 2 , . . , 

dujdt^ üg (s = 1 , 2 , . . , Ä — 2«) , 


Pn, 


U^yU^y •..yUt_ 2 n Funktionen der 


Ql* Q2* • * • I Qn* ^* ^2* • • 

neuen Veränderlichen sind. 

Die Größe 

/ (^1 ^ ^ 2 ^72 + • • • + ^ n 3 ^„) 

ist eine (relative oder absolute) Integralinvariante dieses Systems, da 
die Integralinvananz durch Transformationen der hier ausgeführten 
Art nicht beeinflußt wird. Daher folgt (§ 116), daß die ersten 2n Glei- 
chungen die Form 

dt dp/ dt dqr 

, t allein 

ist. Das gegebene System von Differentialgleichimgen ist somit auf 
ein Hamiltonsches System der Ordnung 2n und auf k — 2n Zusatz- 
gleichungen 


dt^dp/ dt^ dq, 

haben, wo H eine Funktion von q^^, q^y . . . , q^y Pvp2> • • • 'Pn * ' 


zurückgefuhrt. 


dt 


(s = 1, 2, . . ,k-'2n) 


§ 119. Der letzte Multiplikator. 

Bevor wir zur Betrachtung von Integralinvarianten höherer Ord- 
nung ubergehen, fuhren wir den von Jacobi®) im Jahre 1844 angegebenen 
Begriff des letzten Multiplikators eines Gleichungssystems ein. 

Es sei 

dx^ dx^ dx^ dx 

wo Zj, Z 2 , . . . , Xny X gegebene Funktionen der Veränderhchen 
Xiy x^y .... Xny X slnd , ein gegebenes Gleichungssystem. Wir nehmen 
an, daß n — \ Integrale dieses Systems bekannt sind. Sie seien 

fr {^ 1 * ^ 2 » • • Xfiy x) = Of = 1 , 2, . . ., 7t 1) . 

Den Beweis für die Möglichkeit dieser Reduktion (die jedoch im allge- 
meinen die Lösung einer Anzahl gewöhnlicher Differentialgleichungen erfordert) 
findet m£in in jedem Lehrbuch über daa Pfaffsche Problem. 

®) Journ. /. Math, Bd. 27 , S, 199, Bd. 29, S 213, 333. 
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Vermöge dieser Gleichungen seien Xi,X 2 , als Funktionen 

von Xn und x dargestellt. Dann bleibt nur noch die Losung der einen 
Gleichung erster Ordnung 

dxn _ dx 

auszuf Uhren. Dabei bedeuten die Akzente, daß in X» 

und X durch die oben erhaltenen Werte ersetzt sind. 

Wir weisen nach, daß das Integral dieser Gleichung lautet 

CM' 

J ^{X'dx^-X'„dx)=konst., 

wo M eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 

^ + • • • + ° 
und A die Jacohische Funktioncddeterminante bedeutet: 

A = ’ ' ■* ^«-3) 

Die Funktion M wird der läzte Multiphkator des Systems der 
Differentialgleichungen genannt. 

Zum Beweise dieses Satzes bedienen wir uns des folgenden Hüfssatzes : 
Wird ein System von Differentialgleichungen 

dxrfdt ^Xr (r = 1, 2, . . , 

durch Koordinatentransfonnation in ein anderes System 

dyrfdt^Yr {r=l,2, ...,«) 

übergeführt, so ist 

y 8Xr _ j_ ^PVf) 

D^i ^yr ’ 

wo D die Funktionaldeterminante 


d(x^, x^, . . x^ 
ö(yi,y2. •••.y«) 

bedeutet. 

Der Beweis läßt sich folgendermaßen fuhren. Es ist 


> 

^ Sy, öyj ' 
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In diesem Ausdruck ist der Koeffizient von gleich 

^ d dx 

er hat den Wert Null oder Eins, je nachdem s ungleich k 
^Xr Byt’ ’ 

oder s gleich k ist. Ferner ist dy^jdxf = Af^jD, wo Af, die Unter- 

determinante von SXf/dy, in der Determinante D bedeutet. Daher 

kann der Koeffizient von F* in dem obigen Ausdruck, der gleich 

tÖ öy.öyt 

ist, in der Form geschrieben werden 




d{Xi,Xi,.. ,Xr.i, 8 Xrldyt,X,+i,.. ,x„) 

%l.y2. • -Vn) 


i dp 
D ‘ 


Also haben wir 


dXr ^ QYjc , ^ y* ÖD 


= -2’ 


S{DY,) 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Nun setzen wir in dem ursprünglichen Problem 

d d X 2 d x^ dx _ 


und vollziehen den Übergang von den Veränderlichen x^s , % 

zu Äi, Ä 2 » * • •» ^ni ^ - Nach dem Hilfssatz ist dann 

dx^ dx^ dxn äx \dx„\A'j dx\A']\’ 

daher genügt die Große M, die eine Lösung der Gleichung 


A/r ;n ' a„ “r a„ "r • • • ~r a„ “r a.. 


_1_^ 8X^ dX, 

M dt 8 x 1 8 x 2 

ist, der Gleichung 


i dM 8 /X'„\ 8 /X'\ 

AM dt dxjKÄl dx\A'] ~ ° 


8 (X'„M'\ . d (X'M^ _ „ 
8 x„[ A' j + 


oder 
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Letztere zeigt, daß 

M' 

-^{_X’dx^-X'„dx) 


das vollständige Differential einer Funktion von und x darstellt, 
womit der Satz vom letzten Multiphkator bewiesen ist. 

hydrodynamische Darstellung des letzten Multiplikators nach Boltzmann 
und Larmor. 

Der Satz vom letzten Multiplikator kann auch mit Hilfe physikalischer Über- 
legungen abgeleitet werden. Zur Vereinfachung beschränken wir die Zahl der 
Veränderhchen auf drei, so daß die Differentialgleichungen die Gestalt 

dx ^ dy dz 

u V w 


annehmen, wo «, v, w gegebene Funktionen von x, y, z sind und der letzte 
Multiplikator der Gleichung genügt 


Diese Gleichung lehrt, daß in dem hydrodynamischen Problem der stationären 
Flüssigkeitsbewegung mit den Geschwindigkeitskomponenten «, u, «; im Punkt 
y, z) die Kontinuitätsbedingung erfüllt ist, wenn M als die Dichte der Flüssig- 
keit im Punkt (at, y, z) gedeutet wird 
Nun sei 

<p(x, y,s) = C 


ein Integral der Differentialgleichungen Dann verläuft die Strömung zwischen 
den Flächen der durch diese Gleichung dargestellten Schar Es genügt daher, 
die Strömung in der durch zwei benachbarte Flächen C und C + begrenzten 
zweidimensionalen Schicht zu betrachten Die Strömung durch den Zwischenraum 
zwischen zwei behebigen gegebenen Punkten P und Q auf C muß für alle P und Q 
auf der Fläche verbmdenden Kurvenbogen gleich groß sein Da die Strömung 
durch die Bogenstücke PR und R Q zusammengenommen geradeso groß ist wie 
die Strömung durch den Bogen PQ, so läßt sich die Strömung durch ein behebiges 
Bogenstück PQ in der Gestalt f{Q) — f(P) darstellen. Bedeutet also is ein 
Bogenelement, t die (veränderhehe) Dicke der Schicht, so daß 

r =: {{d(pldx)^ + {dq>ldy)^ + {d<pldzf)~^dC 


ist, und f die Geschwindigkeitskomponente senkrecht zu ds, so ist 
jMSxds = f{Q)--f{P). 

also M ^ tds das vollständige Differential einer Ortsfunktion Man erkennt leicht, 
daß dieser Ausdruck sich in der Form MSC{v dx — udy)l(d(pldz) schreiben läßt. 
Infolgedessen ist 

M{v dx --udy) 

dtpldz 


ein vollständiges Differential Dies ist der Satz vom letzten Multiplikator für den 
vorliegenden Fall 

Für $ds finden wir leicht den Wert 

I dx dy dz | 


(vl + vl + 


U 


V 


W 


9y 
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So besagt der Satz tatsächlich, daß M [q>l ffl + q>l) “ em integncrendeY Faktor 
der Gleichung 

I dx dy dz | 


u V 


w 


= 0 




ist. Dies ist, wie Appell Comptes Rendus Bd 15 Si S 878 1912, bemerkte, eine 

symmetrische Form des Satzes vom letzten Multiphkator. 


§ 120. Ableitung eines Integrals aus zwei Multiplikatoren. 

Wir nehmen an, daß wir zwei verschiedene Losungen M und N 
der partiellen Differentialgleichung für den letzten Multiphkator gefun- 
den haben, so daß 






dx^ 




dXn dx 


und 






ist. 


dx^ dx2 
Die Subtraktion dieser Gleichungen ergibt 


dx^ 


ox 




_Ö_ 

dx^ 


+ • • Xn 




Dies ist aber die Bedingung dafür, daß die Gleichung 

log(Af/iV) = konst. 

ein Integral des Systems 


dXj^ _ dx^ _ _ dXn __ dx 

darstellt. Wir haben daher den Satz: Der Quotient zweier letzter Multi- 
plikatoren eines Systems von Differentialgleichungen ist ein Integral des 
Systems. 

Der nut der Theorie der mfmitesimalen Transformatioiien vertraute Leser 
wird ohne Schwierigkeit beweisen können, daß, wenn die Gleichung 


df 


df 




dxi 


,X -0 


die infimtesimalen Transformationen 




df 


df 
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zuläßt, der reziproke Wert der Determinante 

^11 ^12 * 


X 


I ^na • • • ?nn ^71 

ein letzter Multiplikator ist 


§ 121. Anwendung der Theorie des letzten Multiplikators 
auf Hamiltonsche Systeme ; Benutzung eines einzigen 
bekannten Integrals. 


Ist das betrachtete System von Differentialgleichungen ein Hamil- 
tonsches, so ist offenbar ^ dXrjdXr = 0, also Af = 1 eine Lösung der 

r 

partiellen Differentialgleichung zur Bestimmung des letzten Multi- 
plikators. Der letzte MiMvplikator eines Harmltonschen Gleichungs- 
systems ist mithin die Einheit, 

Aus diesem Ergebnis können wir einen Satz herleiten, der die voll- 
ständige Integration eines konservativen holonomen dynamisdien 
Systems mit zwei Freiheitsgraden auszuführen gestattet, wenn neben 
dem Energieintegral ein weiteres Integral bekannt ist. 

Das System sei 


dPi dp^ eq^ dq^ 

und außer dem Energieintegral q^, p^, pi) = A sei ein Integral 

V(qi, q 2 , pi, p^ = c bekannt. Nach dem Satz vom letzten Multi- 
plikator ist 


f i (8H, dH, \_ 

J d(V,H) 15^2 dpi 


konst 


S(V,H) 

ein weiteres Integral. Dabei sollen in dem Integranden pi und p^ durch 
ihre aus den bekannten Integralen H und V gewonnenen Werte als 
Funktionen von q^ und q^ ausgedrückt sein. 

Wenn aber die Auflösung der Gleichungen H = h und V = c 
nach pi und p^ die Gleichungen 

pl = /i (^1. ?2' > 


Pi = h (?i. Ä, c) 

ergibt, so gilt identisch 

dpi de dp2 de ’ 

dpi de dp 2 de 
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und daher 

dHidp^ -dHidp^ 

de SiV.H) ’ de d(V.H) ' 

^{PlyP^ ^{P\9p^ 

Der Satz vom letzten Multiplikator ist also gleichwertig mit der Behauptung, daß 



ein Integral ist. 

Dies Ergebnis führt unmittelbar zu dem schon erwähnten Satz, 
den wir folgendermaßen aussprechen^) : Hai das durch du Gleichungen 

dt dp/ dt dq, ^ 

definierte dynamische System das Energieintegral H{q-^, q^, p^ ^h 
und ein weiteres Integral V(qi, q^, p^, p^ = c, das die Zeit nicht explizit 
enthalt, so ist der Ausdruck p-^dq-^-^- p^dq^, in dem p^, p^ die aus diesen 
Integralen berechneten Werte haben, das vollständige Differential einer 
Funktion ^ (5^1, q^, h, c), und die beiden anderen Integrale des Systems sind 


= konst , 
de 


d& 

dh 


= t + konst. 


Dieser Satz besagt : Wird eine einfach unendliche Schar von Bahn- 
kurven ausgewählt (z. B die von einem Punkt g'i = dti , q^ = «2 aus- 
gehenden Bahnlcurven), die die gleiche Energie besitzen, so daß jedem 
Punkt {q^, ^2) bestimmte Werte p^, p^ zugeordnet sind (nämlich die 
Werte p-^, p^, die der durch den Punkt [q-^, q^ gehenden und der Schar 
angehörenden Bahnkurve entsprechen), so ist der Wert des über eine 
beliebige Verbindungskurve zweier bestimmter Punkte 5^20) 

(?iv ?2i) erstreckten Integrals J {p^ dq^-^-p^d q^ unabhängig von dem 
Weg. 

Zur Vervollständigung des Beweises leiten wir durch Differentiation 
der Gleichungen H ==h, F = c die Gleichungen ab 


^ dH df^ 

dq, dq, 8p^ dq^ 


iZ4. 


Dieser Satz ist nichts anderes als eine Anwendung der bekannten Lösungs- 
methode für partielle Differentialgleichungen erster Ordnung. Die Gleichungen 
des dynamischen Systems sind nämheh die Gleichimgen der Charakteristiken der 
partiellen Differentialgleichung Als Satz der Dynamik wurde er von Jacobi 
1836: Comptes Rendus Bd 3» S. 59, zunächst für einen Spezialfall (Bewegung 
emes einzelnen Maaaenpunktes) ausgesprochen, in der obigen allgemeinen Form 
von Poisson 1837- Journ, de Math. Bd. 2, S. 317, und LiouviHe 1840: Journ, 
de Math, Bd 5, S. 351. 
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Aus ihnen folgt 




HV, H) 

ö(V,H) 

^(Pi.p 2 ) 




d{V,H) 

S{V.H) 

^{Pi> Pi) 


Da aber V = c ein Integral ist, haben wir 


dV 


BV 




. BV . „ 

?a + ä:r?2 = 0 




oder 


daher 


ö(F,i?) 

ö(?i. pi) 

iA 


+ 


^{ii>Pi) 

^ = 0 
ö?s 


= 0 . 


Diese Gleichung lehrt, daß fidq^ + f^äq^ das vollständige Differen- 
tial einer Funktion -ö- [q-^, q^, h, c) ist, und das oben aus der Theorie 
des letzten Multiplikators abgeleitete Ergebnis zeigt dann, daß 
d'&jdc = konst. ein Integral ist. 

Überdies ist 

dqi ^ _Jß2_ 

BH/dp^ dHjdp^ 


dt ■■ 


und daher 


dt = 




^Pl 


dq^ 


wie 


d(V.H) 

^{p2. Pi) 

Wenn wir a/,/öA und dfijdh in der gleichen Weise ausrechnen 
d/i/dc und df^dc, so erhalten wir 


dh 

Folglich ist 


dV 

SP 2 


Biy.H) 

S{p 2 >Pi} ‘ 


dh 


Bh 

5/2 


^ / B{V, H) 
Bp-y j 3(^1, Pi) 


dt — + 


oder 

^ = ■57' + konst., 

oh 

womit der Beweis des Satzes vollständig geführt ist, 

Aufgabe. In dem Problem der zwei Anziehnngszentren (§53) seien r, / 
die Radienvektoren nach, den Kraftzentren, die Winkel, die r, / mit der 

Verbindungslinie der Zentren bilden. Man leite das Integral 

— 2 c {fl cosi^ + fl' cos^ = konst. 
ab und vervollständige die Lösung mit Hilfe des obigen Satzes. 
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§ 122. Integralinvarianten, deren Ordnung gleich der 
Ordnung des Systems ist. 

Die Theone des letzten Multiplikators eines Differentialgleichungs- 
Systems hängt zusammen mit der Theorie der Integralinvananten, deren 
Ordnung mit der Ordnung des Systems ubereinstimmt. 

Es- sei 

~~T7 = 1, 2, . . 


WO Xi, Zg, . . . , Z* gegebene Funktionen von sind, 

ein System gewöhnlicher Differentialgleichungen. Unter welcher Be- 
dingung ist 

J . . .J M d x^d . . . S x^f 


wo M eine Funktion der Veränderlichen ist, eine Integralinvariante ? 

Es sei Cj, Cg, . . . , Cfe ein beliebiges System von Integrations- 
konstanten dieser Gleichungen, so daß nach Auflösung der Gleichungen 
X2f . . . , % als Funktionen der c^, . . Cj^,, t dargestellt werden 
können. Dann haben wir 


J, . ,fMdXj^dx2 




^(^IJ c^, . 


•» 


^ ^ ^2 • • • (5 Cjq • 


Die Bedingung für Integralinvarianz lautet daher 


oder 

d{x^, x^, 
dt ö(ci, Cg, 
oder 


dt\ 0(^1, Cg, . . .. Ci) 


} = 0 


* _j_ ^ ^(^1^ ^2» ■ • i ^r-i* ^r+v • • M ^Jb) Q 


x^, . » ^Jfc) , ^ ^(^1, X 2 , • • -1 ^ 

dt 5 (Ci, Cg, . . Ci) dXr Ö(Ci, C 2 > • • •. 

T— 1 

oder 


dM 

dt 


r=l 


Die letzte Gleichung besagt, daß M ein letzter Multiphkator des Glei- 
chungssystems sein muß. 

Dies Ergebnis führt unmittelbar auf den Satz: Ist die Bewegung 
eines dynamischen Systems bestimmt durch die Gleichungen 


dqr m 


dPr 
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WO H eine willkürliche Funktion von , q^^ . . . , t ist, 

so ist der Ausdruck 

/• • «Jja • ■ • ^9 « &Pi Öp^... dpn 

eine Integralinvariante des Systems, Der letzte Multiplikator ist in 
diesem Falle nämlich gleich Eins. Dieser Satz ist wichtig bei der An- 
wendimg der Dynamik auf die Thermodjmamik. 

Aufgabe. In einem S 3 ^tem mit zwei Freiheitsgraden habe das nach auf- 
gelöste Energieintegral die Form 

(?i» ^ 2 » Pv ^ 2 » k) -j- /?! = 0 . 

Man zeige, daß für alle zu demselben Wert der Energiekonstanten gehörigen 
Bahnkurven die Größe 

oq^oq^op^ 

unabhängig von t und auch von der Wahl der Koordinaten ist Ferner zeige man, 
daß die Systembahnen sich deuten lassen als Stromlinien der stationären Bewegung 
einer Flüssigkeit mit der Dichte dH^jdh 


§ 123. Reduktion von Differentialgleichungen auf die 
Lagrangesche Form. 


Ein weiteres Problem, in dem die Theorie des letzten Multiplikators 
Anwendung findet, ist das folgende: Unter welchen Bedingungen ist 
ein gegebenes System gewöhnlicher Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung j* = h (ji. k%, ■ 9n. 9i, 92. . ■ 9n) (* = L 2, . . ., n) einem La- 


grangeschen System 


dt \Ö 9 ,/ Ö 9 , 


(f= 1,2, ...,») 


äquivalent, in dem L eine Funktion von 9^, q ^, . . ., 9n, 9i. 9a. • • •. 9n. i 
bedeutet ? 

Sind die beiden Systeme äquivalent, so müssen sich die Gldchungen 


V/ , B^L . \ . B^L 

V Bqr Bqj, Bq, Bq^. ^7 Bq, Bt 


^ = 0 {r=i.2 n) 

Bq, 


offenbar auf Identitäten reduzieren, wenn die Größen 9» dur<± /* 
ersetzt werden. Daher besteht die gesuchte Bedingung in der Existenz 
einer Funktion L, die den simultanen partiellen Differentialgleichungen 



h + 


B»L . \ B^L 
Ö9r ^9» ' ^ 


Bq, 


.,n) 


genügt, wo 9i. 9a. • • •. 9«. 9i. 92. • • •. 9». t die unabhängigen Verärder- 
hohen sind. 
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Für n = \ laßt sich, diese Aufgabe mit Hilfe des letzten Multi- 
plikators lösen. Denn L muß dann der Gleichung genügen. 

d^L 


d^L 


aus ihr folgt 


d^L dL 

dq 8q^ dqdt ' 


_ d I B^L A ö 

Bq V BqXBqBq^ ^ Bq Bt Bq / 
S^L 


Bq Bt 
B^L 


Bq. 


Bq^ Bq^~^ Bq^ Bt 


Setzen wir also B^LjBq^ = M, so genügt M der Gleichung 

0 . 


B B BM 


Bt 


Diese aber defimert den letzten Multiplikator M des Gleichungssystems 

? M.q.t) 

Für n = i ist also die Bestimmung der Funktion L auf die Bestimmung 
des letzten Mulhphkalors des Systems zurückgeführt. 

§ 124. Der Spezialfall, daß die kinetische Energie eine 
quadratische Funktion der Geschwindigkeiten ist. 

Für it > 1 ist der wichtigste Fall der, daß jede der Funktionen / zusammen- 
gesetzt ist aus einer homogenen quadratischen Funktion F, in 
und einer von q^, . . . , unabhängigen Funktion Gr . Es ist also zu unter- 
suchen, ob die Gleichungen 

h = Pr + Gr (»'= 1 , 2 ,.., «) 

einem System 

d IdT \ dT ^ 

dAdqJ dir (»-— 1 , 2 , ...,»») 

äquivalent smd, wo T eme homogene quadratische Funktion von q^, . . . , g„ 
ist, deren Koeffizienten von den Veränderlichen q^, q^, abhängen, und 

ßi> Ö 2 » ■ • • » ßn Funlctionen von q^, • ■ • . allein sind. 

Offenbar hängt T mcht von G^, , . ab; daher können wir annehmen, 
daßGj, Gg, ...,G„ alle Null sind, und das Problem untersuchen Eme Funktion 
T zu bestimmen derart, daß die Gleichungen 


dem System 




£ i£L\ 

dtXdqJ öqr 


11 


II 



äquivalent sind 

Die Bedingung dafür ist das Vorhandensein einer Funktion T, die den par- 
tiellen Differentalgleichungen genügt 
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Da Fi homogen ist, so ist 2 9» = 2 . also 


t=L 

— 1 d^T 


öj* 


— ^ Z'* '^öFidT\ "V- ■* "V ^ ^ X 

^ ‘ öj, (2 ^ öj, öjj ^^‘22 dq.dq/dql 

Da aber dFIdq, homogen vom ersten Grade ist, haben wir 

8Fi , d‘Fi 


also 


^k, 8qrdq, 


oder 


^ ßij‘ ^ _ ß ^ Qj-. ^ ^ 

Öj, ^ ~ 2 öj, ^ 

Die Gleichungen, denen T gendgen muB, können folghch die Gestalt erhalten 

V ^ /l 1 ^ _§^_ 

dq^\2^ öq, dqj 2^Öj, clj, dq,8q,^’ dq, ~ 

(r = 1, 2, . , m) 

V- AZi V^^-U \ _ Zi V-^^-l-^'\ =0 

‘^' dq, \2^ dq, dqt dq. I dqj 


= 0 


(»•= 1 , 2 , . ,«)• 

Sie können offenbar ersetzt werden durch 


1 öF^ dT 

2 "3^ Öji 


V-- 8F^ 8T _^8T^q 
yiL 8qr 


(r = i,2, ,»/). 


Setzen wir dann wieder fr = Gr Fr, so haben wir den Satz Läßt sich 
das Gleichungssysiem 

5, = /, (r= 1.2. 

wo aus einem homogenen in den Geschwindigkeiten quadratischen Teil und aus 
einem von den Geschwindigkeiten unabhängigen Teil besteht, in die Form 

uherfilhren, so ist T notwendig ein Integral des Systems 

+ = 0 (. = 1,2, ,«). 

7^^ Bqr Bqj, dqr 


Übungsaufgaben. 

1 . In dem Problem der zwei Anziehungszentren ist der Abstand der beiden 
Zentien gleich 2 c, und die großen Halbachsen der beiden durch den bewegten 
Massenpunkt gehenden m bezug auf die Zentren konfokalen Kegelschnitte haben 
die Größen 


Pi = 


g! - gS 

gS-c® 


dqi 

dt ' 


P2'’ 


gl - g? 


^1? 

dt 
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und beweise, daß die Bewegungsgleichungen lauten 



dq, _ BH 

dpr _ 

dH 



dt &pr‘ 

dt 



wo 




/«2 


2 ?!-? l ^'^2 


^1 “ 

9i. + 9t 


(,•= 1 , 2 ) . 


ist und fiy, /ig Konstanten sind. 

2. Man zeige, daß 

/// 

wo die Summation über die \n{n — 1) Kombinationen der Indizes j erstrecl^t 
wird, eine Integralvariante eines behebigen Hamiltonschen Systems mit den 
Veränderlichen q-^, , jni Pv Pz* • ••»pn ist 

3- Man zeige, daß das durch die Gleichungen 

^ dp^ _ dH 

dt ~~ dp r* dt ^ dqr 

definierte Problem, für das 

^ = 9iPi — 9aPt — aql+bql 

ist, ein Integral 

Pi-bqt^ konst 

?i 

besitzt; daß ferner nach § 127 die beiden anderen Integrale lauten 

?i?2 = honst., 
log q^ = t ^ konst 

4. M sei ein letzter Multiphkator eines Systems von Differentialgleichungf<jri 
dx-^ dx^ dXj^ dx 

für das 

/ (^1, ^»^2» ..*,^ 10^) = honst 


(Pomcar6. ) 

{r= 1,2) 


ein bekanntes Integral ist. Ein Akzent an emer Funktion von x^, . . . , ,r„, .v 
besage, daß m der Funktion durch semen aus dem obigen Integral berechnet tiii 
Wert ersetzt ist Man beweise, daß alsdann M'Kdfjdxn) em letzter Multiplikateir 
des reduzierten Systems 

dx-i dx^ _^dx^_^ dx 

ist. (Jacobi ) 

5. Es sei 1^1 = konst , = konst , , . . , = konst. ein System von Integralen 

der Gleichimgen 

dx _ dx-i _ dx^ _ _ dXf^ 

ic - 1^- ~x;' 

Man zeige, daß 

X d(Xi,Xt,...,x,) 

ein letzter Multiphkator ist 

6. «2» • seien w abhängige Veränderhche, 11,12* linecLre 

Differentialausdrücke, die defmiert smd durch die Gleichungen 

= 2 **} (^ = li 2, . . . , M ) , 

i-1 


I 

1 

i 


1 
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Es seien , Vg , . . , ün solche Funktionen von /, daß 

«1 /l + «2 -^a + • • 4" -^11 

ein vollständiges Differential wird. Man zeige, daß die Funktionen ü« 

alsdann einem System von n linearen Differentialgleichungen genügen, das dem 
System der hnearen Differentialgleichungen 

J'f = 0 (j' = 1, 2, .. ,«) 

adjungiert genannt wird. 

Es bezeichne Fr die Größe 


dt \dqr^ ^qr 


(y — 1 , 2, • • . , w) , 


wo L irgend eine gegebene Funktion von $ 2 » • • •* ?«* ?i» ^a» . ^n. ^ ist; man 
beweise, daß das System linearer Differentialgleichungen 

dF, \ 

(»'-1.2 n) 

sich selbst adjnngiert ist 

Man beweise, daß auch die Umkehrung dieses Satzes gilt (Hirsch ) 




IdF, , ÖF, . 

“* + ÄT «* ■ 


Whittaker, Dynamik 


20 


I 


Elftes Kapitel. 

Die Transformationstheorie der Dynamik. 

§ 125. Hamiltons charakteristische Funktion; 
Berührungstransformationen. 

Wir haben gesehen^), daß die Integration eines durch Quadraturen 
lösbaren dynamischen I^oblems im allgemeinen dadurch auszufuhren 
ist, daß man das System in ein anderes mit weniger Freiheitsgraden 
transformiert. In dem vorliegenden Kapitel entwickeln wir nun die 
allgemeine Theorie, die diesem Verfahren und darüber hinaus jeder 
Lösung dynamischer Probleme zugrunde hegt. 

Ihren Ausgang nahm diese Theorie von der berühmten Abhand- 
lung über Optik, die Hamilton im Jahre 1824 der Kgl. Irischen Aka- 
demie verlegte^). Die dort entwickelten Prinzipien ubertrug ihr Ent- 
decker spater auf das Gebiet der Dynamik. 

Um Hamiltons Gedankengang folgen zu können, müssen wir auf 
die Zusammenhänge von D 3 mamik und Optik eingehen, Zusammen- 
hänge, die heute wohl weniger deutlich zutage liegen als äu Hamiltons 
Zeit, in der die Korpuskulartheorie des Lichtes noch in weitem Um- 
fang aufrechterhalten wurde. Die Bahn eines Lichtstrahles in einem 
optisch heterogenen, aber isotropen Medium mit dem Brechungsindex ja 
im Punkt (x, y, z) läßt sich nach dem Fermatschen Prinzip^) bestimmen; 
Das Integral 

Jli{x,y,z)ds 

hat einen stationären Wert, wenn die Integration über die wirkliche 
Lichtbahn zwischen zwei gegebenen Grenzpunkten erstreckt wird, 
verglichen mit allen Nachbarkurven durch dieselben beiden Punkte. 
Anderseits kann die Bahn eines freien Massenpunktes der Masse 1 
in einem konservativen Kraftfeld mit der potenti^en Energie tp (x, y, z) 

Vgl drittes Kapitel, §§ 38 — 42 

2) Trans, R Jrish Acad Bd 15. S. 69 1828, Bd 16, S 4, 93- 1830; Bd. 17, 

S. 1 1837 

3) Vgl des Verfassers History of ike Theories of Aether and Electncity S 9 — 10, 
102—103 


I 
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und der Energiekonstanten h mit Hilfe des Prinzips der kleinsten Wir- 
kung (§ 100) bestimmt werden, das in diesem Falle besagt: Das Integral 

l{h — <p{x,y,z))ids 

hat einen stationären Wert für die wirkhche Bahnkurve im Vergleich 
mit allen Nachbarkurven durch den gleichen Anfangs- und Endpunkt. 
Der Vergleich dieser beiden Sätze ergibt: Die Bahnkurven des Massen- 
punktes des dynamischen Problems fallen zusammen mit den Lichtbahnen 
des optischen Problems, wenn eine geeignete Beziehung 

fx=i{h- (p)i' 

zwischen der potentiellen Energie des einen und dem Brechungsindex 
des anderen Problems hergestellt wird. 

Die Korpuskulartheorie des Lichtes glaubte aus dieser Tatsache 
eine Erklärung der optischen Erscheinungen zu erhalten, da sie ja den 
Lichtstrahl als eine Aufeinanderfolge schnell bewegter Massenteilchen 
auffaßte. Das obige Gesetz besteht aber, gleichviel welche Hypothese 
über die Natur des Lichtes zugrunde gelegt wird; so ermöglicht es also 
eine Verknüpfung der Dynamik auch mit der Wellentheorie des Lichtes 
Dieser Gedanke stellt den Ausgangspunkt der Hamütonschen Theone dar. 

Legen wir die Wellentheorie zugrunde, so können wir die Fort- 
pflanzung des Lichtes auf zwei verschiedene Weisen mathematisch be- 
liandeln: durch die Betrachtung von Lichtstrahlen oder von Wellen- 
fronten. Die letztere von Huygens 1690 eingefuhrte Methode laßt sich 
folgendermaßen darstellen: 

Eine Wellenfront, der Ort der Erregung eines optischen Mediums 
zu einer bestimmten Zeit t, habe die Gestalt einer Fläche a. Jedes 
Element dieser Wellenfront kann als Quelle einer sich nach außen ver- 
breitenden SekundarweUe angesehen werden, so daß in einem späteren 
Zeitpunkt f die aus einem Punkt [x, y, z) der ursprünglichen Wellen- 
front herrührende Erregung über eine Fläche ausgebreitet ist. Um die 
Gleichung dieser Fläche aufzustellen, bemerken wir, daß die Dauer der 
Ausbreitimg des Lichtes von einem wiUkurlichen Punkt [x,y,z) zu 
einem anderen willkürlichen Punkt {x\ y', des Mediums nur von den 
sechs Größen x, y, z, , y', ^ abhängt. Sie werde mit Y {x, y, z, x\ y\ 
bezeichnet. Diese Funktion V[x,y,z,x',y\z') nannte Hamilton die 
charakteristische Funktion des betreffenden Mediums. Eine von dem 
Punkt {x, y, z) der ursprünglichen Wellenfront zur Zeit t ausgehende 
Erregung wird also zur Zeit t^ über die Fläche ausgebreitet sein, deren 
Gleichung in den Koordinaten x',y',z' lautet: 

(1) V{x,y,z,x',y',z')=^t'-t. 

Nach dem Huygensschen Prinzip der Wellenausbreitung wird nun 
die Gesamterregung zur Zeit f dargesteUt durch die Wellenfront, die 
die Einhüllende der von den verschiedenen Elementen der ursprüng- 

20 * 
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liehen Wellenfront ausgehenden Sekundäxwellen ist. Wir bezeichnen 
sie mit -S", die Richtungskosinus der Normalen der Wellenfront a im 
Punkt {x, y, z) mit diejemgen der Normalen der Wellenfront 2 

in dem zugeordneten Punkt {x', y\ /) mit V, m\ n\ Sie sind die 
Richtungskosinus der Lichtstrahlen in {x, y, z) bzw. (x', y\ /) , da in 
isotropen Medien der Strahl auf der Wellenfront senkrecht steht®). Da 
2 die Einhüllende der Flachen V ist, die den Punkten auf o entspre- 
chen, so muß die Gleichung 


dV 3V dV 

_ax + ^dy + -^(lz=:0 


für alle diejenigen Werte dx ' dy : dz erfüllt sein, die Richtungen in 
der Tangentialebene an o entsprechen, d. h. für solche, die der Glei- 
chung genügen 

Idx -\-mdy + ndz^0. 

Daher haben wir 

l dx m dy ^ n dz ' 

Da V,m',n' die Richtungskosinus der Normalen der Fläche V im 
Punkte {x', y\ /) sind, so ist überdies 

[X\ i dV ^ i dV ^ 'l dV 

V dod nd dy' n' dz ' ' 


Nun geht ein Lichtstrahl, der zur Zeit t in dem Punkt [x, y, z) die 
Richtung {l, m , «) hat, zur Zeit 1f durch den Punkt (a;', y', z!) in der 
Richtung (/', w', w'). Die Gleichungen (1), (2), (3) zusammen mit der 
Gleichimg 

( 4 ) V^ + m'^ + n'^ = \ 


sind sechs Gleichungen zur Bestimmung der sechs Größen x\ y', z', 
l\ m', rd als Funktionen von x, y, z, Durch diese Gleichimgen 

wird das Verhalten des Lichtstrahles in dem Medium mit Hilfe einer 
einzigen Funktion V{x,y,z,x',y\z^) vollständig ^charakterisiert. Man 
beachte, daß es kerne Differentialgleichungen sind, sondern daß sie die 
Änderung eines Strahlensjrstems nach einer endlichen Zeit der Aus- 
breitung in dem Medium in integrierter Form wiedergeben. Offenbar 
erfordert also jedes optische Problem die Bestimmung der Hamüton- 
schen charaktenstischen Funktion für das Medium oder das System von 
Medien, in dem die Strahlen sich ausbreiten. 


Der Punkt (;»/, y, d) heißt dem Punkt {x, y, z) zugeordnet, wenn die 
von {x, y, z) ausgehende Sekundärwelle die Einhüllende 2 in (V, y, d) berührt. 

®) Zur Vereinfachung nehmen wir ja an, daß das Medium zwar optisch 
heterogen, aber isotrop ist. Hamilton untersuchte auch den allgemeineren Fall 
eines kristallimschen Mediums 
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Vom rem mathematischen Standpunkt aus betrachten wir den 
Übergang von dem System der Veränderhchen x, y, z, l, m, n zu dem 
System x', y\ z', l\ n' oder (geometrisch gesprochen) den Über- 
gang von den Flachen o zu den Flachen 2 als eine Transformation. Die 
Funktion V bestimmt also gleichsam eine Transformation des Ramnes, 
bei der jede Fläche g in eine neue Fläche 2 übergefuhrt wird. Berühren 
sich zwei Flächen a, a' in einem Punkt, so berühren sich offenbar auch 
die entsprechenden transformierten Flachen 2, 2* in dem zugeordneten 
Punkt. Aus diesem Grunde hat S. Lie diese Transformation als Be- 
ruhrungstransformation bezeichnet. Eine Funktion V{x,yyZ,x\y\ z') 
definiert somit eine BerUhrungstransformaiion, die jede Wellenfront o in 
diejenige Wellenfront 2 überführt, die aus ihr durch die Ausbreitung der 
Erregung in dem Medium in dem Zeitintervall t'—t hervorgeht. 

Ein einfaches Beispiel einer Berührungstransformation ist die bekannte 
geometrische sogenannte Polarentyansformaiion. Um die Polare einer gegebenen 
Fläche 0 m bezug auf eine gegebene Fläche zweiten Grades zu gewinnen, ordnen 
wir jedem Punkt (x, y, z) auf o eme Ebene zu, nämhch die Polarebene von {x, y, z) 
m bezug auf die Fläche zweiten Grades. Nimmt der Punkt {x, y, z) auf o jede 
mögliche Lage an, so umhüllt die Ebene eine Fläche 2, die die Polare von o ist. 
Der Übergang von a zu 2 stellt offenbar eine Berühnmgatransformation dar. 
In diesem Fall ist die Hamiltonsche Funktion V linear in x, y, z und auch in 

y, y', 

Wr fahren nunmehr in der Darstellung der Hamiltonschen Theorie 
fort und geben den Gleichungen (2) und (3) die Form 

8v , dv ev 


^-Xl' 




dV 


= A«', 


wo die Größen x, A bisher noch unbestimmt sind. Ihre Bestimmung 
läßt sich jedoch leicht ausfuhren: Die Gleichungen lassen sich in der 
Form schreiben 


(5) dV= n{ldx + mdy -{-ndz) -f X{l'dx'+ n'd ^) . 

Beim Fortschreiten aus [x^y'^z") in Richtung des Strahles um 
ein Bahnelement ds' wachst V um die Zeit, die das Licht zum Zurück- 
legen der Strecke ds' braucht. Wählen wir aber die Einheiten so, daß 
die Lichtgeschwindigkeit im freien Äther gleich 1 ist, so hat die Licht- 
geschwmdigkeit im Punkt {x\ y\ z') den Wert 1 wo fF den Brechtmgs- 
index des Mediums in dem Punkt [x'^ y\ z') bedeutet. Das Licht legt 
also die Strecke ds' in, der Zeit 


lFds'=^ /a'{l ' 2 + w' ^ ^)ds'= ibL'{rdx'+ m'dy'+ n'dz') 

zurück. Der Vergleich mit (5) ergibt A = fj/. Ähnlich folgt 
wo fJL den Brechungsindex im Punkt {x, y, z) bedeutet. Demnach lautet 
Hamiltons allgemeine Formel 

dV= /u'Q'dx*-^ m'dy'-\- u'dz) — //{Idx + mdy + ndz) 
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Setzen wir 

/um = 7], = f/n'= 

so nimmt sie die Form an 

(6) iF= ^dx'+ rj'dy'+ ^dz'- ^dx -rjdy-Cdz. 

Die Größen ^ heißen nach Hamilton die Komponenten 

der normalen Langsamkeit der W ellenausbreüung in {x, y, z) und {x', y\ z') 
Nnnmehr betrachten wir den besonderen Fall, daß das Zeitmter- 
vall f—t zwischen den Lagen o und 2 der gleichen Wellenfront klein 
ist Es sei mit A t bezeichnet. Die zugehörige Beruhrungstransformation 
heißt dann vnfinitesimaL Wir setzen 

c(f=x-{- (xAt, y'=y + ßAt, z'=z+yAt, 

( 7 ) ^=^+uAt, 7f=:^ri + vAt, C'-=£ + wAt, 

V=WAt, 

Gleichung (6) geht dann über in 
dWAt^ {^ + uAt) (dx + daAt) + {r]+vAt) {dy + dßAt) 

+ + wAt) [dz + dyAt) — ^dx — rj dy — Cdz 

= uAtdx-\-vAtdy-\-wAtdz-{-SAtd(X -f rjAtdß -]r J^Atdy 

oder 

dW = udx + vdy + wdz ^d(x + ridß + ^dy 

oder 

d[^oi + riß + l;y — W) = (xd^ + ßdri +ydl: — udx — vdy — wdz. 

Bezeichnen wir also die Funktion + TF mit H und 

fassen wir H als Funktion von x, y, z, f, rj, f auf, so erhalten wir 


( 8 ) 


wird 


dH = xdS-{-ßdrj + ydC — udx — vdy — wdz. 

Nun wird in der Grenze offenbar u = ^ , a = ^ usw. Demnach 

dt dt 

dx . . dy j , j dt^ . 


Die zeitlichen Ableitungen der sechs Größen x, y, z, f, rj, f sind daher 
gegeben durch 


( 9 ) 


dx 

dH 

dy 

dH 

dz 

dH 

dt 

6| ' 

dt 

dri ' 

dt ^ 

dC 


dH 

dl'} 

dH ' 


dH 

dt 

W 

dt 

dy 

dt 

dz 


Dies ist aber ein HamiUonsohes System von Differentialgleichungen, wie 
wir es aus der Dynamik kennen Unsere Untersuchung hat erwiesen, daß 
es als anal/ytischer Ausdruck einer infinitesimalen Berührungstransfor- 
mation aufgefaßt werden kann, d. h. der Bewegung einer Wellenfron 
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aus einer Lage in d%e benachbarte. Die Integrale dieses Hamiltonschen 
Systems sind die obigen Gleichungen (1), (2), (3), (4). Sie stellen eine 
endliche Beruhrungstiansformation dar, d. h. die Bewegung einer 
Wellenfront aus einer Lage in die]emge, die sie nach einem endlichen 
ZeitintervaU einnimmt Hamilton konnte also mit Hilfe der Wellenr 
theorie des Lichtes an Stelle der Differentialgleichungen eine integrierte 
Form der Gleichungen angeben, in der sie von einer einzigen unbekannten 
Funktion abhängen 


§ 126. Berührungstransformationen im Raum von beliebig 
vielen Dimensionen. 


In dem noch verbleibenden Teil des Kapitels behandeln wir die 
Anwendung der im vorhergehenden entwickelten Hamiltonschen Ge- 
danken auf den allgemeinen Fall eines dynamischen Systems von be- 
liebig vielen Freiheitsgraden und den Zusammenhang der Ergebnisse 
mit gewissen Sätzen von Lagrange, Poisson, Pfaff und Jacobi. 

Wir definieren zunächst eine Berührungstransformation im nr-6i- 
mensionalen Raum und bedienen uns dazu einer Verallgemeinerung der 
Gleichung (6) des vorigen Paiagi'aphen. 

Es seien 

••»?«> Pli p2f • • pn 

2n Veränderliche, - Ön , Pj, Pa. ■ • m Pn 2n weitere Veränder- 

liche, die durch 2n Gleichungen als Funktionen der ersteren defimert 
sind. Die Transformation der Veränderlichen g’a. • •. Pi» P 2 * --^Pn 
in öl, öa, . ön, Pi, Pa, Pn beißt eine Beruhrungstransformation, 
wenn die verbindenden Gleichungen der beiden Systeme von Veränder- 
lichen von der Art sind, daß die Differentialform 


als Funktion der Großen y,, ?n, • • •> ^» ihrer Differen- 

tiale das vollständige Differential einer Funktion von gj, g,. • • •> ?n. 
Pi.-Pi.- -Pti wird. 

Beiläufig sei bemerkt, daß diese Definition von derjemgen abweioht, die 
man im Hinblick auf die Anwendungen der Berübiungstransformationen in der 
Geometrie und der Theorie der partieUen Differentialgleichungen pwöhnlich gibt. 
Letztere lautet nämhch so- Als Berührungstransformation wird eine Trans- 
formation von 2w -|- 1 Veränderlichen •?»> Pt>Pii •pm^ ui die 

Veränderlichen Q^, Qs. ■ • . ßn, Pi. Pt. • .P».^ bezeichnet, für die die Gleichung 

dZ — P^dQ,- PidQi— PndQ„ = Q(dz-pj,dqi — pidq,- - 


erfüllt ist, wobei e eine Funktion von jj, j,,, . , 2», Pi, Pt, • •, P», * bedeutet. 

Sind die n VeränderHchen Qi.Qz Qn Funküonen von 

allein, so heißt die Beruhrnngstransformataon, die 

?li ?2i • j ?«> P■^’ Pi’ ••■tpn Ql’ Qi’ • • ” Q”‘ -^1’ ^ 
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führt, eine erweiterte Punkttransformation] die Gleichungen, die 
• -yqn niit . . .yQn verbinden, werden in diesem Fall 

als Punkttransformation bezeichnet. 

Aus der Definition ist ersichtlich, daß zwei nacheinander ausgefuhrte 
Berührungstransformationen eine Transformation der Veränderlichen 
hervorbnngen, die wieder eine Beruhrungstransformation ist. Geschieht der 

Übergang von ^2» •• .ö'n, i>i 

durch eine Berührungstransformation, so vollzieht sich offenbar auch der 
Übergangvon(2i,02. Pa» • , PnZugj, g^a» • • •» ^2» • • -»^n 

durch eine Berührungstransformation Diese Tatsache spncht inan 
gewöhnlich so aus : Die Inverse einer Beruhrungstransformation ist wieder 
eine Berührungstransformation Mit dem Vorhergehenden zusaminen- 
genommen zeigt dies ■ Die Beruhrungstransformationen besitzen die 
Gruppeneigenschaft . 

Aufgabe 1 . Man zeige, daß die durch die Gleichungen 

ß = (2q)^e^cosp, 

P = (2^)*ß”*sin/> 

definierte Transformation eine Berührungstransformation ist 
Hier ist nämhch 

PdQ —pdq = {2q)^ smp {(2q)~^ cosp dq — {:iq)^ smp dp) —pdq 
= d(q sin/? co3/> — qp) 

ein vollständiges Differential 

Aufgabe 2 Man zeige, daß die Transformation 

ß = log sin/’) • 

P = qctgp 

eine Berührungstransformation ist 

Aufgabe 3 . Man zeige, daß die Transformation 

Q = log(l -\-q^cosp), 

P = 2 (1 + cos/)) q^ sin p 

eine Berührungstiansformation ist 

Wir entwickeln nunmehr die exphzite analytische Darstellung einer 
Berührungstransformation. 

Der Übergang von den Veränderlichen ^1, ^s» ■ • •» ?n, ^1, ^2» • • •» 

^ >Qn, PiyP2> • • -yPn SCI eine Berührungstransformation, 

so daß also 

Z{PrdQr-~Prdqr)=dW 

f=l 

ist, wo ein vollständiges Differential bedeutet. 

Möglicherweise kann man aus den Gleichungen, die öi, Ö2» - • •» Ö«» 
Pi, Pa,..., Pn als Funktionen von ft, 92» • • •» ^2» • • •» defi- 
nieren, die Größen Pi, Pg) - . Pn. ^2» vollständig elimi- 
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nier en, so daß man eine oder mehrere Gleichungen zwischen Öi ^ Ö2 1 • • 1 ön . 

• tQn erhält; ihre Anzahl sei k, und sie seien bezeichnet durch 

(A) ßr(?a,?2, .On) = 0 {r=\, 2 ...k). 

Die Bedeutung dieser Gleichungen können wir dadurch erläutern, daß wir 
für den Augenbhck zu der geometrischen Theorie der Berührungstransformationen 
im gewohnhchen dreidimensionalen Raum zurückkehren, wo drei Fälle zu imter- 
facheideii sind 

ä) Es besteht nur eine Gleichung zwischen den alten und neuen Veränder- 
lichen, etwa 

y, z, y, y) = 0 . 

Sind X, y, z gegeben, so stellt sie, als Funktion von r', y* , z' betrachtet, 
eine Fläche dai , jeder Punkt {x, y, z) geht also m eine Fläche über, die wir als 
ß-Fläche bezeichnen wollen Eine wiUktirhche Fläche o wird demnach m eine 
Fläche w übergeführt, die die Einhüllende der zu den einzelnen Punkten von o 
gehörenden ß-Flächen ist. Dies ist der allgemeine Fall, und ihn allem haben wir 
111 § 125 behandelt. 

ß) Es bestehen zwei Gleichungen der Art, etwa 

^i(^, y, z, x', /, y) = 0 , y, z, x', y\ y) = 0 . 

Sind X, y, z gegeben, so stellen diese Gleichungen in y, y\ eine Kurve 
dar. Jeder Punkt {x, y, z) geht also in eine Kurve über, die wir als iC-Kurve be- 
zeichnen wollen Eine wiUkürhche Fläche o wird demnach in eine Fläche 2 Über- 
gefülirt, die die Einhüllende der den einzelnen Punkten von a entsprechenden 
/^-Kurven ist 

y) Es bestehen drei derartige Gleichungen, etwa 

, y, z, x', y', y) = 0 , Ü^ix, y, z, x', y', z^) = 0 , ßg(;ir, = 0 


Jeder Punlct (x, y, z) wird dann in einen Punkt (jv', 3/, übergeführt, eine 
willkürliche Fläche in ome Fläche 2 , die der Ort aller den einzelnen Punkten 
von entsprechenden Punkte ist. 

Da die Variationen dq-^^dq^y ^ dQ^ydQ^y , , . ydQn in der 
Gleichung 

einzig den Bedingungen 




Pr = 


(B) 


Pr 



“h p 

dqn 

+15/«'+ 


L, SO ist notwendig 


dW , , ößi , 
" SQr ' ^ SQr ' 


dW , dßt 

1 

1 'l’ 


• • * Ö?r 


(y = 1,2, . . ., «), 


WO . . ., Ajfe unbestmunte Multiplikatoren sind, W eine Funk- 

tion von , ?2, . . ?n. Qi, Qi.-.-.Qn ist. Die Gleicbungen (A) und 
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(B) zusammen bilden em System von 2 w + Ä Gleichungen zur Be- 
stimmung der 2 n + k Größen ( 2 i, Qn> Pi» P%, • Pn> K • • 

als Funktionen von q^, • • »^pn- Diese Gleichungen 

können demnach als explizite analytische Darstelkmg der Berührmgs- 
transformation m%t Hilfe der für ste charakteristischen Funktionen 
ly, ßj, fig, . . ßjb angesehen werden. 

Sind umgekehrt Ä + 1 beliebige Funktionen W, ßj, ^2» • . . , ß* der 
Veränderlichen ji, qz, ön Ö2» • • • » ön gegeben, wo ^ ^ « ist, und 

sind < 3 i,Ö 2 » • -P11-P2* • *1 -Pfi» ^>^2» • - ais Funktionen von 

?i» $'2^ • • • > ' --fPri definiert vermöge der Gleichungen 


[qii q^> • > qm Qx» Q2» • ■ 



Öö. ö(?. 

öPF ößi 
3?r ^ 3?r 


^,< 3 n) = 0 



1 Ößjfc 

^‘- 8 ^ 


(r=l, 2 , ...,Ä), 

(r= 1 , 2 , . . .,«), 

(r = 1 , 2 , . . .,w), 


so ist der Übergang von q^, q^y p2» •^•»Pn Qv Ö2. • • • » öni 

■Pi, P2* • • » Pji Berührungstramformatton. Denn die Größe 


^ (Pf Pr 


wird infolge dieser Gleichungen gleich dW, also ein vollständiges 
Differential, 

Aufgabe. Es sei 

0 = (2?)^ A“* cos/> , P = ( 25 )^Ä* sm^> . 

Man zeige, daß 
ist wo 

n/ = j0(2gÄ — Ä® 0 *)* — < 7 arc cos {ä^ ß/(2<?)*} j 
daß also der Übergang von q, p zu Q, P eine Berührungstransformation ist. 


§ 127. Die bilineare Kovariante einer allgemeinen 
Differentialform. 

Wir betrachten eine Differentialform 

■^1 + *^2 ^^2 + • • 4 “ Xn ^ Xn , 

in den n Veränderlichen x^, X2, . . . , • • • * -^n willkür- 

liche Funktionen von Xi, X2, . . . , x„ bedeuten. Eine derartige Form 

Diese Gleichimgen finden sich erstmalig in Jacobis Vorlesungen Über 
Dynamik 1866, S. 470, wo ihre Bedeutung für die Transformation der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung (auf die sich die dynamischen Probleme 
zurückführen lassen) entwickelt wird Ihre Bedeutung für die Theorie der Be- 
rührungstransformationen entdeckte lie, 
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Wird als Pfaffscher Ausdruck'^) in den Veränderlichen .. , 

bezeichnet. Wir gebrauchen dafür das Symbol und setzen 

+ Xg (3 + . + Xn^x^y 

wo d das Symbol für ein unabhängiges System von Variationen ist. 
Dann haben wir 


d ßd — d’&t)= 6 (X 3 dXi + X^dx^ + + X„ dx^ 

^d{Xjx, + X^dx^+ +XndXn)y 
= dXJx^+ +dXy,dXn+X^ddx^+ .+Xnddx^ 

— dX^öx^— „ — dXn^Xn—X^ddx^— . —X^dbx^. 

Benutzen wir die Beziehungen ddx^^ddx^^ die infolge der Un- 
abhängigkeit der Variationen d und 6 bestehen, und ersetzen wir dX^, 
öXj. durch 


dXr 




dx^ 

so erhalten wir 


• + " nlT' ^ 


dXn 


bzw 


dXr 

dxj^ 


dxj^ + . 


dXr 




b Xfi , 


n n 


'^OtfdXidXf, 
t=i f=i 


wo die Größe dX^dxj — dXj/dx^ bezeichnet. 

Es seien y,, y^, . . .,y„ neue Veränderliche, die aus x^, Xy, . . x„ 
durch eine Transformation hervorgehen, und in denen die Differential- 
form die Gestalt erhält 

Vi^^yi + "h 

Die Größe BY^dy^ - BYßyi werde mit 6 »^ bezeichnet. Da nun die 

Größe d&a — d'Bs offenbar den gleichen Wert hat, in welchen Ver- 
änderlichen sie auch dargestellt ist, so haben wir 


Auf Grund dieser Gleichung wird die Größe '^a^jdx^bxj die 

n 

hilineara Kovariante der Form ^XfdXr genannt. 


§ 128. Die Bedingungen für eine Berührungstransformation 

ausgedrückt durch die bilineare Kovariante. 

Die Veränderlichen Qy, Qy, Q„> Pi, P2> - • •• niogen nut 
q,.q, q„,h.i> ^ ^ durch eine Beruhrungstransformation 

Zusammenhängen, so daß ^Pr^Qr sich von 


ständiges Differential unterscheidet. 


M Die darauf bezügliche berühmte Abhandlung von Pfaff wurde der Berliner 
Akademie 1815 vorgelegt. Abhatidl d. Akad. d. Wxss. 1814—15. 7 • 
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Nach dem vongen Paragraphen ändert sich die bilineare Kovariante 
emer Differentialform offenbar nicht, wenn zu der Form ein vollstän- 
diges Differential hinzugefügt wird; sie hangt ja nur von den Größen 
dXJdxj — dXjjdx^ ab, die für ein vollständiges Differential ver- 
schwinden. Wir haben ferner gezeigt, daß die büineare Kovariante 
einer Form bei einer willkürlichen Transformation in die bihneare 
Kovariante der transformierten Form übergeht. Daraus folgt, daß 

n n 

die bilinearen Kovarianten der Formen ^Pr^Qr ein- 

ander gleich sind, d. h. daß 

^ {dPr dQr- dPr 6 Qr) =2 {^pr^qr - dq^Ö pr) 

r=l T=l 

ist. Wenn also der Übergang von q^, q^, . . q„, p^. . . p^ zu Q^, Q^, . , Q„, 
Pj, . . ., P„ etne Beruhrungstmnsformation ist, so ist die Große 

'^{ßPrdqr—dqrÖpr) 

invariant gegenüber dieser Transformation, 

Aufgabe, Für die durch die Gleichungen 

Ö = ( 2 ^)^ cos^ , P={2q)^k^smp 
definierte Transformation ist 

dP = ( 2 ^)“* h^smpdq + {2q)^ A* cosp dp , 

= [2q)~^ cosp dq — ( 2 ^)* sin^ ^ p , 

bP = ( 25 ')"* A*sin^ 5^ + ( 25 )* Ä* cospSp , 

(tQ= {2q)~^ coap dp — {2q)^ smp dp . 

Nach Multiplikation ergibt sich 

dPdQ — dPdQ = — sin®^ (dqdp — dq dp) -f cos®/? (dp 8q — Sp dq) 
z= dpSq — Sp dq. 

Folghch ist die Transformation eine Berührungstransformation 

§ 129. Die Bedingungen für eine Berührungstransformation 
dargestellt mit Hilfe der Lagrangeschen Klammerausdrücke- 

Wir geben nunmehr den Bedingungen, unter denen der Übergang 
I von den Veränderlichen q^, • • • . qn> . - . , zu den Verander- 

hohen öi, • • • i Ön» Pi, - - Pn eine Berührungstransformation ist, 
!' eine neue Form. 

I Sind Ji, Ja, . . . , gn, Pi, • • • 3pn beliebige Funktionen der beiden 

j] Veränderhchen «, v (und vielleicht noch beliebiger anderer Veränder- 

^ lieber), so heißt der Ausdruck 

\öw dv du dv ) ^ 
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ein Lagrangescher Klammerausdruck})] er wird gewöTinlich durch das 
Symbol [u, v\ bezeichnet. 

Sind mm q^, ^•^,qn, Pi» . . - , beliebige Funktionen von 

2n Veränderlichen . ,Qn, Pi, . . . , P«, so können wir m dem 

Ausdruck ^ 

^{dprdq, — öpfdqf) 

f=l 


dp^ durch 

^d0-^^d0 4- +-^ 


dQn- 


epr 


öp. 


dP. + .. 


dpr 


BP, 


dPn 


ersetzen; entsprechend auch die übrigen. So erhalten wir zusammen- 
fassend „ 

^{dprdqr — dprdq^) ==^[i^i;,Wz] {duiöuj, — duiduj,) y 


wo die Summation auf der rechten Seite über alle Paare von Veränder- 
lichen Ul des Systems Öi, ^ ^ Pi , • - - , P» erstreckt ist. 

Ist aber die Transformation von den Veränderlichen q^, q^, • • • ,gn, 
Ply pn in Qiy Q^y Qf,» Pi . P« oine Beruhrungstrans- 

formation, so ist 


'^{dpröq, — 6p,d y,) =2 {dPfSQ, — dPfd Q,) . 

r=l r=l 


Dies gilt für alle Arten der Variationen <5 und d der Größen. Der Ver- 
gleich mit der obigen Gleichung ergibt daher 


[P„Pi] = 0, [(3..öt] = 0 (f,Ä = 1.2. 

LÖl I Pjb] “ 0 {i, k == i y 2, y fl] l ^ k) , 

= ^ {i =1,2,...,«). 

Diese Gleichungen können als diejenigen partiellen Differentialglei- 
chungen auf gef aßt werden, denen q-i, q^» * • • ^ gn, Pj» • • • ,pn Funk- 
tionen von QifQij . . . , Pi, , Pn genügen müssen, damit der Über- 
gang von dem einen System von Veränderlichen zu dem anderen eine 
Berührungstransformation ist. Diese Gleichungen stellen in expliziter 
Form die Bedingungen dar, die in der Invarianz des Ausdrucks 

^(ß’prBq, — Bpydq,) 

enthalten sind. 


§ 130. Die Poissonschen Klammerausdrücke. 

Wir führen noch eine andere Art von Klammerausdrucken ein, die 
mit den Lagrangeschen eng Zusammenhängen. 


1 ) Lagrange: M^m, ds V Institut de France l8o8: Oeuvres Bd 6, S 713 
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Sind u, V zwei beliebige Funktionen der Veränderlichen qi,q 2 , • • • ,^n 
Pi, •• • ypfiy so heißt die Große 


8v du 

^[dq^dpr dpr SqJ 


ein Poissonscher Klammerausdruck'^) für die Funktionen u und v und 
wird mit dem Symbol [u, v) bezeichnet. 

Es seien Wj, « 2 » • • • * ^ 2 « unabhängige Funktionen der Ver- 
änderlichen ?1, 5^2. ^--»qny Pv ••• ypny SO daß Umgekehrt q^» q^,. . . ,qn, 
Pli p2* -• *y Pn Funktionen von sind. Offenbar besteht 

ein Zusammenhang zwischen den Poissonschen und Lagrangeschen 
Klammerausdrucken [Wr, bzw. {Ur, w«), den wir nun auf suchen. 
Es ist 

'V/ j\r. ^ dutduÄf dqjdpj ^pjSqÄ 

t) [ t J Qp^ ß^J ß^^ ß^ ß^J 

Wir fuhren die Multiphkation auf der rechten Seite aus und berück- 
sichtigen, daß 


" dut 


und 


^ dut 


beide Null oder Ems sind, je nachdem bzw. i = j ist, daß 

ferner 2 n . 2 « ^ 

yp p yp p 

beide Null sind. Dann geht die Gleichung über in 

2 ~2 [dpt du, dq, du) 


und folghch in 


291 


und 


2 («t. «r) [«1. «*] = 0 


für 


r'^s, 


2n 




t=l 


Dies sind aber die Bedingungen dafür, daß die beiden Determi- 
nanten 


[«j.mJK.«,] . 

• • [Mi,«2b] 



• • (M2n.«l) 


2-, 

imd 

K.M2)(«a.«8) • 

* • (l^2n> ^ 2 ) 

[«2b.«i] 

• [^2n» ^2n] 

1 

(«i.%n) 

• («an, «Sn) 


Poisson. Journal de VEcole polytechn. Bd. 8, H iSi S. 266. 1809 
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reziprok sind, d. h. daß jedes Element der einen gleich der Unter- 
determinante des entsprechenden Elementes der anderen geteilt durch 
diese Determinante ist: das Produkt der beiden Determinanten ist 
nämlich gleich Eins. Die Lagrangeschen und Poissonschen Klammern 
hangen also derart zusamm&n, daß die aus ihnen gebildeten Determinanten 
reziprok sind. 

Aufgabe 1 Es seien drei behebige Funktionen von 

/h > • ' * Pn* Man beweise, daß 

((/. V)- /) + (W'. /) <P) = 0 


Aufgabe 2 Es seien F und ^ Funktionen von fi, f 2 * •••!/*» die ihrerseits 
Funktionen von •• t Pi* *P^ Man zeige, daß 


(F, 0) 


( dF 60 BF 6 0\ . 

= Z WrWs''ehdfJ 


ist, WO die Summation über alle Kombinationen fr, U erstreckt wird 


§ 131. Die Bedingungen für eine Berührungstransformation 
dargestellt mit Hilfe der Poissonschen Klammerausdrücke. 

Nun seien Q^.Q^ Ö«, P,. . . . , -P» 2« Funküonen von 2« 

Veränderlichen ?i , Jg , - - • . ?n. . ••• >Pn fuhren den Nachweis, 

daß die Bedingungen dafür, daß die Transformation des einen Systems 
von Veränderlichen in das andere eine Berührungstransformation ist, die 
F orm erhalten können 

{PuPj)=0, (Qi,Qi) = 0 (i.J = 1.2 n). 

{<?t. Pj) = 0 (». 7 = f . 2 »•. Jl. 

((2j,PJ = 1 {i =1,2, 

In § 129 haben wir ja die Bedingungen in der Form abgeleitet 

[Pi,Pj]=0. = 0 (t,j = 1,2, 

[(2wPy] = 0 {i,j=i, 2 .....n- t^j). 

[g„P^l=t (i =1.2,...,«). 


des 


Daher gehen die Gleichungen 
2 » 

^{ Ut , Ur )[ Ut , U ^ = 0 
1=1 


vorigen Paragraphen tlber in 

{Q,,Qi)=0, {Pi,Pj) = 0 

(Py.<3i) = 0 


{i,1 — fj2, 

(i,J = f.2. 


(y^s) 


.«) . 

,n; i^f ) . 


während 


ergeben: 


die Gleichungen 

t=i 


(a.-P*) = l 


womit der .Satz bewiesen ist. 


1 


(1=1,2... .«). 
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Aufgahei EssollenÖi,Ö 2 0». J°i P,mit 

durch eine Berührungstransformation Zusammenhängen Man zeige, daß 

2 ” Y dg} dy) Sqp dy) dq> dy)\ 

\dQ'r~dP,~IP; TQ~) dp, ~ Wr WJ 

ist, so daß also die Poissonschen Klammem zweier beliebiger Funktionen <p, ip in 
bezug auf die beiden Systeme von Veränderhchen übereinstimmen. 

Aufgabe 2 . Es seien ßj, 02 » • • • » Qn gegebene Funktionen von q^, . . . , 


Pv • • » Pn> d.ie den partiellen Differentialgleichungen 

(ör» Qi) =0 (y ,5 = I, 2 , . w) 

genügen Man zeige, daß sich n Funktionen P^, Pg, , . . , P„ bestimmen lassen, 
derart, daß die Transformation von qi» ^ i » , pn m Qv 0*. ■ . , ß„, 

Pi* • • *1 Pn eine Berührungstransformation ist (Lie ) 


§ 132. Die Untergruppen der Mathieuschen Transforma- 
tionen und erweiterten Punkttransformationen. 


Existiert in einer Transformationsgruppe ein System von Trans- 
formationen von der Art, daß die Zusammensetzung zweier Trans- 
formationen des Systems wieder eine Transformation des Systems er- 
gibt und daß die Umkehrung jeder Transformation des Systems selbst 
in dem System enthalten ist, so wird dies System von Transformationen 
als Untergruppe der Gruppe bezeichnet. 

Eine Untergruppe der allgemeinen Gruppe der Berührungstrans- 
formatiönen wird offenbar von denjemgen Transformationen gebildet, 
die der Gleichung 

^PrdQr = 21prdq, 

r=:l r=l 

genügen. Mathieu^) hat diese Transformationen untersucht. 

Sie stimmen im wesentlichen mit den von Lie als ,, homogene Berühmngs- 
trojisformationen in q^, q , ffn» Pi> • • ■ » Pn* bezeichneten überein 

Nach § 126 bestimmen sich hier Q^, 02» • • - . 0n» -Pi, . . - , -P« durch 
Elimination von , Ag » • » h den 2n k Gleichungen 


(?1; i ö'n» QuQif • • • » Qn) — 0 

d Qjg 


P — 7 4 _ 7 ^^2 




~dq^ 


^ Sqr 


. . -f Ajt 

...-4 


^0r 

dq^ 


II 

■ ,k), 

II 

10 

,n). 


,»). 


Aus der Form dieser Gleichungen erkennt man, daß, wenn 
Pi,pz> • ' • >Pn alle mit einer beliebigen Größe ^ multipliziert wer- 
den, auch die Großen Pg» • • * » -P» sich alle mit ju multiplizieren. 


Journal de Math Bd 19 , S 265 1874. 
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Daher sind homogen ersten Grades (nicht notwendig 

aber ganz) in 

Innerhalb der Gruppe der Mathieuschen Transformationen bilden die- 
jenigen Transformationen eine Untergruppe, für die ^2» • • • » 
nicht nur homogen ersten Grades in pufz, • - sondern auch ganz, 
d. li. also linear in sind. Für sie gelten Gleichungen 

der Form 

Pr=^^Pkfrk{h>^i»‘ ^ > ^n) (r = 1, 2, . , • 

k=l 

FüJiren wir diese Werte in die Gleichungen 

ZPrdQr-ZPrdqr = 0 
, f=l r=l 

ein und setzen wir die Koeffizienten von pt gleich Null, so erhalten wir 


• .qn)dQr = dq, (Ä = l,2, .«): 

r = 1 I 


cs ist 


. , ,qn sind also Funktionen von 


frk^^qkl^Qr- 


allem, 


und 


Folglich erhalten wir derartige Transformationen, wenn wir will- 
kürliche Beziehungen zwischen den Veränderlichen q^, Qi, .. -.qn und 
Qx,Qs...-.Qn ansetzen und dann P^. Pi,..., Pn aus den Gleichungen 


Pr = 


1=1 


'Ö< 3 r 


bestimmen. Diese Transformationen sind erweiteite 
tionen {§ 126). 


(r = l,2, . ,n) 
Punkttransforma- 


Aufgabe. Es sei 
Man zeige, daß 


f,PrdQr=XPräqr- 

r=l 




§ 133 . .Infinitesimale Berührungstransformationen. 

Wir gehen nun zu Transformationen über, in denen dre neuen Ver- 
Wir genen ^ p von den ursprünghehen 

uiktMimale Größen unlerecheiden, 
Weiert seien, wo 

J?, = 9 ’r(?i.? 2 > • • (r = l 2, 

J^, = V'r(?l>?2> • 

Whittaker, Dynamik 


21 
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(r=l,2, . 


und eine willkürliche infinitesimale Konstante ist. Dann ist also 
Qr = qr + Aq, = qr ■+ cpfdt 

Pr= Pr + Apr = Pf + y),At 

und die Transformation wird bestimmt durch die Funktionen 
<Pl,<P 2 > ■ • .Vn- 

Nun soll die Transformation eine Berührungstransformation sein. 
Deshalb ist 

Z{Pr<iQr-prdqr) = dW, 

WO W eine beliebige Funktion von qi.q^, . . . ,qn, Pi>Pt, - • -.pn ist, oder 
ZiiPr + WrAt) {dqf + d<PfAt) - Pfdqr} = dW 


oder 


At^ [Wrdqr + Prdcpr) = dW . 

r-\ 


Offenbar enthält die Funktion W die Größe J ^ als Faktor. Setzen wir 
W=UAt,vfo U eine beliebige Funktion von ^n, ^ 1 , .. 

ist, so geht die Gleichung über in 

n 

2 (Vrdqr + Prdq’r) = dU. 


r = l 


Daher haben wir 

n 


also 


'^{Wfdqf — tpfdpf) = d[XJ —'ypftp^j 

r=l r“ 

~ dK. {q^, q^, . . ■ , Jni Pii • • • » ^n) > 


8K dK 

= Vf = - 


(r= 4,2, . . ..n). 


BPr ’ Ö?r 

Demnach wird die allgemeinste infinitesimale Berührimgstransformation 
definiert durch die Gleichungen 

SK Sk 

(^==1.2, ..,w), 


wo K eine willkürliche Funktion von ? 2 > • • • ^ • • • » ^ i 

e%ne willkürliche^ von Ji, ? 2 > • • > ?n> ^ Pn unabhängige infinitesimale 

Größe ist. 

Eine beliebige Funktion /(?i, ? 2 , • - • , ?n. Pv Ai • • • » Pn), deren Argu- 
mente ?i, • • • j 9ny Ply ' • •tpn dieser Transformation unterworfen 
werden, erfährt den Zuwachs 


\dqr Spr 

f M 1 


dpf dq,j 


At 


oder 


(f.K)At 
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Aus diesem Grunde bezeichnet man die Poissonsche Klammer (/, K) als 
das Symbol der allgemeinsten infinitesimalen Transformation der unend- 
lichen Gruppe, die aus allen Beruhrungstransformationen der 2« Ver- 
änderlichen ^ 1 , . . besteht. 


§ 134. Die neue Auffassung der Dynamik auf Grund der 
Berührungstransformationen. 

Der im vorigen Paragraphen gewonnene Satz ermöglicht uns, den 
am Schluß des § 125 für gewisse einfache dynamische Systeme aus- 
gesprochenen Satz auf alle konservativen holonomen Systeme mit einer 
beliebigen Anzahl von Freiheitsgraden auszudehnen. Denn die Bewe- 
gung wird dargestellt (§ 109) durch Gleichungen der Form 

dt ' dt dq^ 


(r=: 1,2, 


und nach dem vorigen Paragraphen lassen sich diese Gleichungen dahin 
deuten, daß der Übergang von den Werten der Veränderlichen zur Zeit i 
zu den Werten zur Zeit t'^dt eine infinitesimale Berühningstrans- 
formation ist. Der ganze Verlauf der Bewegung eines dynamischen Systems 
kann daher als ein allmähliches Sich-Entfalten einer BerUhrungstrans- 
formation auf gefaßt werden. Dieses Ergebnis ist nur eine Verallgemeine- 
rung des Satzes, daß der Weg der Lichtstrahlen eines Büschels durch das 
allmähliche Fortschreiten einer Wellenfront beskmmt werden kann. Zu- 
sammen mit der Gnippeneigenschaft der Beruhrungstransfonnation 
bildet dieser Satz die Grundlage der Transformationstheorie dynamischer 
Systeme. 

Daraus folgt sofort: Sind ?i, . . . , ?n» • ■ • » die Ver- 
änderlichen eines dynamischen Systems, otg, • • . , /?i, - . . , ihre 

bezüglichen Werte zu einer gewissen Zeit so stellen die Glei- 

chungen, die ?i, ?a, . . • - *, als Funktionen von «a» • • 

, ßji, i ausdnicken (und die die Losungen der Differentialglei- 
chungen der Bewegung sind), eine Berührungstransformation von 
^ 1 » • I ^ni ßiJ ‘ » ßn lu q^i • • • > qini • • • > Pn dar. Dabei wird t 

nur als ein Parameter aufgefaßt, der in die Definitionsgleichungen der 
Transformation eingeht. 


§ 135. Der Reziprozitätssatz von Helmholtz. 

Da die Werte der Veränderlichen qi, ^ 2 # • • > 5»» Pi^ • • > P^ eines 
dynamischen Systems zur Zeit t durch eine Berührungstransformation 
aus ihren Werten • *,ocn, ßi, • • • ,ßn zur Zeit abgeleitet 

werden können, ist (§128) 

y {Api6qi - &P,^qii =Z - ößiAöc,) , 

2i* 



* 



324 


XI. Kapitel Die Transformationstheone der Dynamik. 


WO die Symbole d und d Koordinatenänderungen beim Übergang von 
einer gegebenen Systembabn zu zwei verschiedenen Nachbarkurven 
entsprechen. 

Nun möge d den Übergang zu derjenigen Kurve bezeichnen, 
die definiert ist durch die Werte ßiyß^y • ^ - »ßr-i» 

ßj. + dßry ßr+ii • • • »ßn zur Zeit Iq , A den Übergang zu derjenigen Kurve, 
die definiert ist durch die Werte Sa» • • •» + 

p 8 +h-’->Pn zur Zeit ty. Dann geht die obige Gleichung über in 

Apsdqs = —ößrAo^r- 

Die Zunalime von bei einer Zunahme von ßr (bei der «^2, . . - , c^n, 

• • • , Ä-x, • a jSn nicht variiert werden) ist also entgegengesetzt 

gleich der Zunahme von o^r> die einer Zunahme von pa (bei der fi, Sn» 
Pi> •• > ^«+1» • • -1 ^71 nicht variiert werden) von der Größe der schon 

erwähnten Zunahme von ßr entspricht. 

Helmholtz^) bemerkte, daß dieses Ergebnis sich für viele Systeme 
physikalisch deuten läßt. Ein kleiner dem System erteilter Impuls 
kann nämlich durch die hervorgerufene Änderung einer der Bewegungs- 
größen Piyp2J-->>Pn gemessen werden, und die Änderung von 
infolge einer Änderung von pa läßt sich in der Umkehrung der Bewegung 
realisieren, d.h. in der Bevregung des Systems, die aus einer gegebenen 
Lage mit den der Lage entsprechenden Geschwindigkeiten — aber alle 
mit umgekehrtem Vorzeichen — erfolgt, so daß also die Zukunft des 
Systems mit semer rückwärts durchlaufenen Vergangenheit uberein- 
stimmt. Wir können das Ergebms folgendermaßen zusammenfassen: 
Die in einem behehigen Zeitintervall bei der ursprünglichen Bewegung 
durch eine impulsive Änderung einer anfänglichen Bewegungsgroße ßr 
hervorgerufene Änderung einer Koordinate qa, (s = r oder s + r) ist 
entgegengesetzt gleich der in dem gleichen Zeitintervall bei der umge- 
kehrten Bewegung durch eine gleich große impulsive Änderung der an- 
fänglichen Bewegungsgröße pa an der Koordinate o^r hervor gerufenen Än- 
derung^). 

Aufgabe. Bei der elliptischen Bewegung mit einem festen Kraitzentrum im 
Mittelpunkt soll dem Massenpunkt beim Durchgang durch emen der Endpunkte 
der großen Achse eine kleine Geschwindigkeit in Richtung der Normalen er- 
teilt werden. Man zeige, daß er nach emem Viertelumlauf eine tangentiale Ab- 
weichung bv ei langt hat, wo fJ- die Konstante des Kraftgesetzes bedeutet. 
Ferner zeige man, daß eine Tangentialgeschwmdigkeit öv, die dem Massenpunkt 
m einem Endpunkt der klemen Achse erteilt wird, nanh einem Viertelumlaui 
eine normale Abweichung von der gleichen Größe jU- ^ ^ v hervorbnngt (Lamb ) 


Journal f. Math. Bd 100 I886. 

®) Vgl. Lamb: Proc. Lond. Math. Soc. Bd 19i S* 144. 1898. 
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§ 136. Der Jacobische Satz von der Transformation eines 
gegebenen dynamischen Systems in ein anderes dynamisches 


System. 

1 , J ergibt sich, daß bei der Transformation 
sehen Differentialgleichungssysteins 


eines Hamilton- 


ijr ^ _ dH 

di dp,’ dt (r = l,2, .,») 


vermöge einer Transformation der Veränderbchen das neue System von 
Uifferenüalgleichmigen wieder die Hamdtonsche Gestalt 


^Qr _ dP, dK 

dt dp,’ dt — 

di* ’ Art^Sid^'d^^’'^” Veränderbchen Q^. Öz, .... P,. ... , P„ von 

lPi^Qi + P.dQ^ + . . + P„d(3„ 

eine (relative oder absolute) Integrahnvanante des ursprünglichen 
Systems ist. 

Eine derartige Transformation ist im allgemeinen dem betrachteten 
Pfobleifi eigenfumlich, d. h sie fuhrt zwar das gegebene, nicht aber jedes 
willkürlich gewählte Hanultonsche System wieder in em Hamütonsches 
System über. Jedoch sind unter diesen Transformationen solche ent- 
halten, die jedem ihnen unterworfenen d 3 mamischen System die Hamil- 
tonsche Form bewahren. Man kann sie folgendermaßen erhalten. 
Nach § 115 ist 

fhrSqr 

J r=l 


eine relative Integralinvariante eines jeden Hamiltonschen Systems. Es 
sei QvQz, -Pn System von 2n Veränderlichen, die 

aus ^ 3 , . - . , . . . , durch eine Berührungstransformation her- 

vorgehen, so daß also 

'ZPrdQ,--Zhdqf = dW 

r=l 


ist, äW em vollständiges Differential bedeutet. Die die Trans- 
formation definierenden Gleichungen können zwar die Zeit ex- 
plizit enthalten, so daß öj, 63 ^ - . . , ön* Pi»- - - »Pn Funktionen von 
?i> ? 2 i • • • » ?n ^ ^ 1 » • • • * ^ Jedoch soU bei der mit d bezeichneten 

Variation in dieser Gleichung die Zeit nicht mit variiert werden. Wird 
auch t variiert, so geht die Gleichung über in 

ZPfdQr -ZPrdqr = dW+Udt, 

r=l r»=l 


wo U eine beliebige Funktion der Veränderlichen bedeutet. 
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Nun bedeutet die durch d bezeichnete Variation in der Integral- 
invariante den Übergang von einem Punkt einer Bahn zu dem gleich- 
zeitigen Punkt einer Nachbarbahn. Fassen wir also die Veränderlichen 
als Funlctionen von «gi • • • j ^ wo «g, . . . , die Inte- 
grationskonstanten sind, die in der Lösung der Bewegungsgleichungen 
auftreten, so vollzieht sich die Variation <3 so, daß a^, Äg, . . .,Ä 2 „ sich 
ändern, t aber ungeändert bleibt. Folglich erhalten wir als Spezialfall 
der letzten Gleichung 

tPrdQr-ti>r^ir=äWl 
r=l r=l 

daher ist ^ 

/ Z^rÖQr 
J r=l 


eine relative Integralinvariante. Das transformierte Problem der Dif- 
ferentialgleichungen, in denen O 2 » • • - ^0«* -Pn • • •» abhängige 

Veränderliche auf gef aßt werden, hat also die Hamiltonsche Gestalt und 
läßt sich in der Form darstellen 


dt dPr ' dt 
wo K eine Funktion von (^i, Qz* • 


8K 


(r = 1,2, . ,w). 


dQr 

iQn* -Pj» • • • I -^n» ^ 

Eine Berührimgstransformation der Veränderlichen ö'i, ^ 2 . • • 

Pv • • •> Pn> behebigen dynamischen Systems läßt also die Hamiltonsche 
Form des Systems ungeändert^). Bei einer gewöhnlichen Koordinaten- 
transformation des dynamischen Problems, bei der ^ 1 , 02» • • - ^ ön 
tionen von ^ 1 , ^ 2 » • • • » ö'n allein smd, ist die Benibrungstransformation 
nur eine erweiterte Punkttransformation. 


Aufgabe. Man zeige, daß die durch, die Gleichungen 

^ = (20)*Ä‘‘^cosP, /) = (26)*Ä*sinP 

defimerte Berührungstransformation das System 

dq dH dp dH 


mit 

in das System 
mit 


dt dp * dt dq 

dQ _ ^ ^ ^ dK 

dt ^ dP ' dt ^ dQ 


überführt. 


K = ÄQ 


§ 137. Darstellung eines dynamischen Problems durch eine 

Differentialform. 

Die Bedeutung der Berührungstransformation für die D 3 mamik 
tritt klarer hervor, wenn eine gewisse mit dem dynamischen S 3 retem in- 
variant verbundene Differentialform eingeführt wird. 

Dieser -wichtige Satz wurde zuerst von Jacobi ausgesprochen: Compfes 
Rendus Bd. 5, S. 61. I837 
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Es sei 

XidoC^-^r . +X2n+1 ^^^2n + l 

eine beliebige Differentialform in 2« + i unabhängigen Veränderlichen 
AJg, . . .,:« 2 n+i* Nach §127 ist ihre bilmeare Kovariante 

2ft+l 2 w + l 

wo die Größe / dx^ — dX^ / dx^ bezeichnet, mit der Form in- 
vanant verbunden. Setzen wir die Koeffizienten von <3%, 8 x 2 y <5^2n+i 
einzeln gleich Null, so erhalten wir die 2 n + \ Gleichungen 

2n+l 2n+l 2n+l 

^^(lildXi'=- 0 i = .. , ^^^yZn + \dx^ 0. 

Da die Determinante der Größen (hj schiefsymmetrisch und von un- 
gerader Ordnung ist, hat sie den Wert Null, und die Gleichungen sind 
miteinander verträglich. Sie sind als das zu der Differentialform 

2/1+1 j 

'^Xfdxr gehörige erste Pf aff sehe Gleichungssystem bekannt und sind 
/*= 1 

nach ihrem Bildungsgesetz mit der Form invariant verbunden. Wenn 
also wnp Koordmatentransformation statthndet derart, daß die neuen 
Veränderlichen y^, y,, .. ..yan+i gegebene Funktionen von 
sind und die Differentialform dadurch in 


2w+l 

'E'^rdyr 


Übergeht und 


2n+l 2^1 


2n + l 

2^^2n+l = 0 

t=l 


das aus der Differentialform 


2f»+l 

r=l 


abgeleitete erste Pfaffsche System ist, so ist dieses System äquivalent 
dem System 

= ^^(Hidx, = 0 g^a..2«+i^*t = 0- 

»-1 

Nunmehr betrachten wir die spezieUe Diiferentialform 

pidqi + 'pidq^-]- . +pndqn — Hdt 

in den 2« + l VeranderUclien ?i- ?*■•••■?»■ 

eine beliebige Funktion von qv Ja, • • • . ?». Pf Pf->Pn.^ s . 


1 
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wir die zugehongen Größen so ergibt sich für diese Differentialform 
als erstes Pfaffsches System von Differentialgleichungen 


-ipr 


dH 

dq^ 


= 0 


^q^ Ä 7 — 0 

dfr 

fsjr 

dt 


II 


(>'=1,2,. 



Die letzte dieser Gleichungen ist eine Folge der anderen; daher können 
wir an Stelle dieses Systems schreiben 


dqr dH d'pr _ 

dt dPf* dt dq,. 


(y= 1,2,.. ,n). 


Dies sind aber die Bewegungsgleichungen emes d 3 mainischen 
Systems, dessen Hamiltonsche Funktion gleich H ist Daraus folgt. 
Das dynamische System mit der Hamiltonschen Funkhon H ist invariant 
verbunden mü der Differentialform 


insofern als die Bewegungsgleichungen des dynamischen Systems in be- 
liebigen Veränderlichen iCo, . . . ,^ 2 nj ^ das erste Pf aff sehe Gleichungs- 
system der Differentialform 


X\dX\^-{- X^dx^-{- , Tdx 

bilden, die aus der Form 


+ + pnd'qn-^ Hdt 

durch die Transformation der Veränderlichen q^, q^, •••>?«> ^i» • • - ^ 

in Xy ajg, • . . , 'T hervorgeht. 


1 


§ 138, Die Hamiltonsche Funktion der transformierten 

Gleichungen. 

Aus dem Ergebnis des vorigen Paragraphen folgt ein neuer Beweis 
des Satzes, daß die Gleichungen der Dynamik 

dt dp/ dt dq^ 


= (r = 1,2, . ,w) 


die Hamiltonsche Form bewahren gegenüber allen Berührungstransfor- 
mationen von y 2 » • • • * ?n> > 2^n- Überdies können wir daraus die 

Hamütonsche Funktion K des neuen Systems finden: 

dt “ dP/ dt 5^ 


(?'= 1, 2, . . „ n ) . 
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Die Beriilirmigstransformatioii sei namhch definiert durch die 

Gleichungen , , ^ h\ 

ß, = 0 (r=1,2, . ,Ä), 


(/•=1,2. . ,n). 


m . ^ 


h-^ = •«)> 

dq^ 


wo ßi, Ö 2 fij. ^ beliebige Funktionen der Veränderhchen 

q^.q^ 3„. Öi.Ö* <?„,#sind. 

Infolge dieser Gleichungen gilt identisch 

dabei- ist (wenn d das Symbol für eine Variation ist, bei der alle Ver- 
anderhdien mit Einschluß von t sich ändern) 

r=l ?=1 

oclei 

r-l ^='1 

Das auf der rechten Seite stehende vollständige Differential ^ 
kann vernachlässigt werden, da es das erste Pfaffsche System der i 
ferentialfonn nicht beeinflußt. Daher fuhrt d^e Berührungstramforma- 
tion das Gleichungssystem 

^ = — ^ {»' = 1,2,. .,«) 

dt Spf ’ dt ^qr 

in das System 

dQr _ = (r = l,2, . .,«) 

~dt~eP/ dt dQr 

über, wo 


, SW "V 1 
^ = dt 

und K als Funkhon von Q„ Q ,Q,. Py 
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§ 139. Transformationen, bei denen auch die unabhängige 
Veränderliche transformiert wird. 

Das Ergebnis des § 137 ermoghcht ferner die Bestimmung der 
Transformationen des ganzen Systems der 2 w + 1 Veränderlichen 
^13 ■ ■ • > ^ 1 . • - • > ^ ein neues System Q ^, . . . Pp . . . , 

P„, T j bei der ein Hamiltonsches System 


d qr dH d 

d t dpj. ' d t 

dH 

6q, 

(r=1.2,. 

■ ,n) 

wieder in ein Hamiltonsches System 




dQr dK dPr 

6K 

(r= 1,2,. 

.,«) 

dT ” dp, ' dT “ 

^Qr 


übergeht. Dies Problem ist nämlich gleichbedeutend mit demjenigen, 
die Transformation zu bestimmen, die die Differentialform 


Pxdqi + ^2 H” • • • "I” 'Pndqn ^ dt ^ 

deren Veränderliche ö' 2 * • • • > 9^«, Pv ^ 2 » • • • > Pn* ^ durch die Glei- 
chung 

^ i^V »int Pl> ••• *Pn» + A = 0 

verbunden sind, in die Differentialform 

PjdQx P 2 dQ 2 + • • • + PndQn + kdT + vollständiges Differential 

überfuhren, deren Veränderhche Qi» Ö 2 » • • • > Qn, Pi> P 2 » • • • * Pn » P* ^ 
verbunden sind durch die Gleichung 

^ {Qv Q^* • ' - iQixtPv * "'PnfP) + Ä = 0. 

Nun erfüllt aber jede Berührungstransformation der 2w + 2 Ver- 
änderlichen ?i, g^ai • • • » 9'n» Pi>p 2 > • - -»Pfiffe ^ Veränderliche 

Qv - P3 Pi> -P2» • • - y Pn>^ ^^^se Bedingung. Ist diese 
Transformation auf gestellt, so bestimmt sich K durch Einsetzen der 
Werte von ^p ja* • • • * 9n* Pi* ^ 2 * • • • * Funktionen von 

Ql, Q2, -Pi* • • • * Pn, ^ iii die Gleichung 

^(^1*9^2* ---^qnyPv p2--->Pn,i) +^ = 0 
und ihre Auflösung nach k. Die Gleichung erhält so die Form 

^{Qii Q 2 , ■ • * I öni Pp . . . i Pn . P) + ^ = 0 , 

und die gesuchte Transformation ist dadurch vollständig bestimmt. 

§ 140. Neue Formulierung des Integrationsproblems. 

In. § 137 sahen wir, daß bei einer Transformation der Veränder- 
lichen in dem dynamischen System 

dq^ _ dH dj>^ ^ dH 

Ti “ Tp/ Ti~'~~'^r 


{r= 1,2, 



Übungsaufgaben 
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die neuen Differentialgleichungen das erste Pfaffsche System der 
jenigen DifferentiaJfonn bilden,^ die aus 

- “h — H dt 

durch die Transformation hervorgeht. 

Wir nehmen an, es sei eine durch ein Gleichungssystem 

((^1» Qiy ■ • J Qm • • •» ^n> 0 ^ 2, . n 

Pr = V'r(QvQ2^ 

definierte Transformation gefunden, für die die obige Differentialforni 
als Funktion der neuen Veränderlichen in 

F,dQ, + P,ctQ,+ +Pn^Qn-^^ 

ubergeht. Dabei ist dT das vollständige Differential einer Funktion 
der Veränderlichen Qi. Ö 2 . • • •> Öm ^ 2 . •••s Dann ist das 

zugehörige erste Pfaffsche Gleichungssystem 

dQr = 0, dPr = 0 (r==l,2, 

Die Integrale dieser Gleichungen sind also 

Qr = konst. , Pf. = konst. (r = i, 2, n) , 

Mithin stellen die Gleichungen 

?r = 9 ^r {öl> Q2* ■ • ** Qnt Pi* i Pn> ^ 9 

Pr ” y^riQi* Q2* • * y Qm Pv • • j Pnt 0 

die Losung des dynamischen Gleichungssystems dar, wenn die Größen 
Ql, Q 2 , •••yQn, Pv •••* ^ willkürliche Integrationskonstanten 

aufgefaßt werden. 

Damit ist das Integrationsproblem zuruckgeführt auf die Bestimmung 
einer Transformation, für die das letzte Glied der Differentialform ein 
vollständiges Differential wird. 

Übungsaufgaben . 

1. Man zeige, daß die durcli die Gleichungen 

öi = ?J + lV!. 02 = 51 + 

P, = axetg (^) - arctg (^) , P, = 1 arctg (^j 

definierte Transformation eine Berührungstransformation ist, und daß sie das 
d 3 mamische System mit der Hamiltonschen Fimktion i ^5) 

auf das dynamische System mit der Hamiltonschen Funktion ßg zurückführt 

2. Es seien X 2 , . . - , ^an tiehebige Funktionen von q^, . . />„. 
Ferner sei 

Pidq^ + P^dq^ + ‘ • • + /^« = X.^dx^ + -^ 2 ^^2 + • • • + » 

und bedeute dXJdXf^ — dXJdXf^, D die aus gebildete Determinante, 
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öie Unterdeterminante von in D geteilt durch D, u,v seien willkürliche 
Funktionen der Veränderlichen. Man zeige, daß 

f du dv du Sv \ _ dv du 

^ l dqr dp, dpr dqJ ~ ‘“dxid^' 

(Clebsch ) 

3 Man zeige, daß für ein behebiges Hamiltonsches System die Integral- 
invananten 

/ • Sg„8pi8p^ .8p„, 

I ■ fSQiSQi 8Q„8Pi8P,. aP. 

erstreckt über einander entsprechende Bereiche gleich sind, wenn q^, q^, . . . , q ^^ , 
Pv • --»Pn 01* 02* • • **0». ^ 1 * - • -Pn durch eine Berührungstransformation 

verbunden sind 

4 Man beweise, daß die durch die Gleichungen 


?i = ir * (2 ßi)* cos P, + (2 ßs)* cos Pj , 

9t — ~ K * (2 ßi)* cos P, + Aj" * (2 ßj)i cos Pj , 
Pi=ii2 ßi)* sm Pi + 1 (2 Aj ßs)* sin P, , 

#>s = — i (2 A, ß,)* sin P, 4- i (2 Aj ßs)* sin P, 
definierte Bcrühruiigstransformation das Sj^tem 

dq^ _ dH dpf dH 

dt dpr * dt dqr 

mit 

H = + #>1 + ä AJ (ji - ffs)® + J AI (ji + ?s)* 

in das System 

^ ^ dP, 8K 

~dt ~ dPr’ dt ~ 8Qr 

mit 

^^ = ^101 + ^02 

überführt. 

Man integriere dieses S 3 rstem und damit das ursprünghche 


(r = 1,2) 


{r = 1 . 2) 



Zwölftes Kapitel. 

Die Eigenschaften der Integrale 
dynamischer Systeme. 

§ 141. Reduktion der Ordnung eines Hamiltonschen Systems 
mit Hilfe des Energieintegrals. 

In § 42 haben wir gezeigt, wie die Ordnung der Lagrangeschen 
Bewegungsgleichungen eines konservativen holonomen Systems mit 
Hilfe des Energicintegrals des Systems reduziert werden kann. Wir 
wollen nun den entsprechenden Satz für die Bewegungsgleichungen in 
der Hamiltonschen Form ableiten. 

Die Hamiltonsche Funktion H emes dynamischen Systems mit n 
Freiheitsgraden enthalte die Zeit nicht explizit, so daß 

H + Ä=0, 

wo h konstant ist, das Energieintegrai des Systems darstellt. 

Diese Gleichung möge nach der Veränderlichen aufgelöst werden, 
so daß sic lautet 

i Pn» • • • » ?n» "1“ 

Zu dom System gehört die Differentialform 
Pl^9l + + • • • + Pn^^n + 

deicn Vciänderliche qi, . . • , Pv durch die vor- 

hergehende Gleichung verbunden sind. Die Differentialform läßt sich 
daher in der Gestalt schreiben 

+...+ .•••. ^n. ?1. •••<?«. 

in der wh qi, q^, . . ■ > Qn. Pi> • • •> 2« + 1 Veränder- 
lichen anschen können. , , . , 

Zu dieser Form gehören aber (§ 137) die Differentialgleichungen 

iPl = — ^ (r = 2.3.....«), 
dq^ dp,' Hx 

dt _ 3K ^ _ Q 

dq^~ 8h’ dqi 
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Das letzte Gleichungspaax kann von den übrigen Gleichungen des 
Systems getrennt werden, da die 2n — 2 ersten Gleichungen t nicht 
enthalten und h konstant ist. Die ursprünglichen Differentialgleichungen 
lassen sich demnach ersetzen durch das reduzierte System 

iq^ dp/ dq^ dq^ > 3 . ■ • . 

das nur n — i Freiheitsgrade hat. 

Dieses Ergebnis ist gleichbedeutend mit dem des § 42, wie sich 
durch direkte Transformation nachweisen läßt. 


Aufgabe, Man betrachte das System der Gleichungen 


wo 


dt dp/ dt~^ dq. 




JL- 


und fl eine Konstante ist Es ist leicht zu sehen, deiß dies die Bewegungsgleichungen 
eines Massenpunktes smd, der aus emem festen Zentrum mit einer der dritten Po- 
tenz der Entfernung umgekehrt proportionalen Kraft angezogen wird q^ 
sind die Polarkoordinaten (Radiusvektor bzw Polarwinkel) des Massenpunktes 
in bezug auf das Kraftzentrum 

Wir setzen H — und führen mit Hilfe des obigen Satzes die Glei- 
chungen auf das System 

^ ^ ^ dp^_ dK 

dq^ dp/ dq^~ dq^ 

zurück, für das 

K = — (^ — q\p\-2h 
ist 

Da K die Koordinate q^ nicht enthält, ist die Gleichung K = konst. em 
Integral des letzteren Systems, daher köimen wir unser Verfahren wiederholen; 
wir setzen K = — k und erhalten 



Dann reduziert sich das System auf die einzige Gleichung 
deren Integral (bei der Annahme ^ < ä®) lautet: 


9t = {k^-p)U-2h)-i ^ 

cos {(1 - (ji + s)} 

wo e eine wiUtlirhclie Konstante bedeutet Dies ist die Babngleichung des Massen- 
Punktes in Polarkoordmaten 


§ Die Hätiultonsche partielle Differentialgleichung, 

Werden die Veränderlichen eines durch die Gleichungen 

^ ^ dpr dH 

dt dp/ ~di~~~d^, (r=l,2,..,«) 



§ 142 Die Hamiltonsohe partielle Differentialgleichung. 
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definierten d 3 niainischen Systems einer Berührungstransfonnation unter- 
worfen, die defimert ist durch die Gleichungen 

j, _ SW ^ SW , 

dQ,‘ 

wo W eine gegebene Funktion von ?i, ? 2 . •••.?». <3i, öa Q„,t ist, 

so geht das System nach § 138 über in 

dQr dK dPr SK 

dt 8P,’ dt ~ 8Qr (^-1.2,. .,«) 

mit 

K==H + 8W/et . 


Ist diese Funktion K gleich Null, so sagt man, das Problem sei in 
das GleichgewichtsproUem transformiert. Nun verschwindet die Funk- 
tion K, wenn W der Bedingung genügt: 

5 

ß j. ^(?li ?2* • ■ ?n» Qv O2» • * •> Qn> 0 H“ ?2* • • Qn> Pi* • • •* Pn* 0 ” ^ i 


d. h. wenn W als Funktion der Veränderhchen ^ 2 > • ■ ^ 

partiellen Differentialgleichung genügt 


ew , 3W 8W 



= 0 . 


Dies ist die zu dem gegebenen djmamischen System gehörige 
Hamütonsche 'partielle Differentialgleichwig, die von Hamilton I 834 ver- 
öffentlicht wurde^). Sie ist die für die Dynamik geltende Verallgemeine- 
rung der von Hamilton zehn Jahre früher im Zusammenhang mit 
seinen optischen Untersuchungen aufgestellten partiellen Differential- 
gleichung. 

Nun sei ein „vollständiges Integral" dieser Gleichung, d h. eine 
Lösung mit n willkürlichen Konstanten neben der additiven Konstan- 
ten, bekannt. Die willkürlichen Konstanten seien « 1 ,^ 2 . . . • , so daß 
die Lösung in der Form geschrieben werden kann 

^(?l* • • • > Äi> Ä2 j • • • » OCfii 0 ■ 


Dann möge das ursprüngliche d 3 manüsche System einer Berührungs- 
transformation von den Veränderlichen qi, •••»Qn* Pv ^--^Pn 

« 1 , « 2 , .-..an, ßi.ßi ßn unterworfen werden, die definiert wird 

durch die Gleichungen 


dW . SW 


(r = 1, 2, . . n) . 


1) Phü. Trans. 1834, S. 247: ebenda 1835. S. 95. 
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Da W der Hamiltonschen Gleichung genügt, so ist die Hamilton- 
sche Funktion des Systems gleich Null, und seine Gleichungen lauten : 

^=0 (r = 1.2, 


d t 


^n), 


so daß öti, Ä2, . . »n, ßv ßn. Wahrend der ganzen Bewegung kon- 
stant sind. Daraus folgt : Stellt W ein vollständiges Integral der Hamilton- 
sehen partiellen Differentialgleichung dar^ das n willkürliche Konstanten 
öCi, 0 ^ 2 » • ••! of'n so bilden die Gleichungen 


ßr = 


dW 

dar' 



(r = 1,2, . . .,«) 


die Lösung des dynamischen Problems, da sie die Veränderlichen 
- yqnypx, • ‘ - .pn ^Is Funktio-Yien von t und 2n willkürlichen 
Konstanten oci, ck 2 > • • • > (X>n> ßi^ • • • » ßn darstellend) Auf diese Weise 
hangt die Integration eines dynamischen Systems mit n Freiheitsgraden 
ab von der Lösung einer emzigen partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung nut w + 1 unabhängigen Veränderlichen. 

Es sei erwähnt, daß die Umkehrung dieses Satzes — nämhch der Satz, daß 
die Lösung einer partiellen Differentialgleichung von der Art der Hamiltonschen 
abhängt von der Integration eines Systems gewöhnheher Differentialgleichungen 
(der Differentialgleichungen der Charakteristiken), die in diesem Spezialfall die 
Hamiltonsche Form haben — von Kaff und Cauchy in Weiterführung früherer 
Untersuchungen von Lagrange und Monge ausgesprochen wurde, bevoi Hamilton 
und Jacobi das Problem von der D 3 maimk her in Angriff nahmen 

Über die Benutzung eines unvollständigen Integrals der Hamiltonschen 
partieUen Differentialgleichung (d h eines Integrals mit weniger als n will- 
kürlichen Konstanten neben der additiven Konstanten) vgl. Lehmann-Filh6s 
Astr. Nachr. Bd l6Si S. 209- 1904 

Ferner sei noch erwähnt, daß die Hamiltonsche partielle Differentialglei- 
chung in der obigen Form mcht für nicht-holonome Systeme gilt Über eine für 
diese Systeme gültige Verallgemeinerung vgl. Quanjel. Rendiconii di Palermo 
Bd. 22, S 263 1906. 

Die Integration der Hamiltonschen Gleichung durch Trennung der Ver- 
änderlichen untersucht F. A. Dall'Acqua Math, Ann, Bd 66, S. 398 1908. 

Aufgabe, Man betrachte das System 


^ ^ ^ _ dH 

dt ~~ dp * dt '' dq * 

wo 



und II eine Konstante ist Zu diesem System gehört die Hamiltonsche Gleichung 

^ dW 1 idWY P 

dt 2\dq)~ q‘ 

für die sich em vollständiges Integral folgendermaßen finden läßt. Wir setzen an 




1) Dieser Satz wurde von Jacobi ausgesprochen. Journ. f. Math Bd. 27, 
S. 97 1837i und Journal de Math, Bd. 3, S. 60, I6l 1837 
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wo / und qj Funktionen der betreffenden Argumente sind Dann ist 

0 = nt) + 1 {9/(?)}ä - ^ . 

z q 

Dieser Gleichung genügen wir durch den Ansatz 

nt) = /V? - 5 = i>l‘x . 

wo « eine Konstante ist Sie ergibt 

/(<) = rp(q) = {2/ia)iarcsm(?/«)i + {2fiq{ei — 

W = /£//« + (2 /£«)* arcsin (?/«)* {2/45(« — ?)/«}*. 

Daher ist die Lösung des ursprünghchen Problems gegeben durch die Glei- 
chungen ß = -~dWld(K, p = dWjdq, wo ot, ß die beiden Integrationskonstanten 
sind. 


§ 143. Das Hamiltonsche Integral als Lösung der 
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung. 

Die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung besitzt unendlich 
viele vollständige Integrale, deren jedes eine Beruhrungstransformation 
der Veränderlichen qi, - Pi> •• •>Pn dynamischen Systems 
m die Veränderhchen darstellt (die Trans- 

formation erstreckt sich auch auf /), so daß die Bewegungsgleichungen 
des Systems, dargestelll in 0 ^ 2 » • 1 * ßn m die Glei- 

chungen des Gleichgewichtsproblems ubergehen, d. h die Großen 
dXi, « 2 » • ßii • • i ßn konstant sind 

Unter diesen unendlich vielen Transformationen ist eine bestimmte 
von besonderem Interesse, nämlich diejenige, bei der die Größen 
Äi, 0 ^ 2 , . . , ot« , ßi, . . mit den Anfangswerten von q 2 ,-‘-»qniPv Pn 
ubereinstimmen, d. h. mit den Werten in einem Zeitpunkt von dem 
ab die Bewegung gerechnet wud. Dann laßt sich eine explizite Form 
des zugehörigen vollständigen Integrals der Hamiltonschen partiellen 
Differentialgleichung angeben. 

Das Integral des Hamütonschen Prinzips (§ 99) ist 

t 

jLdt, 

u 

wo L das Idnetische Potential des dynamischen Systems ist. d bedeute eine 
Variation infolge kleiner Änderungen 5 ot^, <3 oCg, . . <5 ot« , (5^i, 5 • *1 ^ßn 
der Anfangswerte, 

Dann ist nach § 99 

ölLdt=Z(Pr^9r-ßr^<^r)- 

io r=l 

t 

Die Größe jLdt werde nach Ausführung der Integration als 

Funktion von qi, q^^ . • ^ dargestellt. (Wir nehmen an, 

dies sei möglich, d. h. es sei unmöglich, ßi^ ^ 2 » • ^ßn^Pi^ • Pn 

22 


Whlttaker, Dynamilt. 
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Verbindungsgleichungen von «g , • • > ?i» ö'n, fx* 
zu eliminieren, so daß Gleichungen zwischen 

allein entstehen.) Die so erhaltene Funktion, die Hamilton die Haupt- 
/wwtoon nennt, werdemit W{qx, ^ ?n> •» ^n) bezeichnet. Dann 

erhalten wir 


^ öW . 

dqr d(x.f 


(r=1,2,..., n). 


Die Transformation von ?i, 5 ^ 2 » • • ^n> in ä 

ßi> • • • ßn ist demnach eine BerührungstransforrnaUon, imd das Integral 
über das kinetische Potential ist die die Transformation bestimmende 
Funktion ^). 

Ferner ist 

dW dW ^8W dqr 
dt dt dq^ dt 

oder 


oder 


7- r 

8W 


r=l 


0 = 


dt 


■H. 


Also genügt das Integral über das kinetische Potenttal der Gletchtmg 


8W , „/ dW 

dt * 





= 0 , 


d, h, der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung. 

Aufgabe Es seien «1. «g, die Anfangswerte (zur Zeit ^q) 

von ?i, ^a, . . 5«, /»i, . . ., des d3mamischen Systems, das dargestellt ist 
durch die Gleichungen 

dgr dH dp^ dH . 

~dr--Fr.' {r=\,2 «). 

Angenommen, aus den , /S„ mit .q.,Pi p. 

verbindenden Gleichungen können ß^, . ß^, p^, , p^ vollständig eUmimert 

werden, so daß etwa »» verschiedene Gleichungen zwischen Ji.j,,. «i. . . 

allem bestehen. Diese sollen nach aufgelöst werden, also über- 

gehen in 

Ff = fr(gi , . . g«, ««+1, . . = 0 (f = 1, 2, . . , w) . 


) Hamilton: Phil. Trans. 1834, S. 307, Bbenda 1835, S. 95- In seinen ersten 
dynamischen Untersuchungen benutzt Hamilton eine „chaxakteristische Funk- 
tion* , die der mit so viel Erfolg m die Theorie der Optik eingeführten charak- 
t^üschen Funktion genau entspricht, nämhch das Wirkungsmtegral als Funk- 
tion der Anfangs- und Endwerte der Koordinaten Er fand jedoch, daß dies© Funk- 
tion m der Dynamik die Energiekonstante enthält und ersetzte sie deshalb durch 
die oben emgeführte Hauptfunktion 



§ 144. Der Zusammenhang der Integrale mit den Transformationen 339 


t 

V bezeichne das Hamiltonsche Integral jLdt des Systems als Funktion von 

U 

Man stelle die Gleichungen auf 
m 


dv 




"* Ö«, • 

WO . ^-2 . » willkürlich sind, und beweise, daß die Funktion 


k = l 


ein Integral der partiellen Differentialgleichung 

dW dW \ 


ist 


§ 144. Der Zusammenhang der Integrale mit den 
infinitesimalen Transformationen des Systems. 


Es seien 


dqr cH 

dt ~ dp^ ' 


dpf dH 

dt dqj. 


i, 2, .... n) 


die Gleichungen eines beliebigen dynamischen Systems, und es sei 
9’(?l. ? 2 . • • • . ?n, p\,..., pn, t) = konst. 


eines seiner Integrale. Wir beweisen nunmehr, daß wir mit Hilfe 
dieses einen Integrals eme partikulare Lösung der Variationsglei- 
chungen angeben können (§ H2). 

Die Variationsgleichung für dqr lautet nämlich 



Bm 

Bq^ epr 


^9i + 


+ 1 


c^H 

Bqr,8p, 


^?n + 


dp^BPr 


^^>1 + 


+ 


cm 

dPr^dPr 


8pn\ 


es ist aber 


dm dcp Om dtp _ d^H _ dm ^ 

dq^dpr'^ dq„ dpr dp^ dp^ dp, dq^ ' ' dp„ dPr dq„ 


d / "^dpi dtp ’^dqis 8<p\ ^^dH d^cp -^ dH d^tp 

WX ~ ^ ^ 9 * ^ Hi HiHt 


d { dcp dq>\ ^ / d(p \ ^ \ 

'dpr\~^'^~WI'^Tt \Hrl Wf/ 

d 

dt xdpr) ' 

22 * 
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Daher werden die Vaxiationsgleichungen für dg'j, dja» • • -i be- 
friedigt durch die Werte 


(5jr = 




(r = 1, 2, . w), 


wo e eine kleine Konstante ist. Entsprechend laßt sich nachweisen, daß 
dieselben Werte den Vanationsgleichungen für dpiydp^» • • - »öpn ge- 
nügen. Demnach stellen die Gleichungen 





(r= 1,2, . . .,w), 


wo s eine kleine Konstante und (p ein Integral der ursprünglichen Glei- 
chung ist, eine Losung der V ariationsgleichungen dar. 

Offenbar laßt sich dieses Ergebnis so aussprechen: Die infinitesi- 
male Benihrungstransformation der Veränderlichen , ff». 

Pv • ^ ^ypn, die definiert ist durch die Gleichungen 


6qr = 




(r= 1,2, . . ,n), 


transformiert jede Bahnkurve in eine benachbarte Bahnkurve, also die 
Gesamtheit der Bahnkurven in sich selbst. In der Sprache der Gruppen- 
theone sagen wir, daß das dynamische System diese infinitesimale Be- 
rührungstransformation zuläßt. Demnach besteht der Satz: Die Inte- 
grale eines dynamischen Systems und die Beruhrungstransformationen, 
die das System in sich überführen, sind ihrem Wesensgehalt nach ein 
und dasselbe. Jedes Integral 

• • • » Pv Pn, l) = konst. 


entspricht einer infinitesimalen Beruhrungstransformation, deren Symbol 
(§ ^33) Poissonsche Klammer {<p,f) ist. 

Offenbar beruht die Reduktion eines dynamischen S3rstems auf Grund zy- 
khacher Koordinaten auf dem Spezialfall dieses Satzes, in dem das Integral 
pj. = konst, lautet, wenn die zyklische Koordinate ist Dazu gehört diejenige 
Transformation, bei der sich von allen Koordinaten allein qr ändert. 


§ 145. Der Poissonsche Satz, 

Das vorstehende Ergebnis fuhrt auf einen von Poisson^) 1809 aus- 
gesprochenen Satz, mit dessen Hilfe sich aus zwei bekannten Integralen 
eines dynamischen Systems ein weiterer Ausdruck gewinnen läßt, der 
längs jeder Bahnkurve des Systems konstant ist, der somit (wenn er 
sich als von den bekannten Integralen unabhängig erweist) ein neues 
Integral des Systems darstellt. 


Journ. de VEcole polyt Bd. 8, S. 266 1809. 
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Die beiden bekannten Integrale seien 

= konst., 

^ 2 . • • • , qn, ^ 1 , . . . , fn> t) = konst. ; 

wir betrachten die infinitesimale Beruhrungstransformation mit dem 
Symbol (/, y>)] da ip ein Integral ist, fuhrt sie (§144) jede Bahnkurve 
in eine benachbarte über. 

Bei dieser Transformation erfahrt die Funktion (p den Zuwachs 
e ( 9 ?, ® kleine Konstante ist. Da aber (p ein Integral dar- 

stellt, hat (p längs der ursprünglichen Bahnkurve und ihrer Nachbar- 
bahn konstante Werte. Folglich muß der Wert von {cp, y)) während 
der ganzen Bewegung konstant sein. Damit erhalten wir den Satz von 
Poisson : Sind cp, yj zwei Integrale des Systems, so ist die Poissonsche 
Klammer [cp, yj) während der ganzen Bewegung konstant 

Reduziert sich der Klammerausdruck {cp, ip), der eine Funktion 
der Veränderlichen q-^^, q^, • . • , qn y . . .j ^ ist, nicht auf eine 
Konstante, und ist er überdies nicht als Funktion von cp, yj oder 
anderen bekannten Integralen auszudrücken, so stellt die Gleichung 


{cp, yi) = konst. 


ein neues Integral des Systems dar'^). 

Das folgende Beispiel zeigt, wie sich der Poissonsche Satz zur Auffindung 
neuer Integrale eines dynamischen Systems aus zwei schon bekannten Integralen 
verwenden läßt. 

Wir betrachten die Bewegungen eines Punktes der Masse 1 mit den recht- 
winkligen Koordinaten q^, ^3 und den Geschwindigkeitskomponenten pi^p^.p^, 

der sich im Raum unter der Wirkung einer Zentralkraft im Ursprung frei bewegen 
kann. Die Integrale des Moments der Bewegungsgröfle um zwei der Achsen lauten 


Pi -9iPz = ^o“st 


Wir betrachten sie als die bekannten Integrale (p, ; dann wird die Poissonsche 

Klammer 


In der Tat ist 


^a?l — ?£/’! = 

eia weiteres Integral des S3rstems, nämUch das Integral des Moments der Be- 
wegungsgröße um die dritte Achse. 

1) Diesen Satz diskutiert Bertrand in Note VII der 3 Auflage von Lagranges 
Mic Anal. 1853, vgl Oeuvres de Lagrange. Bd 11, S 484 Für die Ausdehnung 
des Poissonschen Satzes auf mcht-holonome Systeme vgl. Dautheville: Bull, de la 
Soc. maih. de France Bd. 37, S. 120. 1909. 
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§ 146* Die Konstanz der Lagrangeschen Klammerausdrücke. 

Der Satz von Poisson besitzt, wie zu erwarten ist, ein Analogon 
in der Theone der Lagrangeschen Klammerausdrucke. 

Die Integrale 

Ur^Ur (r=i,2, ..,,2n) 

mögen eine vollständige Losung eines dynamischen Systems mit n Frei- 
heitsgraden darstellen. Dabei sind die Großen Ur gegebene Funktionen 
der Veränderlichen q-^^, ...» qn, Pv p2> • pny ^ und die Or will- 
kürliche Konstanten. Vermöge dieser Gleichungen können wir 
^1» $"2» • • • 5 ö'w» ^1» •••»Pn als Funktionen von öj, Äg, . . dar- 

stellen und die Lagrangeschen IClammerausdrucke [Ory bilden, wo 
Ury «s zwei behebige der Größen a^, «2« bezeichnen. 

Da die Tran.sformation von den Veränderlichen q^, . . . , q^, 
Pv • • •> zur Zeit t in ihre Werte zur Zeit t dt eine Beruhrungs- 
transfonnation ist, so haben wir (§ 128) 

7=1 

wo die Symbole A und d sich auf voneinander unabhängige Übergänge 
von einer Bahnkurve zu der Nachbarbahn beziehen. Bezeichnen war 
nun mit A eine Variation, bei der sich von allen Größen «i, «g, . , . , 
allem 04 ändert, mit d eine Vanation, bei der sich allein aj ändert, so 
geht die vorige Gleichung über in 

£ ^/ ^gf ^Pr ^qr 

\dai doj duj da^/ 

oder 

die besagt- Der Lagrangesche KUmmeransdruck \a^, Uj] ist während der 
ganzen Bewegung längs leder Bahnkurve konstant. Diesen Satz sprach 
Lagrange 1808 aus. 

Lagranges Ergebnis — im Gegensatz zu dem Poissonschen — er- 
mögheht mcht die Auffindung neuer Integrale; denn es müssen alle 
Integrale bekannt sein, ehe der Lagrangesche Klammerausdruck auf- 
gestellt werden kann. 

§ 147. Involutionssysteme. 

Es seien r Funktionen u^, «g, . . . , der 2n unabhängigen Ver- 
änderlichen y,, q^, qn, i>i, ...,pn gegeben. Lassen sich alle Poisson- 
schen Klammern [ut, «,) als Funktionen von «j, .... darsteUen, 
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so bilden die Funktionen , Wr eine sogenannte Funkttonen- 

gruppe^). Jede Funktion von u^,U2, Wr gehört dieser Gruppe an. 
Sind alle Größen {u^, uj^) gleich Null, so heißen die Funktionen 
, ,yUj. zueinander involulorisch, sie bilden ein Invohitionssystem. 
Nun seien u^, . . . , involutorische Funktionen, und die 
Gleichungen v = 0 , w = 0 mögen als Folgen der Gleichungen 

= 0, U 2 = 0 , . . . , Uf = 0 

bestehen. Wir beweisen, daß v und w der Gleichung genügen' 

[v, w) = 0 . 

Da nämlich u^,U2, ...,Ur involutonsch sind, so gestattet jede 
der Gleichungen = 0 , Wg = 0 , . . . , = 0 jede der r infinitesimalen 

Transformationen mit den Symbolen /) , (-Mg, /) , ,..,[Uj.,f). Da 
nun die Gleichung v = 0 eine Folge aus diesen Gleichungen darstellt, 
muß sie ebenfalls die samthchen Transformationen zulassen. Das 
bedeutet, daß 

(Wi,v) = 0 (Ä==l,2, . . .,r) 

ist. Jede der Gleichungen 

Wj=0,W2=0, Ur =0 

gestattet also die infinitesimale Transformation mit dem Symbol (v, /). 
Da nun die Gleichung w = 0 eine Folge aus diesen Gleichungen dar- 
stellt, muß auch sie diese Transformation zulassen. Daher ist 

{v, w) = 0 , 

womit die Behauptung bewiesen ist. 

Es ergibt sich also: Sind die Funktionen %, «a» •••! involu- 
torisch und die Gleichungen 

= 0 , Va = 0 » . . . , ü;. = 0 
eine Folge der Gleichungen 

«1=0, «2=0, . . ., «r = 0, 

so sind auch die Funktionen . . ,,Vr involulorisch. 

§ 148. Lösung eines dynamischen Problems, von dem die 
Hälfte der Integrale bekannt ist. 

Der in § 121 ftir Systeme von zwei Freiheitsgraden bewiesene Satz 
kann nun auf Systeme mit einer beliebigen Anzahl von Freiheitsgraden 
ausgedehnt werden. Er lautet dann®): Die Gleichungen 

vMi, ?2 • • • . ^1. • • • . ^n. ^) = «f (r = 1, 2, . . . , n) 

1) Lie: Maih. Ann. Bd. 8, S. 215. 1875. 

2) Dieser Satz enthält im wesentlichen die auf die Hamiltonsche partielle Dif- 
ferentialgleichung angewandte bekannte Methode zur Bestimmung der vollstän- 
digen Lösung einer nicht-linearen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung. 
Als Satz der Dynamik wurde er von Liouville ausgesprochen. Journ. de Math 
Bd. 20, S 137. 1855- 


! 
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mit willkürhchen Konstanten a-y, ••-,an fnögen n bekannte unab- 
hängige Integrale des dynamischen Systems 

^ = ir==\2 n) 

di 5^’ dt Bg, 1,2, 

darstellen, m dem H eine gegebene Funktion von q^, q^, qn, j>x> • • • > A*> ^ 
ist, und die Funktionen <Pi,q>i, . . .,q>n seien involuiorisch Löst man die 
Gleichungen (pr = «r nach • • - tpn <*«/. so daß sie übergehen in 

Pt ~ fri^l) ?2, •••,?», {r = i , 2, ••• , w), 

und fuhrt man fi.fi, ... ,fn an Stelle von pi, p^, . . . , pn den Ausdruck 

Pi^9i ~l“ p2^ii + • • • + pndqn — Hdt 
ein, so geht dieser in ein vollständiges Differential 

(?i , ?a > • • • > 9« I • • • > On, t) 

über, und die übrigen Integrale des Systems lauten 


BOr " 


{r — \,2,...,n). 


wo bl, b^, .. .,bn •willkürliche Konstanten sind. 

Da nämlich die Funktionen cp^ — ai,cp^ — a^, .... — On involu- 

tonsch sind, gilt nach dem vongen Paragraphen dasselbe von den 
Funktionen Pi-fi, p^-f 2 , ..., p„~U. Daher ist 

(I>r - fr, P. — f,) = 0 {r,s = i,2, ...,n) 


oder 


Ferner ist 


Bq, 

Bq,~ dt ~ dt 
Bt 

_ ^ _l_ '^^B_R 
^Pt 

^_fr__ _ A _ A. ^ 

" Sp, ht 

Bq, > 

wo K-i die als Funktion der Argumente q-^, q^, 
daxgestellte Funktion H bedeutet. 


(ns = 1,2, 


rmd daher 


• , ^n, a^, . . . , On, t 
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Die Gleichungen 

dq, ’ df 8q^ 

lehren, daß 

+ / 2^?2 + ■ • . + in^Qn "• H-^dt 

das vollständige Differential einer Funktion V{q-^, q^, , . . ,q^y t) 

ist, womit der erste Teil der Behauptung bewiesen ist. 

Bezeichnet nun d das vollständige Differential der Funktion V in 
bezug auf alle ihre Argumente, so ist 

dV=^ fidq^ +/2rf?2 + • • ““ H-^dt + 

T ^ 

Werden in dieser Gleichung die Großen durch ihre Werte (pr 
ersetzt, so geht sie in eine Identität in Ji, ?2» • • •* 9 n* f i ^n* ^ 

über, nämlich 

dV-'^-ö^d.(pr = i>xdqi-\-f^dq^-\- . . . +p„dqn — Hdt, 

auf deren linker Seite in dV und ßVIdOr die Größen a^, flu 

durch ihre Werte 933, , 9^n ersetzt sein sollen. Diese Gleichung 

lehrt, daß die Differentialform 

fxdqi + 1 > 2 dqz+ .. +P„dq^-Hdt 


dargestellt in q^, .... q«, q>i, Vz, • • •. <Pn, t ubergeht in 




r=i 


daß also die Differentialgleichungen des ursprünglichen dynamischen 
Problems gleichwertig sind mit dem ersten Pf aff sehen System dieser 
Differentialform, nämhch mit 


d{dV[dar)=0, dtpr^O (r = 1, 2, . 

Folglich sind die Größen dVjdaf während der ganzen Bewegung 
konstant, d. h. die Gleichungen 

dVjdar =^br (?" == 1 , 2 , . . . , , 

wo 61, 62^ • ••» neue willkürliche Konstanten bedeuten, sind Inte- 
grale des Systems. Damit ist der Satz vollständig bewiesen, 

Aufgabe. Bei der kräftefreien Bewegung eines Körpers um einen Unter- 
stützungspunkt seien (p, yj die drei Eulerscben Winkel, die die Lage des Kör- 
pers gegen willkürliche feste Achsen OXYZ durch den festen Punkt bestimmen, 
A, B, C die Hauptträgheitsmomente des Körpers um den festen Punkt, während 
a die Energiekonstante, das Moment der Bewegungsgröße um die feste Achse OZ, 
flj das Moment der Bewegungsgröße um das Lot auf die invariable Ebene bedeuten. 
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Ferner sollen yj^ die Größen dT/dd', dTjdy) bezeichnen Man leite 

die Gleichungen ab 

& = arctg {(«1 — a\ — — arctg {(aj — v? — - 

v-=axctg{i»,(ai - v!-^)-*} + 

Ferner zeige man, daß 

'd'dd'i-\- y) a-ydq) 

das vollständige Differential emer Funktion V ist, und daß die übrigen Integrale 
des Systems lauten 

dV , . (9F . dV 




WO &, fcg willkürhche Konstanten sind. 


(Siacci.) 


§ 149. Der Satz von Levi-Civita. 

Levi-Civita^) hat einen Zusammenhang aufgezeigt, der zwischen 
den Integralen eines d5mamischen Systems und gewissen Scharen parti- 
kularer Lösungen der Bewegungsgleichungen besteht. 

Wir betrachten zunächst ein S 5 ^tem mit einer Anzahl zy- 
klischer Koordinaten, und zwar seien qm, die zykhschen, 

qm+\i ?w+ 2 j die nicht-zykhschen Koordinaten; L sei das 

kinetische Potential. 

Den zyklischen Koordinaten entsprechen die Integrale 

dLjdq, ^ konst. (r = 1, 2, . . . , w); 

ihnen entspncht eine Schar partikularer Löstmgen des Systems, nämlich 
die Schar derjemgen stationären Bewegungen, bei denen q-i, q^, . . ^ 
konstante, willkurhch wählbare Werte haben, während die konstanten 
Werte von ym+ii^m+a* y« sich aus den Gleichungen bestimmen: 

dL/dq^^O (r = m + i,m + 2,.. ,n). 
Da die m konstanten Werte q^,q^, und die m Anfangswerte 

von qi, q^, . . . , q^^ wülkürlich angenommen werden können, gibt es 

dieser Partikularlösungen. Der Satz von Levi-Civita, zu dessen 
Ableitung wir nun ubergehen, kann als Verallgemeinerung dieses Er- 
gebnisses gelten. 

Es seien 

dt dj>,’ dt~~d^ (r= 1,2, 

Bewegungsgleichungen eines dynamischen Systems, dessen Funktion 
a die Zeit nicht explizit enthalte. 

Ferner sei 

? 2 > • • • . ?n. ^IJ . . . , ^n) = 0 (r = i,2, . . .,w) 
s. 309'! Bd 10, S 3 1901 VgLBurgatti: ebenda Bd. ii. 



§ 149. Der Satz von Levi-Cmta 


347 


ein System von m Gleichungen, die, nach aufgelost, 

übergehen in 

(Al) pT = fr{qi»q 2 » • • ^»qn>pm+l, • • -ypn) (r = 1, 2, . . . , w) 

und invariant sind in bezug auf die Hamiltonschen Gleichungen, p. h. 
die Differentiation der Gleichungen (AJ nach t ergebe Gleichungen, die 
vennöge der Hamiltonsclien Gleichungen und der Gleichungen (Aj) 
selbst identisch erfüllt sind.) Diese invarianten Gleichungen umfassen 
insbesondere Integrale des Systems; in diesem Falle enthiten sie wili- 
küidiclie Konstanten. 

Infolge der Invarianz der Gleichungen (A^) ist 


Setzen wir 


sü wird daraus 




dv am 

dq, dpjJ’ 


( 1 ) 




fTi 


(r= 1,2, . . .,1 


Diese Gleichung geht in eine Identität über, wenn für jede der Größen 
p 2 > ••• 3 pm die entsprechende Funktion fr eingesetzt wird. 

Überdies nehmen wir an, daß die Gleichungen (A) oder (Aj) unter- 
einander involutorisch sind. Diese Bedingung lautet 

(2) + {r,s=i,2, ....m). 


Die Funktion H, in der die Größen p^, p^, •••ypm durch ihre 
Werte /j, /g, . . . , Ui ersetzt sind, möge mit K bezeichnet werden. 
Dann ist also 


( 3 ) 


( 4 ) 


dH _ BK •^BH 8f^ 
Bj>f ~ Bf, Bf, Bf, 

BH _ BK _ '^ BH Bf, 
c>^, dq. 


(y = j» -f 1, w + 2, 


{r=\,2, 


Aus (3) folgt 

^ /I V[ 


(r = 1 , 2, . . . , m) , 
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was mit (4) zusammen ergibt 

Fuhren wur diesen Wert von dHJdqr + {H, /,) in (1) ein und be- 
nutzen wir (2), so erhalten wir die Gleichungen 

SK 


( 5 ) 


Bq, 


+ {K,f,} = 0 


(r = 1, 2, . . . , w») . 


Wir zeigen nun, daß das System der Gleichungen 

“Pt ft ‘ I Pm ffi» ■ * • * ^m) t, 2, • » • , Wl) , 

(ß) (r = m + \,m + 2,.. ,n) 

invariant ist in bezug auf die Hamiltonschen Gleichungen, d. h. daß 
d (dK\ ^ d (BK\ 

iAäp;) nläjr/ ('-»+i.>”+2. ■••.») 

Null sind vermöge der Gleichungen (A), (B), (1), (2), (3), (4), (5). 
Aus den Hamiltonschen Gleichungen folgt 

dtXßpr) \ ' Qpt]^ ^ 8p, 

(6) {r = m-\-\,...,n). 

= Ih —I , ^ dH 

dt\dprj t ’BqJ'^^ 8q,8q, dj>. 

Die Differentiation von (5) unter Benutzung von (B) ergibt 
= 0 

(s = 1, 2, . . >' = m -b 1, w -j- 2, . . . 

= 0 



Unter Berücksichtigung von (B) folgt aus (3): 

^Pr ^ 8 f, Bf^ 

(r = m+\.,m-\-2, .. .,n). 

^P» 8 qr 

Daher gehen die Gleichungen (6) über in 

— ^ o- ^ \1 

dt XBfJ ^ 8 p, [ 8 p, Bq, + \Jp, > ^'}J 

d 18 K\ _ '^BH r B^K ,( 8 K ,'l] 
dt \BqJ ^ ap, [ Bq, Bq, 


(z = w -|-1, w -f 2, . . 
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oder nach (7) in 

d (dK\ ^ d (dK\ 

dt\Sp,]~^' dt\dqj~^ (»'- w + 1 ,jm + 2 , 

womit bewiesen ist, daß das System der Gleichungen (A) und (B) in 
bezug auf die Hamiltonschen Gleichungen invariant ist 

Nun seien die Veranderhehen * Pny ö'm+i» • ‘ - ver- 
möge der Gleichungen (A) und (B) als Funktionen von .... q,n 

dargestellt. Auf Grund der Invarianz von (A) und (B) erhalten wir 
durch Einfuhren dieser Werte in die Hamiltonschen Gleichungen m 
voneinander unabhängige Gleichungen, nämlich diejemgen, die 
d qjd t, d q^fd t, q^^fd t als Funktionen von q-^, q^, . . . , darstellen, 

wahrend die übrigen identisch erfüllt sind. Die allgemeine Lösung dieses 
Systems, die m willkürliche Konstanten enthalt, ergibt oo^ Partikular- 
lösungen der Hamiltonschen Gleichungen. Die Integration dieses Sy- 
stems kann unter Benutzung des Energieintegrals auf die Lösung eines 
Systems der Ordnung m — \ zurückgefuhrt werden. So ergibt sich 
der Satz von Levi-Civita : Jedem involuionschen System von m invarian- 
ten Gleichungen, die zu einem Hamiltonschen System gehören, entspricht 
eine od^^-fache Schar partikulärer Losungen des Hamiltonschen Systems, 
deren Bestimmung von der Integration eines Systems (w — 1)*^ Ordnung 
ahhangt. 

Sind die invarianten Gleichungen (A) Integrale des Systems, so 
enthalten sie m weitere willkürliche Konstanten. Einem involutorischen 
System von m Integralen eines Hamiltonschen Systems entspricht also 
im allgemeinen eine fache Schar von Partikularlosungen des Sy- 
stems, die sich durch Integration eines Systems der Ordnung m — 1 
bestimmen lassen. 

Aufgabe. Man beweise, daß für ein durch die Hamiltonsche Funktion 

definiertes d 3 niamisches System die (nach Levi-Civita) dem Integral 

(^2 — b q^)lq^ = konst 

entsprechenden partilrulären Lösungen gegeben smd durch 

^1 = 0 » = = p^ = hc~^^\ 

wo B eine willkürliche Konstante ist 

§ 150. Systeme mit in den Bewegungsgrößen linearen 

Integralen. 

Wir gehen nun zu der Untersuchung solcher Systeme über, die 
Integrale besonderer Art besitzen. 

Das durch die Gleichungen 

dfr _ dH 
dt dpf ’ dt cq^ 


(r = i,2, .. ,n) 
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dargestellte dynamische System habe em in ---.pn lineares 

homogenes Integral, etwa 

fiPi + hp2 + • • • + fnpn = konst. , 

wo /i, /j, . . . , gegebene Funktionen von sind. 

Wir betrachten das Gleichungssystem {n — 1 )^®^ Ordnung 

A A /» 

Sein Lösungssystem bestehe aus den « — 1 Integralen 

?n) = konst. (r = 1, 2, 1) , 

xind eine Funktion sei definiert durch 



in der die Veränderhchen q^, ?3, . . . , des Integranden vor der 
Ausführung der Integration durch ihre Werte als Funktionen von 
ersetzt sein soUen. 

Werden die Veränderhchen so vamert, daß Qi,Qi, . . .,Qn-\ 
konstant bleiben und Qn sich ändert, so ist infolge der obigen Gleichung 

h k k ~ 

Sehen wir also Q^, Qy, ...,Qn als neue Veränderliche an, in denen 
?!>?«. • • •. ?n sich darstellen lassen, so erhalten wir 

= A {k = i,2... ,n). 

Wut betrachten nun die Beruhrungstransformation, die die Erwei- 
terung der Punkttransformation von q^, ....q„ in ....Qn 

ist, so daß die neuen Veränderlichen Pj, Pj, . . . , P„ definiert sind 
(§ 132) durch die Gleichungen 



Vermöge dieser Transformation gehen die Differentialgleichungen 
des d 3 mamischen Systems in ein neues HamUtonsches System 

^ ^ dK 

dt dPf’ dt 6Qf (y — 1,2, .. , «) 

über, und das bekannte Integral wird zu 

P„ = konst. 

Da dP„ldt = o ist, haben wir dKISQn = 0, die Funktion K 
enthält also Qn nicht explizit. So ergibt sich der Satz: Besitzt ein 
dynamisches System ein in K . . . , i>n lineares homogenes Integral, 
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SO gibt es eine Punkttransformation der Veränderlichen q^, • • • i 
in neue Veränderliche Qz, . . - , von der Art, daß die transformierte 
Hamiltonsche Funktion Qn nicht enthält. Das transformierte System 
besitzt also eine zyklische Koordinate, und wir haben den Satz* In 
den Bewegungsgroßen lineare Integrale besitzen nur diejenigen dynami- 
schen Systeme, die zyklische Koordinaten haben oder durch eine erweiterte 
Punkttransformation in Systeme mit zyklischen Koordinaten übergeführt 
werden können. 

Offenbar gilt auch die Umkehrung des Satzes. 

Dieses Ergebnis hätten wir auch dem Satz (§ 144) entnehmen können, daß 
die Differentialgleichungen der Bewegung die infimtesimale Transformation mit 
dem Sjrmbol gestatten, wenn 


9^((7i» • • • I ?n» Pit • • • > Pnt 0 — konst. 


ein Integral des Systems ist Wenn nämlich (p hnear und homogen m PitP^f • • '»Pn 
ist, so ist diese Transformation (§ 132) eme erweiterte Punkttransformation Wird 
diese Punkttransformation durch eine Koordinatentransformation in diejenige mit 
dem Symbol dffdQn verwandelt, so kann offenbar die Hamiltonsche Punktion 
der transformierten Gleichungen nicht exphat enthalten. 


Nun betrachten wir ein spezielles System, dessen kinetisches 
Potential sich zusammensetzt aus einer kinetischen Energie 
die eine quadratische Funktion der Ge- 
schwindigkeiten q„ ?a, . . . , ?n ist, und aus einer potentiellen Energie 
V{qi, q,, , qn), die von den Geschwindigkeiten nicht abhängt. Da- 

mit nun ein in den Geschwindigkeiten lineares Integral vorhanden ist, 
muß das System eine zykhsche Koordinate besitzen oder durch eine 
Punkttransformation in ein System mit einer zyklischen Koordinate 
überzuführen sein. In beiden Fallen jedoch gestatten die Funktionen 
T und V offenbar dieselbe infinitesimale Transformation, nämlich die- 
jenige, die, wenn die Koordinaten so gewählt sind, daß eine von ihnen 
zyklisch ist, in einer kleinen Änderung der zykhschen Koordinate be- 
steht, wahrend alle übrigen und die Geschwindigkeiten ungeändert 
bleiben. Umgekehrt: Gestatten T und F die nämliche infimtesimale 
Transformation, so ist ein in den Geschwindigkeiten hneares Integral 
vorhanden. Dieses Ergebnis ist bekannt als der Livysche Satz, den 
L6vy^) 1878 veröffentlichte. 

Aufgabe 1 Man beweise, daß, wenn die Bewegungsgleichungen ^es Massen- 
pimktes ein m den Bewegungsgrößen lineares Integral besitzen, die Wirkungs- 
ricbtung der Kralt einem linearen Komplex angebört 

(Cermti* Collect, math. in mem D Cheltm. Vgl P Groasi. Rend. di Palermo 

Bd. 24, S. 25. '1907 ) 

Aufgabe 2. Die Gleichungen 


dt \dq,l dg. 


Qr 


(» = 1 , 2 , 


1) Comptes Rendus Bd. 86. 
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n n 

wo T = 4^^ V qi ist und Q^. Qj, .... Q,„ gegebene Funk- 

tionen von sind, mögen em Integral der Form 

^1 + ^2 "1“ • • • + ^„ + C = konst 

besitzen, wo C^, C^, ...» C^» C Funktionen von q-^, q^, . . - , sind. Man zeige, 
daß man ein invariables System aus jeder seiner Lagen im Raum 5„, der defimert 
ist durch die Form 

n » 

< = 1 & 

in einer Richtung verschieben kann 

Man zeige, daß die dazu notwendige und hinreichende Bedingung darin 
besteht, daß ds* sich so transformieren läßt, daß eine der Veränderhchen aus den 
Koeffizienten verschwindet. (Cerruti und Levy ) 


§ 151. Bestimmung der auf ein System wirkenden Kräfte, 
wenn ein Integral bekannt ist. 


Ehe wir zur Untersuchung der Systeme fort schreiten, die in den 
Geschwindigkeiten quadratische Integrale besitzen, leiten wir einen 
von Bertrand ausgesprochenen Satz ab^): Bei der Bewegung eines 
dynamischen Systems von gegebener kinetischer Energie, aber mit un- 
bekannten Kräften (die jedoch nur von den Koordinaten der Angriffs- 
punkte, nicht von ihren Geschwindigkeiten abhängen sollen), lassen 
sich die unbekannten Kräfte bestimmen, sobald ein Integral bekannt 
ist. Dieses Integral kann übrigens mcht völlig willkürlich gewählt wer- 
den, sondern muß gewissen Bedingungen genügen. 

Es seien >qn ^ unabhängigen Lagenkoordmaten des 

Systems, T sei die kinetische Energie, die unbekannten Kräfte, die 
nur von q-^, q^, - • • * ?n abbangen sollen, mögen mit (Ji, ••• ^Qn 
bezeichnet sein. Dann lauten die Bewegungsgleichungen 


dt\dqf) dq^ 


{y = i,' 


,n). 


Es sei 


r (?i. ?2. • • • . ?i. ?2- . . . . i) = konst. 

ein Integral des Systems; durch Differentiation erhalten wir daraus 



Führen wir in 4 iese Gleichung die Werte von q^, q^, aus 

den Bewegungsgleichungen ein, so entsteht eine in öi. Qi> • • • . Ö» 
lineare Gleichung. Diese muß eine Identität sein, da sie allein die 
Größen q^, q^, t enthält, denen sämtlich will- 

kürliche unabhängige Werte heigelegt werden können. Daher dürfen 


Journ. de Math. Bd 17, S. 121. 1852 



r 
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wii SU- nach (/i, (/o. . . . , differenzieren und gewinnen so n neue 
t'ili ichuugi'n, die, du auch sie Qu Ö2. • « • , <?« hnear enthalten, im 
jllgi'nu'inen zui Berechnung dieser unbekannten Größen ausreichen, 
n.is Inlegiai gehört nur dann auch wirklich zu einem System, wenn die 
(iiuHen , ( 2 „ der Gleichung genügen 



Sind (he Gleichungen zur Berechnung von Qi,Q2t ••• ,Qn nicht von- 
einander unahlungig, so daß QitQ^f ••• »Qn unbestimmt werden, so 
gehört das Integral zu mehreren voneinander verschiedenen dynami- 
schen Prohlcnicn. 

Jufl^tihr Man beweise, daß ein Integral der Bewegungsgleicliungen eines 
ruuUlc-i Ul c-iner ICbene, das zu zwei versclnedenen Problemen gehören soll, not- 
\\i inlig (li(‘ Fuiin hiit: 

F{fp\ ii,y, t) konst. , 

wo i. V u*i htwinkliRc Koordinaten sind und 9?' die zeitliche Ableitung einer 
I'unUtHin 7‘(i, y) bedeutet, die, einer Konstanten gleichgesetzt, die Gleichung einer 
i ti 1 .ulcnsi har darstellt. (Bertrand ) 


§ 152. Anwendung auf das Problem eines Massenpunktes, 
dessen Bewegungsgleichungen ein in den Geschwindigkeiten 
quadratisches Integral besitzen. 

Al‘< Anwi'ndung .der Bertrandschen Methode behandeln wir das 
lulgfiidc Problem: Wie muß die potentielle Energie y beschaffen sem, 
ilamil die Beweguiigsgleichnngen eines Massenpunktes, der sich in der 
IClu-nf unter Einwirkung konservativer Kräfte 

dV . dV 

fii-i bewegen kann, neben dem Energieintegral ein Integral der Form 
P -{■ Q 'xy -\- Ry^ S y T x + K = konst. 

besitzt, wo P, Q, R, S. T, K Funktionen von * und y sind? 

Differenzieren wir die letzte Gleichung und führen wir die Werte 
von X, y aus den Bewegungsgleichungen ein, so erhalten wir 



W h 1 1 1 a k er , Dynamik. 
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Setzen wir die Glieder dntten Grades in x, y gleich Null, so folgt 
dx~°’ dy~^’ 6y^ex~°’ dy^dx~^- 


Daraus ist leicht abzuleiten, daß die quadratischen Glieder des Inte- 
grals die Gestalt haben müssen 

[ay^ + by + c)x^+ {ax^ + Vx + c') y^ + {—2axy — Vy --hx + c-^xy , 

wo a, 6, c, V, c\ Ci Konstanten sind. 

Setzen wir die in x, y quadratischen Glieder in Gleichimg (A) gleich 
Null, so erhalten wir 


dy 


= 0 , 



dx dy 


= 0 . 


Aus diesen Gleichungen schließen wir 

S = mx + p, T=—my + ^, 
wo m, p, q Konstanten sind. 

Setzen wir die von x, y unabhängigen Glieder in Gleichung (A) 
gleich Null, so erhalten wir 


oder 


dV dV 

dV dV 


Diese Gleichung lehrt, daß die Kraft auf em festes Zentrum mit 
den Koordinaten ~plm und qjm hin genchtet ist, wenn m, -p, q 
von Null verschieden sind. Diesen einfachen Fall schließen wir aus; 
die Konstanten m, p, q sollen also sämthch verschwinden, das Inte- 
gral keine in i, y linearen Glieder enthalten. 

Setzen wir die m i, y linearen Glieder von (A) gleich NuU, so er- 
halten wir gy 


.dV dK 

dy ^ ö* + dy ~°- 

Werden die Gleichungen nach y bzw. x differenziert und die so er- 
haltenen Werte von d^Kfdxdy emander gleichgesetzt, so wird 


2P 


= 2P 




dx dy 

d»V 
dx dy 


dx dy ^ dy^ dy dy 
dx dy dx dy dx'^ ‘ 
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Ersetzen wir dann noch P, Q, R durch ihre oben gefundenen Werte 
so wird ' 


(6^V ^ . dW 

\ dy^ dx^ ) y—^^+(^i)+2-^^^{ay^^ax^+by'--b'x+c—c') 

dV dV 

+ -ß^ 6ax - yb') = 0 . 

Nach Darbouxi) laßt sich diese partielle Differentialgleichung für 
die Funktion V folgendermaßen integrieren. 

Sehen wir ab von dem Sonderfall, daß die Konstante a verschwin- 
det, so laßt sich das gegebene Integral durch eine Koordinatentrans- 
formation stets in die vereinfachte Form uberführen 


i {xy - y i;)a + cx^ + c'y^ + k = konst. 
Damit gleichbedeutend ist die Annahme, daß 


Ä=i, b = 0 , 

ist, ersetzen wir überdies c — c' 
Differentialgleichung für V über in 

fd^V 8^V\ 


b'= 0 , Ci = 0 

durch. Je®, so geht die partielle 


dW 

dxdy 


dV 


dV 




Zur Integration dieser Gleichung bilden wir die Differentialglei- 
chung der Charaktenstiken 

X y [dy^ — dx^) + [x^ — y^ — c^) dx dy = 0 . 

Sehen wir m dieser Gleichung x“^ und als neue Veränderliche an, 
so geht sie in eine Qairautsche Gleichung über, hat daher das Integral 

{m [mx^ — y^) — mc’^ = 0 , 

wo m die willkiirliche Konstante bedeutet. Nach emer emfachen Ände- 
rung der Bezeichnungsweise können wir diesem Integral die Form geben 


wo nun (X die wiUkürhche Konstante ist. Diese Form der Gleichung 
läßt die interessante Tatsache erkennen, daß die Charakteristiken der 
partiellen Differentialgleichung aus zwei Scharen konfokaler Kegel- 
schnitte bestehen. 

Werden die Parameter a, ß der konfokalen Ellipsen und Hyperbeln 
als neue Veränderliche gewählt, so daß 

C 1/ 


Archives NSerlandaises (2), Bd. 6, S. 371. 1901. 
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ist, dann geht nach der allgemeinen Theorie die partielle Differential- 
gleichung über in 

,dV ^BV 

WO A, B Funktionen von a, ß sind. In der Tat erhalten wir beim Über- 
gang zu diesen Veränderlichen die Gleichung 

BW dV BV 

die sofort integnert werden kann. Sie ergibt 

wo f,(p willkürliche Funktionen ihrer Argumente sind. Daraus folgt; 
Die Bewegung eines Massenpunktes in einer Ebene unter Einwirkung 
konservativer Kräße hat dann und nur dann neben dem Energieintegral 
ein in den Geschwindigkeiten quadratisches Integral, wenn die potentielle 
En^gi^ die Form /(«) _ ^(^) 

^ A /^A 


hat, wo o^,ß die Parameter konfokaler Ellipsen und Hyperbeln bedeuten. 
Da wir durch Differentiation die Gleichung 

erhalten, so ist die kinetische Energie 

und die Gestalt von T und V zeigt, daß derartige Probleme vom Liou- 
vülescben Typ (§ 43) sind, daher durch Quadraturen integriert 
werden können 

§ 153. Allgemeine dynamische Systeme mit Integralen, die 
quadratische Funktionen der Geschwindigkeiten sind. 

!Die voUstäaidige Bestunmvng der expliziten Form des allgemeinsten dyna- 
mischen Systems, dessen Bewegiingsgleichnngen neben dem Energieintegral em 
in den Geschwindigkeiten quadratisches Integral besitzen, ist noch mcht durch- 
geführt worden Aus § 43 ist jedoch zu sehen, daß ahe dynamischen Systeme, 
die vom LiouviUeschen Typ oder durch eme Punkttransformation darauf zurück- 
führbar sind, derartige Integrale besitzen Außerdem hat man noch eimge allgemei- 
nere XjTpen mit dieser Eigenschaft gefunden^). 

Aufgabe 1. Es seien ru i ^ 

<Pki{qh) [kj= 1,2,.. ,n) 

w* Funktionen, die allem von den angegebenen Argumenten abhängen, und es bedeute 




Vgl. G. dl Pirro. AnncUi d% Mat. Bd. 24, S. 315 . 1896. 


Ubungsauf gaben . 


die aus diesen Funktionen gebildete Determinante. Man beweise, daß, wenn die 
kinetische Energie eines dynamisclien Systems auf die Form 


1 0 
2 0J,. 

L=l 


zurückgeführt werden kann und die potentielle Energie Null ist, mcht allem das 
Energieintegral 

V-J-, 






vorhanden ist, sondern daß es überdies n — 1 weitere in den Geschwindigkeiten 
homogene und quadratische Integrale gibt, nämhch 




9i = 


== 2, 3. . H). 


■wo « 1 » « 2 * • • wiUkürhche Konstanten bedeuten, und daß das Problem durch 
Quadraturen lösbar ist- ^ (Stäckel ) 

Aufgabe 2 Die Bewegungsgleichungen emes dynajjuschen Systems nut zwei 
Freiheitsgraden seien d fdT\ dT 

— (- 5 — )— ^ = 0 (r = l,2), 

dtXdqJ oq^ 

wo 

T= + 2Ä^i^a + &S2) 

ist und a, Ä, h beliebige Funktionen der Koordinaten sind. Dieses System 

besitze ein Integral /.« , 

a'q\ + 2 ^2 + ^ = konst , 

das in den Geschwindigkeiten quadratisch und von dem Energiemtegral verschie- 
den ist, a\h\h' sind Funktionen der Koordinaten. Wir setzen ab — 
afb ^ — und es sei 

r= -1 + 2 h'qi gi + 6'?^^) , 

wo dqjdf = q'r gesetzt ist; man zeige, daß die Gleichungen 


£ /^\ _ ^ ^ 0 
dfXdq'r) dqr 


[r = 1. 2) 


die nümlichen Beziehungen zwischen den Koordinaten 52 herstellen wie die 
ursprünglichen Bewegungsgleichungen und daß das eme Gleichimgssystem si 
in das andere überführen läßt durch die Transformation 

A dt =: A^d 1f, 


Übungsaufgaben. 

1 Em dynamisches System ist defimert durch seme Hnetische Energie 



(wo 0 die Determinante 

(p\2 • • • 9^1 n 

<P2i 
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bedeutet, in der die Elemente der Ä*®“ Zeile Funlctionen von qj^ allem sind und 
die zu <Pki gehonge Unter deter min ante bedeutet) und durch seine potentielle 
Energie 


W = <fii v»! + ^,1 Va + + Vn 

ist und y)jt eine Funktion von qj^ allein bedeutet Man beweise, daI3 ein vollständiges 
Integral der Hamilton- Jacobischen Gleichung 

lautet 

W= — {‘>^<Pn + «iVn + + "nVin + 2y),}^dgi. 

WO oCi, « 2 » . . . , «n wiUkürhche Konstanten sind (Goursat ) 

2. Es sei 

V(9i.gi. -Sn-Pi-Pt. ./i„,/) = konst 
ein Integral emes dynamischen Systems mit einem Energieintegral. Man zeige, 
daß auch 

-^= konst , = konst. , . 

Integrale sind 

3- Em Gleichungss 3 ^tem 


-^ = ^r(?l.?2. .in.Px- -Pn-f) 

^ = -S,(?l.?2. .9n.Pl- -.Pf,.*) 


(r = 1,2, 


hat die Eigenschaft, daß die aus zwei beliebigen Integralen (p, yj gebildete Poisson- 
sche Klammer {<p, yj) wieder ein Integral ist Man zeige, daß die Gleichungen die 
Hamiltonsche Form 

(^=12...«) 

dt dp^‘ dt dqr 

haben müssen (Korkm ) 

4 Es seien 

= konst , «2 = konst. , • oij^= konst , 

= konst. , ^2 = konst , . ßj^ = konst. 

2 k beliebige Integrale eines Harmltonschen Systems von Differentialgleichungen 
mit den Veränderhchen qi, •••»qn, Man zeige, daß auch 

'V 4 _ Sßi dßi dßk 

* ’* 

em Integral ist. (Laurent ) 

5 Die Größe 

,H H ..H.) 

wo ffi, , , Hn Funktionen der « v Veränderhchen a?/ < (; = 1 , 2 , . . . , « ; i = 1 , 2, . . v) 
smd, werde als Poissonsche Klammer Ordnung bezeichnet Es seien G^t G^, 
hv Funktionen von ysvi •^121 • ■ •»^kv» • • - j «äv » wo Ä + Ä = w 

ist, und es bezeichne 

p.to-, ,(»;)) 


(Laurent ) 



Übungsaufgaben. 
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die sämtlichen aus je w Funktionen G gebildeten Poissonschen Klammem. Man zeige, 

(<-<•= (*;)) 

die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür sind, daß die Funk- 
tionen 

VmI ~ t “^12 1 ' • • » ^kv » ®1 » ^2 » • ■ » J') ('S’ = 1 » 2 , . , ^ 1, 2 , i i 


the durch Auflösung der Gleichungen 


Gi = 0 (t = l,2, . .Är) 

i-ntstcUen, den simultanen partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 

P,{y\F) = Q (* = 1 , 2 ,.. , (*;')) 

gciitigcn, wo P, F) den Ausdruck bedeutet, den wir erhalten, wenn in (P”) 
h der Funktionen F durch ebenso viele y ersetzt werden. 

6 Fin Punkt der Masse 1, der in bezug auf feste rechtwinklige Achsen die 
Koordinaten a., y hat, kann sich in einer Ebene unter Einwirkung von Kräften 
mit der potenticllon Eneigio f{x,y) bewegen, während h die Gesamtenergie bedeutet. 
Man beweise, daß, wenn die orthogonalen Trajektorien der Kurven 

,737^ (öx» - 5) 


seine Bahnkurven sind, die Bowegungsgleichungen des Massenpunktes ein in den 
Gi'SLliwiiuhgkeitcii x,y lineares homogenes Integral besitzen. 

7. Die Bcwcguiigsgleichungen emes freien S3rstems von m Massenpunkten lauten 


^ _ 
di^ 


(5 = 1, 2, . . 3 »*). 


Et. bc^stehe ein Integral der Form 
3n» 

— Ci = konst. , 

«=1 

wo /i. /21 • • • I /am Funktionen von sind; C sei eine Konstante 

Man beweise, daß das Integral die Gestalt erhalten kann 
3?» 3m 

2 ^ 1 ^* + — ^ r ^$) — Ct = kOUSt. , 

«=1 r,»~J 

wo die Großen Ä, und konstant smd. (Pennacchietti.) 

8. Zwei Massenpunkte bewegen sich auf einer Fläche unter Einwirkung 
verschiedener Kräfte, die bei jedem nur von der Lage abhängen. Ihre Be- 
wcguiigaglcichungcn mögen ein von der Zeit unabhängiges Integral gemeinsam 
haben Man zeige, daß die Fläche alsdann auf eine Rotationsfläche abwickelbar ist. 

(Bertrand ) 


Dreizehntes Kapitel. 

Die Reduktion des Dreikörperproblems. 

§ 154. Einleitung. 

Das berühmteste dynamische Problem, das sogenannte Dreikörper- 
Problem, läßt sich folgendermaßen aussprechen: 

Drei Massenpunkte ziehen einander nach dem Newtonschen Gesetz 
an, nach dem zwischen je zweien eine Anziehungskraft besteht, die dem 
Produkt aus den Massen beider Punkte direkt, dem Quadrat ihres Ab- 
standes umgekehrt proportional ist] sie können sich im Raum frei bewegen 
und sollen ursprünglich in einem beliebigen Bewegungszustand sein, Ihre 
weitere Bewegung ist zu ermitteln 

Die praktische Bedeutung dieses Problems beruht auf seiner An- 
wendung in der Himmelsmechamk; die Körper des Sonnensystems 
ziehen einander nach dem Newtonschen Gesetz an, und da sie naherungs- 
weise die Gestalt von Kugeln haben, deren Dimensionen klein sind 
verglichen mit ihren gegenseitigen Abstanden, so ideahsiert man ihr 
Bewegungsproblem, mdem man jeden Körper durch einen in seinem 
Schwerpunkt befindlichen Punkt von der Gesamtmasse des Körpers 
ersetzt^). 

Das Dreikörperproblem laßt sich mit Hilfe der in der Analysis 
bisher bekannten Funktionen nicht m geschlossener Form integneren. 
Diese Schwierigkeit war ein so starker Anreiz für die Forschung, daß 
seit dem Jahre 1750 über 8 OO Abhandlungen, die zum Teü von den 
größten Mathematikern heixuhren, über diesen Gegenstand veroffent- 
hcht sind®). In dem vorliegenden Kapitel beschäftigen wir uns mit 

Die Bewegung der Körper um üiren Schwerpunkt, bei der man ihre Größe 
und Gestalt natürlich mcht mehr außer acht lassen kann, wird getrennt unter- 
sucht, z. B. in der Theorie der Präzession und Nutaüon In besonderen Fällen 
jedoch (z. B. bei den Satelliten der großen Planeten) übt die Abplattung emes 
der Körper eine so bedeutende Wirkung aus, daß eme derartige Zerlegung des 
Bewegungsproblems mcht statthait ist. 

Zur Geschichte des Dreikörperproblems vgl A. Gautier: Essai histonque 
sur le probUme des iroiscorps, Paris 1817 j R History of Physical Asironofny 

from the earhest ages to the middle of ihe mneteenth Century London 1852, E T 
Whittaker: Report on the Progress of the solution of the Problem of Three Bodies, 
Bnt Ass. Rep 1899, S. 121, E O Lovett: Quart Journ Math Bd 42, S. 252. 
1911 ; der letztere bespricht die Abhandlungen aus den Jahren I898 — 1908. 
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den bekannten Integralen des Systems und ihrer Anwendung zur Re- 
duktion des Problems auf ein dynamisches Problem mit wemger Frei- 
heitsgraden. 


§ 155. Die Differentialgleichungen des Problems. 


Es seien F,Q,R die drei Massenpunkte, ihre Massen, 

^ 28 » ^ 31 . ^12 gegenseitigen Entfernungen. Wir wählen ein festes 
rechtwinkliges Achsensystem Oxyz, in dem q^, q^, q^, q^, q^, q^, q^, q^ 
die bezüglichen Koordinaten von P, Q, R seien. Das System hat die 
kinetische Energie 

T = ^ + ^2 + ?m) + + d + ^ü) + ^^ 3(^7 + ?l + ^ 0)5 

zwischen und wirkt die Anziehungskraft wo 

die Konstante des Anziehungsgesetzes bedeutet; die Einheiten mögen 
so gewälilt werden, daß == 1, die Anziehungskraft also gleich 
wird. Ihr entspricht in der potentiellen Energie das Glied 
— Das System hat demnach die potentielle Energie 


__ Wg W 3 Wj mg 

^23 ^31 ^12 

= - «a «3 <(?4 - q,)^ + (?B - qs)^ + ((?6 — 

- {(q, - qj)^ + (g-g — q^)^ + (g, — gs)®)"* 

- Wj J»g {(gi - q^)^ + (ga - gj)* + (ffs — ye)"}"* 


Die Bewcgungsgleichungen des Systems lauten 

dV 

(r= 1,2, 9) 

wo k die größte Zahl ^ -J (^ + 2) bedeutet. Dieses System umfaßt 
9 Differentialgleichungen 2. Ordnung, ist also selbst von der 18. Ordnung. 
Setzen wir 

= ^r (r= 1,2, .. .,9) 

und 


» jO 

H = + V, 

2«4i 

r=l 


SO CI halten die Gleichungen die Hamiltonsche Gestalt 
dt dp/ dt 8qr 


= (r = l,2, . ,9). 


Damit haben wir 18 Differentialgleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung 
der Veränderlichen q^, q^, . . - , Jg, Pi, p 2 > - • ^o- 

Lagrange^) hat nachgewiesen, daß sich dieses System auf ein 

Rccueil des püccs qm ont romportt les prix de VAcad. de Parts Bd. 9. 1772 
Natürlich führte Lagrange das System nicht m die Hamiltonsche Form über 
Über eine verbesserte Lagrangesche Reduktion, vgl. Bohlm: Kongl. Sv. Vet.-Handl 
Bd, 42, Nr. 9‘ 1907- 
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XIII Kapitel Die Reduktion des Dreiköiperptoblems. 


System 6 Ordnung zuruckfuhren laßt. Daß diese Reduktion möglich 
sein muß, erhellt aus den folgenden Überlegungen. 

Einmal ist, da außer den gegenseitigen Anziehungskräften keine 
Kräfte wirken, die Bewegung des Schwerpunktes des Systems gleich- 
förmig geradlinig. Diese Tatsache wird ausgesprochen durch die sechs 
Integrale 

+ ^4 + ^7 = 

+ P8 = 

^8 + ^6 + = ^ 6 » 

^1^1 + + WsÖ'? - (^1 + ^4 + ^ 7 ) ^ = «2. 

Wi Ja + WZa 3^6 + ^8 2 + ^ 6 + ^s) ^ = ä^4 » 

+ WaS'e + ^8 3^9 “ (^3 + ^6 + ^ 9 ) ^ 

wo «1, «2» ---j ^0 Konstanten sind. Es ist also zu erwarten, daß mit 
Hilfe dieser Integrale eme Reduktion des Systems von der I8. auf die 
12. Ordnung möglich ist. 

Ferner sind aber die Momente der Bewegungsgroßen der drei Kör- 
per um die Koordinatenachsen wahrend der ganzen Bewegung konstant. 
Diese '^atsache wird analytisch ausgedruckt durch die Gleichungen 

^lp2 “ + Ö'4^5 — 0^6 ^^4 + “ ^8^7 = ‘*7 * 

*l2pz — <lzp2 + Ö'ö^e “■ 9.Zpl + 9.8p2 ~ ?9^8 = ^8* 

^Zp\ ~~ ?1^8 + Ö'6^4 ~ ^4^6 + ~~ ilPz ” ^9» 

wo ^7, Äg, Ä0 Konstanten smd. Mit Hilfe dieser drei Integrale können 
wir also voraussichtlich die Ordnung des Systems von der zwölften 
auf die neunte herabdrücken. Wird aber als eine der Lagenkoordinaten 
des S5^tems das Azimut cp eines der Körper in bezug auf eine feste 
Achse (etwa die ^i-Achse) gewählt, während die anderen Koordinaten 
die Lage des Systems gegen die Ebene mit diesem Azimut festlegen, 
so ist cp eine zyklische Koordinate, imd das zugehörige Integral — eines 
der oben angeführten Integrale des Moments der Bewegungsgröße — 
kann dazu dienen, die Ordnung des Systems um zwei Einheiten herab- 
zudrücken. Auf diese Weise läßt sich das System der Bewegungs- 
gleichungen sicherlich auf die 8. Ordnung bringen. Diese Tatsache, die 
zwar in der schon angeführten Abhandlung von Lagrange implizit ent- 
halten ist, wurde zuerst von Jacobi^) 1843 ausdrücklich ausgesprochen. 

Jowrn f Math. Bd, 26, S. 1 1 5 In der Sprache der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen können wir die Tatsache so ausdrücken, daß die Integrale 
der Momente der Bewegungsgrößen Anlaß zu einem Involutionssystem geben, 
das besteht aus zwei gegenseitig und m bezug auf H involutorischen Funktionen. 
Deshalb kann die Hamilton- Jacobische partielle Differentialgleichung mit 6 unab- 
hängigen Veränderhchen auf eme partielle Differentialgleichung imt 6 — 2 = 4 
unabhängigen Veränderhchen zurückgeführt werden, nämlich in die Hamilton- 
Jacobische partielle Differentialgleichung des reduzierten Systems. 





§ 156 Die Jacobische Gleichung. 3 ß 3 

Man bezeichnet diese Reduktion gewöhnlich als Elimination der 
Knoten, 

Endlich ist es möglich, die Ordnung des Systems wie in § 42 unter 
Benutzung des Energiein tegrals und durch Elimination der Zeit noch 
um zwei Einheiten zu verringern Die Bewegungsgleichungen lassen sich 
also auf ein System 6, Ordnung zurückfuhren. 


§ 156. Die Jacobische Gleichung. 

Jacobi^) hat für die Bewegung einer beliebigen Anzahl im Raume freier 
Massenpiinktc, die einander nach dem Newtonschen Gesetz anziehen, die Funktion 

2 ^ M 

eingefühlt, in der jw*. nij die Massen zweier für das System typischer Punkte, 
rtj ihre Entfernung zur Zeit (, M die Gesamtmasse der Punkte ist und die Summa- 
tion sich Übel alle Punktepaare des Systems eistreckt. Diese Funktion spielt eine 
Rolle in Unteisuchungcn über die Stabilität des Systems und wird als die Jaoohi- 
sehr FwikHon bezeichnet 

Schweqninkt des Systems befinde sich in Ruhe yi> seien die 
Koordinaten des Massenpunktes m bezug auf feste rechtwinklige Achsen 
mit dem Ursprung im Schwerpunkt. Das S5^tom hat die kinetische Energie 

r = i (Ä-“ + yf + J!f) : 

daher ist 

2 Mr = ( 2 »«,) • 2: w, + y? + ^f) 

Niin ist aber 

(2 ”^i] 2] — (2 *»4 i)“ = 2 ~ ’ 

i i i tjJ 

wo die Summation auf der rechten Seite über alle Punktepaare des Systems er- 
streckt wird. Infolge der Schwerpunktseigenschoften ist ^ = 0 . 

So ergibt sich ^ 




I 

2M 


^m,mj {(i, — A,)® +(y < — y,)« + — i»“} 




wf) Vfj die Geschwindigkeit des Punktes relativ zu mj bedeutet 
Entsprechend läßt sich zeigen, daß 

4 (*? + Vi + »<) = ^ 

% 

ist, 

Bezoiclmet nun V die potentielle Energie des Systems, deren willkürliche 
Konstante durch die Bedingung bestimmt ist, daß V verschwindet, wenn die 
Massenpunkte sich in unondheh großem Abstand voneinander befinden, so haben wir 





mtnij 




1 ) Vorlesungen über Dynamik S. 22 . 
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XIII. Kapitel’ Die Reduktion des Dreikörperproblems. 


Die Bewegimgsgleichungen des Massenpunktes >»( lauten 

dV . dV 8V 

Multiplizieren wir sie bezüglich mit addieren und summieren wir 

über alle Punkte des Systems, so ergibt sich, da V homogen vom ( — 1 Grade 
in den Veränderlichen ist, 

I 

oder 

^z^:^»‘M+y\ + A)-^’r=v 

oder 


d'^0 


Dies ist die Jacohtsche Gleichung 


§ 157. Reduktion auf die 12. Ordnung mit Hilfe der 
Integrale der Schwerpunktsbewegung. 

Wir fuhren nunmehr die erwäJinten Reduktionen aus^). Dabei 
erweist es sich, daß die Hamiltonsche Form der Gleichungen bei allen 
Transformationen bewahrt werden kann. 

Nehmen wir die Gleichungen des Dreikörperproblems in der in 
§155 abgeleiteten Gestalt 

^__dH 

dt ~ dp/ dt ~ dq, .y; 

so haben wir zunächst dieses System mit Hilfe der Integrale der Schwer- 
punktsbewegung von der 18. auf die 12. Ordnung zuruckzufuhren. Dazu 
unterwerfen wir die Veränderlichen der durch die Gleichungen 

dp/ ^'■“ 5 ?', {r-\,2,. ., 9 ) 

definierten Beruhrnngstransfonnation, für die 

^^ + ^3 ?8 + ^4 ?4 + ^6 ?5 + ^6 ?8 + (/*1 + ^4 + ^ 7 ) ?7 

+ (^2 + + ^ s ) Ss + (^3 + ^6 + ^ e ) ?9 

ist. 


Die in § 157 benutzte Berührungstransformation rührt von Pomcarfe her 
Compt. Rend. Bd 123 1896; diejenige des § 158 von dem Verfasser. Letz- 

tere wurde zuerst m der 1. Auflage dieses Buches (1904) veröffentlicht Sie ver- 
dient hervorgehoben zu werden, da sie eme erweiterte Punkttransformation ist, 
woraus hervorgeht, daß die Reduktion der Gleichungen m der Lagrangeschen 
Form (im Gegensatz zu den Gleichungen m der Hamiltonschen Form) durch em- 
f ache Pnnkttransformationen allem gelmgt. Die zweite Transformation der später 
behandelten Reduktion (§ 160) ist keine erweiterte Punkttransformation Eine 
weitere Reduktionsmethode des Dreikörperproblems gründet sich auf die liesche 
Theorie der Involutionssysteme. Vgl. Lie: Math Ann Bd 8, S 282; ferner 
Woronetz. Bull Umv. Kiew 1907; und Levi-Civita: Attt del R Ist Veneto 
Bd. 74, S. 907. 1915 
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§ 157- Reduktion auf die 12. Ordnung. 


Die Deutung dieser Gleichungen laßt leicht erkennen, daß 
die Koordinaten von Wj relativ zu diejenigen 

von W 2 relativ zu ? 7 i qi\ diejenigen von sind. Ferner be- 
deuten die Komponenten der Bewegungsgroße von Wj, 

P\yp:^fpl\ diejenigen von Pi*P^,p\\ diejenigen des ganzen Systems. 
Die Differentialgleichungen gehen nun über (§ 138) in 

dq\ _ dH dp' dH ^ 

di Bf,’ dt ~ Bq', 


aus d(*nen nach Einführung der neuen Veranderhehen an Stelle der 
alten folgt: 








-PAPi + Pi)~PAPn + P'^)] 

"'b "'s W\~ + <7?.“ + '/«■>■ ‘ — W 3 Wj {q{^ + + ?s®>" * 

' »h "' 2 {((z; - tixY + (?2 - 

Da nun qT,qli,qi, m H nicht auf treten, sind sie zykhschc Koordi- 
naleii; ihnen ent&picclien die Integrale 


p'i = konst. , ^8 = konst. , p'^ = konst. 

Ohne Becinträclitigung der Allgemeinheit können wir diese Inte- 
grationskonstanten gleich Null setzen, da dies nur bedeutet, daß der 
Schwei*punkt ruht. Das auf Grund der zyldischen Koordinaten redu- 
zierlt' kinetische Potential geht demnach aus dem ursprünglichen da- 
durch hervor, daß gleich Null gesetzt werden. In gleicher 

\V('is(' geht die neue Hamiltonsche Funktion aus H hervor. Das System 
12. Oydmmg, auf das die Bewegungsgleichungen des Dreikörperprobletns 
nnnmehy reduziert sind, laßt sich daher (wenn die Akzente wieder fort- 
gc'lassen werden) in der Form schreiben'. 


mit 


dqr ^ dH ^ ^ 

dt dp/ dt dq^ 


(?'= 1,2, ...,6) 


H = ( -. 
\2% 


+ 


j~)w + #3 + #® + ( 


2 m. 


+ 




+ “ (^1 Pi -iPiPi'i' Pa P») 

Wj 

~ »»a wj <51 + 9! + ?g}-* - »»3 Wj + gi + ?8>~* 

- 7Ki >«3 {(gj - + (?3 - ^5)2 + (j, - ge)2>-t. 
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XIII Kapitel Die Reduktion des Dreikörperproblems. 


Dieses System besitzt ein Energieintegral 

H = konst, 

und drei Integrale des Moments der Bewegungsgroße, nämlich 

? 8^1 + ^ 6^4 ? 4^6 “ ^2f 

ilp2 — ?2^1 H" ^4.P6 — QePi “ 

WO Konstanten sind. 


§158. Reduktion auf die 8. Ordnung mit Hilfe der 
Integrale des Moments der Bewegungsgröße und der 
Elimination der Knoten. 


Das im vorigen Paragraphen abgeleitete System 12. Ordnung 
soll nunmehr auf die 8. Ordnung zurückgefuhrt werden, und zwsi 
mit Hilfe der Integrale des Moments der Bewegungsgroße und der Eh- 
mination der Knoten. 

Wir unterwerfen die Veränderlichen der Berührungstransformaüon, 
die definiert ist durch die Gleichungen 


wo 




(r = 1,2, . - . ,6), 


(ö^icosg^ — ^cosjßSmjJ) +:^a(elsinjö + ?2cos5^cos5^) 

+ - ^cos^sinyS + ?^cos^$cosjö +:^6?4Sin?i 

ist. 

Die neuen Veränderlichen lassen sich offenbar folgendermaßen 
physikalisch deuten. 

Neben den festen Achsen Oxyz wählen wir ein neues System be- 
wegter Achsen Ox'y'z'] Ox' soll der Schnitt oder Knoten der Ebene 
Oxy mit der Ebene der drei Körper sein, Oy' eine dazu Senkrechte 
m der Ebene der drei Körper, Oz' die Normale auf der Ebene der drei 
Körper. Dann sind q[, q'^ die Koordinaten von in bezug auf Achsen 
durch Wg parallel zu 0 x', Oy ' ; sind die Koordinaten von Wg m bezug 

auf dieselben Achsen; ^ ist der Winkel zwischen Ox' und Ox, q'^ der 
Winkel zwischen Oz' und Oz\ und Komponenten der 

Bewegungsgroße von in bezug auf die Achsen Ox'y Oy']p'^, sind die 
Komponenten der Bewegungsgröße von in bezug auf dieselben 
Achsen, p'^y p'^ die Momente der Bewegungsgrößen des Systems in bezug 
auf die Achsen Oz und Ox', 

Die Bewegungsgleichungen in den neuen Veränderlichen lauten 

(§ 138 ) 



I 


I 


§ 1 58. Reduktion auf die 8 Ordnung 
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WO H als Funktion der neuen Veränderlichen definiert ist durch 


\2mi 

+(i+i)k+^"+ 



Piqj 

sin?^ 



+ 


+ 


+— [«Ä+ÄÄ- 

“ w. - 5:5j).{<««= +Äf 

• \fi >\ ?9 -p 2 q[ + Pi qi - Pi qd qi ctg qi + + pe ?i}] - 



Nun tritt die Koordinate in fi" nicht auf, ist also zyklisch. Ihr 
entspricht das Integral 

fo=-k, 

wo k konstant ist. 

Die Gleichung dq'^di = 8H[dk läßt sich durch einfache Quadratur 
integneren, wenn die Integration der übrigen Bewegiingsgleichungen 
geleistet ist; die Gleichungen für und fallen daher aus dem S 3 rstem 
heraus, das sich so auf das System iO. Ordnung 


dt ~ dpf ' dt dq!f 


(y= 1,2, 3, 4, 6) 


reduziert, wo m H überall durch die Konstante k zu ersetzen ist. 

Wir haben bisher eines der drei Integrale der Momente der Be- 
wegungsgrößen, nämlich p'^ = k, und die Ehmination der Knoten 
benutzt. Die beiden übrigen Integrale der Momente der Bewegungs- 
größen gehen, in den neuen Veränderlichen geschrieben, über in 


{Piq{ - Piqi + Piqi - PWd - Äsiiig^ctg?^ + picQS^i = , 

singij 


- {PWi -Piqk-^ PW» - P»qd + k cosg^ctggi + pismqi = . 

sin ^0 

Die Werte der Konstanten Ai, A^ hängen von der Lage der festen 
Achsen Oxyz ah, als Achse 0 z nehmen wir die Achse des resultierenden 
Moments der Bewegungsgröße des Systems; dann verschwinden die 
Konstanten Aj und A, (§ 69). Die so eingeführte spezidle *-y-Ebene 



Xlll K.ipiU'l l^ic K( iliilvl mu il( ^ 1 >iriki>ilii rpinltlt iii^ 


H(iS 

wild als invanahh' hhcnc clcs S\Ntt‘iM'^ lii7,i it liiict Du Ixidni lit/tin 
Glcidningini f^du-n d.inii iilm in 

AlOSf/' - /).W/; I j\ll\ /)'(/',, />' {) 

Du'si* Glou brsiiinnii'n tjl und />,' »iN l’unktunu ii «lii uhiu;fii 

V('iandeii!clu‘n, kuiiiirn »dso in dnii ^^slcni «in du- sii lli- ili i (ik u liiiULp u 




dq[ 

; PH 

dpi 

Pli 




(l 1 

<p:.' 

di 

‘'y-' 


trL‘U‘u f)iis SysU'iii jLjuIit sonnt 

nliei in 





dq’, 

PH 

dp; 

PH 

1 

1 

mit 


dt 

<'P'r' 

dt 

' q't 

1 

H~ 

H- 

\lm^ ImJ 


'i~\ 



-|_ 

/ 

'1? J 

[wy- 

PWi + PW\ 

/’iy'i)‘<«y.' + 

/.- 1 
Situ/,'! 

+ 

-1- 

\2 »lg 2 mj 

A'r + />'r-i 



-1- 


q'P i , , 

r',- 

p;q\ -1- P\q\ 

/'ly'ili'ikyi'-b 

‘'Ulf/,.) 

+ 

1 

"kl 

P\Pa I P' 

P\~ 





<iid'\ J 


p;q\-\ PW^ 

/»'ly'iliiKy'. 1 

Miu/,' 1 


— WaJ»a(?a' + yi-) * — »JaWJ, (yl'- -| q:/) i 
- {q'i - y',)“) 4 

Darin ist, nachdem die Ahlcitimf’cn von FI gebildet siml, y,' diiicli ‘.ciiifii 
Weit aus clor Gloichunfj 

Acosy.',-- f)\q\ p\qi-\-t\q\ p^q\ 

zu ersetzen. 

Nun werclcj die Funktion /f, indiodiowr Weit von y;;oin.!;4-fuln) ist, 
mit H' bezeichnet. Bedeutet dann .? eine der Viiandoi liehen q[, q',, tt\, u'., 
^ 1 . ^5. A'i. so ist 

Pli' _ DU PH Pqi 
P'i 8s Pql, <s 

Da aber pl,~0 ist, liaben wir PHIPq,, - p' o, also 

Pir _ PH 

8.\ PJs ' 

Mit andeicn Worten: Wir können den Werl von q(^ in // einiühien, 
bevor die Ableitungen von H gebildet wei-den. Lassen wir die Akzente 
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§ 159 Reduktion auf die 6. Ordnung. 


Wieder fort, so sind also die Bewegungsgleichungen des Dreikörper- 
problenis reduziert auf das System 8. Ordnung 


mit 


^ ^ _ dH 

dt 8p/ U 


(>- = 1,2, 3, 4) 


® + iij ‘^+^=> + (24; + 2^) <«+#■»+ + Mi 

+ tef. - + ii-j «5+ (j^ + 5^ d - 

’ “ {P2^1 ^1?2 + “ ^3^4)“) 

- + jf) “ Wg (y? + fi) - i— W2{(g'i - grg)2 -|_ - i . 


Einige der in H auftretenden Größen haben eine einfache physi- 
kalische Bedeutung; so ist z. B. gleich dem doppelten 

Flächeninhalt des von den Körpern gebildeten Dreiecks. Ferner ist 


2mi // 1 

Wi + ni^ -[- l\2 



<las Trägheitsmoment der drei Körper um diejenige Gerade, in der die 
Ebene der Körper die durch ihren Schwerpunkt gelegte invariable 
Ebene schneidet. 

Es sei noch erwölint, daß der Wert von H sich von dem Wert von H für 
verschwindendes k um Glieder unterscheidet, die die Veränderhehen p^, pi 

nicht enthalten. Diese Glieder ln H künnen deshalb als Bestandteil der potentiellen 
Energie angesehen werden. Das System unterscheidet sich dann von dem ent- 
sprechenden System für verschwindendes h nur durch einen abweichenden Wert 
der potentiellen Energie. Es ist leicht nachzuweisen, daß für verschwindendes h 
die Bewegung in einer Ebene stattfmdet. 


§ 159. Reduktion auf die 6. Ordnung. 

Eine weitere Reduktion der Bewegungsgleichungen von der 8. auf 
die 6. Ordnung geschieht nun mit Hilfe des Energieintegrals 

H = konst. 

und der Elimination der Zeit. Nach dem Satz des § 141 kann bei 
dieser Reduktion die Hamiltonsche Form der Differentialgleichungen 
erhalten bleiben. Da wir im folgenden die eigentliche Redulction nicht 
benutzen, soll sie hier nicht ausführlich entwickelt werden. 

Das so crfialtene Hamiltonsche System 6, Ordnung stellt nach dem 
gegenwärtigen Stand der Theorie das auf die niedrigste Ordnung ge- 
brachte System der Bewegungsgleichungen des allgemeinen Dretkörper- 
Problems dar. 


W li i 1 1 a k G r , Dynamik 


24 
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XIII Kapitel' Die Reduktion dea Dreikörperproblems. 


§ 160. Eine andere Methode zur Reduktion des Systems 
von der 18. auf die 6. Ordnung. 

j Wir ßotwickeln nim eine andere Art der Reduktion i) des ailge- 
meinen Dreikorperproblems auf ein Hamiltonsches System 6. Ordnung. 

Wir unterwerfen das ursprüngliche Hamiltonsche System der Be- 
wegungsgleichungen (§155) .der Beruhrungstransformation 

' ‘ " , öW ' ^ ’ „1 

?r — — fl/r ' — 1» 2) . ■ 1 9) 

H' ' , 

mit ! 1 i ■ 

W= - ?i) + - q%) + ^3(?6 - ?s) 

' +^a?4 + ^39'7) 

\ -f- W 2 ‘ 

+ ^8 (Wi ffj + »ta ?6 + Wj Jb) + ^9 (»h ?s + Wa Je + >«3 ?j) , 

Die in den neufen Veränderlichen daxgestfeUten Integrale der Schwer- 
punktsbewegung lauten 

' ^ = — ^ = :^8 = ^o— Oj 

das transformierte System ist folglich nur von der 12. Ordnung, Es lautet, 
wenn die Akzente an den neuen Veränderlichen fortgelassen werden, 

.. , dq^ _ 6H . . dj>y __ öJ? 

dt ^ dfr\ ~ 

mit , 


(r-1,2, ...,6) 




— 


+ d +j 


+ rGH- 


2i«g 

Wi + «»a 


(?l94+?2?6+?a?9) 


+ 1 


(».+ * 


+ + (?i? 4+?2?6+?3?6) 


und 


fi = 


+ 




Wl + Wj ' 


W3(Wi + m3) 

. »«1 + Wg + «3 ' 


Sie wurde von Radau angegeben Annales dg l'EcoU Norm. Süp Bd. 5, 
S. 311. 1868. 
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§ IGO. Kiiic nndc'K* Methode zur Reduktion des Systems. 


Die neuen \ CI cLiiilei liehen lassen sich folgendermaßen physikalisch 
Es sei C clei Schwerpunkt von 7 n^ und Dann sind q^ 
die Piojcklioncn der Stieckc auf die festen Achsen, S'i, ö'si ö'e 

Aclisenpiojekliont‘ii von Ferner ist 


^ dl ~ 


('• = 1.2,3): 




(>' = 4,5,6), 


Offcnbai stellt das neue Hamütonsche System die Bewegungs- 
gleichungcn zweier Massenpunkte dar, deren einer von der Masse 
sicli in dein I^nkt niil dt'ii Koordinäten q-^, q^ befindet, der andere 
\'on der Masse /t im Punkt q^, q^. Die Massenpunkte bewegen sich 

diibei fl ei ini Raum unlci Einwirkung von Kraiten mit einer potentiellen 
3-nergie, die dargcstcllt wiid durch die von den Großen p unabhängigen 
(dieder in H. So ist das Drcikörperproblem ersetzt durch das Problem 
tler zwei Körper, die sich unter der Einwirkung dieses bestimmten Kräfte- 
systt‘ins bcwt‘gc*n. Die voi sichende Reduktion ist in Jacobis Ab- 
handlung aus dem Jaliic 1843^) der Idee nach schon enthalten; sie 
wurde 1852 von Bertrand“) zuerst explizit angegeben. 

Wir nehmen an, daß die Achsen derart gewählt sind, daß die 
A:-y-Jtbciu‘ die invanabU* Ebene für die Bewegung der Massenpunkte 
/^/v' ist, (1, h. daß die Momente der Bewegungsgroßen der Massen- 
punktc um alle Gerach'ii der Ebene Oxy verschwinden. 

Das Hainiltonschc S 3 ^stcm 12 Ordnung werde der durch die Glei- 



definierten Bcrührungstraiibfoimation unterworfen, wo 
W - (/»J sing-.- 4 361 cos.qQ q[ cosg,', + q[ singj; {(j&gcosg^ — ^iSing^® + 
H (/»ssin?« + 25'dCosgr,9 qWo9.q[ -f g-^sing-'i ((jt-scosg^ — ^4smg^)* + 


Man erkennt leicht ilic folgende physikalische Bedeutung der neuen 
Verunclerlicheii. q\ bzw. q\ ist die Lange des Radiusvektors aus dem 
Ursprung nach dem Punkt /t bzw. iJi'\ jjJ ist der Winkel zwischen 
und dem vSclinitt (oder Knoten) der invariablen Ebene mit der Ebene 
durch zw(n aufeinandcrfolgcmde Lagen von q[ (die wir als Ebene der 
momentanen Bewegung von bezeichnen), q\ ist der Winkel zwischen 
q*^ und dem Knoten der invariablen Ebene auf der Ebene der momen- 
tanen Bewegung von % ist der Winkel zwischen Oä: und dem ersteren 
Knoten, q[. der Winkel zwischen Ox und dem letzteren Knoten; ferner 
ist p[ gleich fiq\y p\ gleich p'^ das Moment der Bewegungsgröße 

von /tt um den Urspiung, p\ das Moment der Bewegungsgröße von fjf 
um den Ursprung, p[^ das Moment der Bewegungsgroße um das Lot 


Journ, /. Math. Bd. 26 , S. US. 
“) Journ, de wath. Bd. I 7 , S. 393- 
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aus dem Ursprung auf die invariable Ebene, das Moment der Be- 
wegungsgröße von um dieselbe Gerade. 

Die Bewegungsgleichungen lauten in der neuen Gestalt (§ I38) 


dq'r dH 


dpr 


dH 




dt dp'f’ dt dq'f 

wo H als Funktion der neuen Veränderlichen dargestellt sein soll. 
Dieses System werde der Beruhrungstransformation 

dW . dW 


dq'; ’ "" dp'r 

+ ?8 (^5 + + ?i Pi + S 4 Pi 


-Pr=^> = 

mit 
unterworfen. 

Dann gehen die Bewegungsgleichungen über in 

dql _ dH d^ dH 

dt 


(^ = 1.2 6) 


(r = l,2, 


dt dp'y dt dq'; 

H enthält aber nicht, wie aus der Darstellung von H mit Hilfe 
der neuen VeräLnderlichen oder auch daraus folgt, daß von der will- 
kürlich angenommenen Lage der Achse Ox abhängt, von der keine der 
übrigen Koordinaten abhängig ist. Daher haben wir 
= = also = 

wo k konstant ist. Diese Gleichung ist tatsächlich eines der drei Inte- 
grale des Moments der Bewegimgsgröße. Fuhren wir k an Stelle von 
^ 0 ' in H ein, so laßt sich die Gleichung 

= eHfdk 

durch Quadratur lösen, nachdem die übrigen Gleichungen integriert 
sind. Demnach lassen sich die Gleichimgen für und von dem 
System abtrennen, das sich somit auf das System 10. Ordnung re- 
dimert: d^; _ dH ^ 

dt 


(r=l,2, 


dt b'py dt dq^; 

Wir haben noch von den beiden übrigen Integralen des Moments 
der Bewegungsgröße Gebrauch zu machen. Es ist leicht zu sehen, daß 
sie in den neuen Veränderlichen lauten 


^- = 90°, = 

Da die ;if-y-Ebene die invariable Ebene ist, gehen keine willkürlichen 
Integrationskonstanten darin ein. 

Das System läßt sich demnach ersetzen durch diese beiden Glei- 
chungen und die Gleichungen 

dq” _ dH dp; dH 

dt " dp ; ' dt ~ d(^; 


{r=l,2,3,4). 


§ 161 . Das ebene Dreikörperproblem. 
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In diesem letzten System kann q'r' durch 90° ersetzt werden, bevor 
die Ableitungen von H gebildet werden, und p'l muß durch (^g ^ — P'l^)ß 
erstdzt werden, nachdem die Ableitungen von H gebildet sind. H' be- 
deute* die aus H durch diese Substitution für hervorgegangene Funk- 
tion, s sei eine beliebige der Veränderlichen y", gC, 41 > Pi> p 2 » Pq* P'i* 
Dann ist 

m' __ dH , dH dp',: _ Öff , dp',: _ dH 

ds ds dp'^ ds ds ^ ös ös * 


Demnach dürfen wir die Substitution für p^ in H auch vornehmen, 
htn'or die Ableitungen von H gebildet werden. Das System der Be- 
wegungsgleichungcn ist damit auf ein System 8. Ordnung zuruck- 
gefiilirt, das — nach Fortlassung der Akzente — dargestellt wird durch 


dqr _ dH dpr __ dH 

dt dpf ’ dt dq^ 


(r=l,2,3,4). 


Darin ist, wenn die angegebenen Transformationen in H ausgeführt sind, 




Nach dem in § 141 angegebenen Verfahren, nämlich mit Hüfe des 
Energieintcgrals und der Elimination der Zeit, lassen sich die Bewe- 
gungsglciclmngen weiter auf ein System 6. Ordnung zurückfuhren. 
Diese Reduktion soll jedoch im einzelnen mcht ausgefulirt werden, da 
wir sie im folgenden nicht benutzen. 


§ 161. Das ebene Dreikörperproblem. 

Wir wollen nun annehmen, daß die Bewegung der drei Körper 
nicht im dreidimensionalen Raum, sondern in einer Ebene vor sich 
geht. Dies ist offenbar immer dann der Fall, wenn die Anfangsge- 
schwindigkeiten der drei Körper in der Ebene der drei Körper ge- 
legen sind. 

Dieser Sonderfall ist unter dem Namen des elmen Dreikörper- 
problems bekannt. Wir reduzieren nun seine Bewegungsgleichungen 
auf ein Hamiltonsches System von möglichst niedriger Ordnung. 

Es seien g,, q% die Koordinaten von Wj, q^, g* die Koordinaten 
von Ws, gj, g« die Koordinaten von Wj in bezug auf ein beliebiges 
festes Achsensystem Oxy in der Ebene der Bewegung. Ferner sei 
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WO k die größte ganze, Zahl J (r + 1) bedeutet. Die 
•Bewegungsgleichungen lauten wie in § 455 


mit 


dq^ _ dH dfr __ 

dt dpy ' dt dq 


2in^ 2^2 2W3 

- W2OT3 {(g-a - + (?4 “ (fe - ?i)^ + (ffo “ ’ * 

- OTj^Wa - q^Y + (?a - g'J®)"* 

Diese Gleichungen werden nun mit Hilfe der vier Integrale der 
Schwerpunktsbewegung von der 12. auf die 8, Ordnung reduziert. 
Dazu werden die Veränderlichen der durch die Gleichungen 


mit 



fr 


8W 

^q'r 


(y = 1, 2 , .... 6) 


^ + ^2 ?s + Ps ?.i + ^4 ?4 + (:^i + ^ 8 + Ps) ?6 + (^ a + ^4 + P«) ?u 


definierten Beruhrungstransformation unterworfen. 

Man sieht leicht, daß q^ die Koordinaten von m bezug 
auf feste den iirsprunglichen parallele Achsen durch sind, q[ 
die Koordinaten von in bezug auf die gleichen Achsen, die 

Koordinaten von in bezug auf die ursprünglichen Achsen, ^1, pi die 
Komponenten der Bev/egungsgroße von ^3, p'^ die Komponenten 
der Bewegungsgroße von Wgi ^51^0 Komponenten der Bewegungs- 
größe des Systems. 

Wie m §157 fallen die Gleichungen für ^5,^0, P^^jP'q. aus dem 
System heraus; werden die Akzente der neuen Veränderlichen wieder 
fortgelassen, so reduzieren sich die Bewegungsgleichungen auf das 
System 8 . Ordnung 


äq^ _ ^Pr __ 

dt dp/ ' dt dq^ 


(y=l, 2 , 3 , 4 ) 


mit 

H 


“ (ik+sk) (2-k+ik) 


- Wa Wj (gH- gD *- Wg mj (g-f + gl) " *+ Wa (fe - - ?4)®>'' *• 


Dieses System besitzt, wie wir nun nachweisen werden, eine zyklische 
Koordinate, die eme Reduktion um weitere zwei Einheiten ermoghcht. 
Wir unterwerfen das System der Beruhrungstransformation, die 
definiert ist durch die Gleichungen 

dw . ew 



mit 


161. Das ebene Drcikdrperpioblem. 
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IF — />! cosq\ + q\ sin^fi -f- p^ (ji cos^ — q\ sin ji) 

+ P\ (?2 sing^ 4-, q'^ cosyi) . 


I)h‘si' 1 1 «insfornuition hat folgende physikalische Bedeutung: 
f/, i^( dir Entfrinung gi, q'^ sind die Projektionen von ^»2^3 

«Mit 1 ) 7 \v. srnkircht 7.11 q\ ist der Winkel von mg mit der %-Achse, 

/), ist du* Kompciiicnte der ßewegungsgroße von m Richtung 
Pj, />| siiul di(‘ Koinponrnton der Bewegungsgroße' von mg parallel bzw. 
.si'iikrechf zu ;;z, , p[ ist das Moment der Bewegungsgröße des Systerhs. 

Dil* Diffeirntialgleichiingen lauten in den neuen Veränderlichen 


mit 


dq', ^ 

dt'~ Op'/ di'^ ^ 


(7 = 1, 2, 3, 4) 



'Pi(p^-P\Y 







Da dir Kooldinatc in. H nicht ciitlialten ist, ist sie zyklisch. 
Ihr eiilspiicht das Integral = A, wo k' konstant i^t; es läßt sich 
als InU‘gral des Moments tler Bewegungsgröße des Systems deiiten. 
Dil* Gleichung q\ — dHldp\ kann durch Quadratur gelöst werddn, 
wenn die Integration der übrigen Gleichungen geleistet ist. So fallen 
du* Gleidmngcn für p\ und q'^ aus dem System heraus.' ^ 

Schreiben wir die neuen Veränderlichen nun wieder ohne Akzente, 
so lauten die Bewi‘gungsgleicliungen 


mit 

ir 


dqf ^ dH dpr _ dH 

dt dpj. ’ dt dq^ 




P^ 



' ,l • (Ai P'i - ^ (Al ?S -- p 2 ?S - *)l - »»8 (ei + 

■ in., III, vii <(?, - y,)* + yi>" * 

Dieses System 6 Oidnimg läßt sich nach dem Verfahren des § 141, 
also mit Hilfe des Integrals der Energie und der Ehmi^ation derZeit^ 
auf dir 4. Ordnung zurückführen. *1 
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§ 162. Das eingeschränkte Dreikörperproblem. 

Ein weiterer Spezialfall des Dreikörperproblems, der in neueren 
Untersuchungen einen bedeutenden Raum einnimmt, ist das sogenannte 
eingeschränkte Dreikörperproblem. 

Zwei Körper S und J^) umlaufen auf Kreisbahnen ihren gemein- 
samen Schwerpunkt 0 unter dem Einfluß ihrer gegenseitigen Anziehimgs- 
kraft. Ein dritter Körper P, der masselos, d. h. so beschaffen ist, daß 
er selbst zwar von S und / angezogen wird, aber ihre Bahnen nicht 
beeinflußt, bewegt sich in der gleichen Ebene wie S und /. Das ein- 
geschränkte Dreikörperproblem besteht darm, die Bewegung des Kör- 
pers P, des sogenannten Planetoiden, zu bestimmen. 

Es seien die Massen von S und /, Wir setzen 

SP /P ■ 

In der Ebene der Bewegung legen wir feste rechtwinklige Achsen 
OX, OY durch den Punkt 0. P habe dann die Koordinaten X, Y 
und die Geschwindigkeitskomponenten U, V. Die Bewegungsglei- 
chungen lauten 

d^Y ^ ÖF 
dfi dX^ dt^ “ dY 
oder in Hamütonscher Form: 

^ = ^7 _ 8H 

dt dU' dt~ BV' dt BX' dt ~ BY 
mit 

+ -P. 

Da F eine Funktion nicht nur von X und Y, sondern auch von t 
ist, so ist die Gleichung H — konst. kein Integral des Systems. 

Wir unterwerfen die Veränderlichen der Beruhrungstransformation, 
die definiert ist durch die Gleichungen 

^ BW __ BW BW BW 

^ BU^ By 

wo 

W ='ü{x Qosnt — y sin« t) + V{x sin« / -f- y cos« t) 
und n die Winkelgeschwindigkeit von SJ ist. Die Gleichungen gehen 
über in 

dt 8u ’ dt Bv ^ dt öx * dt By 

Die Bezeichnung ennnert daran, daß der ganze Ansatz darauf abzielt, 
die Bewegung eines Planeten von sehr kleiner Masse unter dem Einfluß der 
Anziehung von Sonne und Jupiter zu ermitteln, wobei die Störungen durch die 
übrigen Planeten und die Abweichungen der Sonne und des Jupiter von der 
Kreisbewegung vernachlässigt werden. 



§ 162 Das eingeschränkte Dreikdrperproblem. 
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mit (§ 138) 

dW 1 

K = H gy = - («2 ^ — vx) — F . 

Man erkennt sogleich, daß Xy y die Koordinaten des Planetoiden in 
bezug auf die mitbewegte Gerade 0/ als rr-Achse und eine zu ihr senk- 
i(»chte durch 0 als y-Achse sind, F ist nun eine Funktion von x und y 
allem, so daß i in K nicht explizit enthalten und 

K = konst. 

(‘in Integral des Systems ist, das sogenannte Jacobische IntegraP) des 
eing(‘schränkten Dreikörperproblems. 

Wir erhalten noch eine andere Form der Bewegungsgleichungen, 
wenn wir auf das letzte System die Berührmigstransformation 

dW dW ^ 8W ^ dW 

mit 

W = q^[u cos 5^2 + ^ sinj2)» 

aiisüben. 

Die neuen Veränderlichen können direkt definiert werden durch 
die Gleichungen 

,. = P0/, #.-OP«i(POX). 


und die Bewegungsgleichungen gehen über in 

— 


dt dpr’ 


dt 


dq. 


(r = 1.2) 


mit 




Eine andere Form») nehmen sie an, wenn die letzten Gleichun- 
gen der Berührungstransformation 

dW 
Pr = - 


Ö?r’ 


, m 


(»' = ' 1 , 2 ) 


mit 


( , 2 t 1* , 


») Jacohi: Cowptos Ufitutus Bd, 3, S. 59* 1836« 

*) In dieser Form finden sie sich in Poineaxfes MModes Nouvßlles de la Mäc. 
Celeste, 
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unterworfen werden, in der u die Integrationsverknderliche ^be^eichnet. 
Diese Gleichungen lassen sich auch so schreiben; 


* ~l M* 


P^ = Pi, 



Man erkennt dann leicht, daß-^ die mittlere Anomalie des Planetoiden in 
der EDipse bedeutet, die ei“ um enien im Raume festen Körper der Masse i 
in 0 beschreiben wurde, wenn er aus seiner momentanen Lage mit 
seiner momentanen Geschwindigkeit geworfen würde. ^ ist die von 
0/ aus gemessene Apsidenlänge dieser Elhpse, ist glpir h a* i>^ ist 
■gleich {a (1 — ß®))*, wo a die große Halbachse, ■ a die Exzentrizität 
der Ellipse bedeutet. E enthält t mcht exphzit; dahet'ist H = koüst. 
ein Integral der Be^egungsgleichungen, die nun lauten: 


dt dp'/ dt 


ir=i,2). 


Setzen wir die Summe der Massen von 5 und J gipir.b 1 imd be- 
zeichnen diese mit 1 — jtt bzw. fj., so erhalten wu: 



Diese analytische Funktion von p[, p'^, q^, g^, n ist in g^, ^ periodisch 
mit der Penode 2n. Um nun das von fi unabhängige Glied in J? zu 
finden, setzen wir /* = o, da SP dann gleich g, wird, ist 





1 


npi- 


Werden die Akzente wieder fortgelassen, so können also die Bewegungs- 
gleichungen des eingeschränkten Dreikorperproblems in der Form 

^ m dH 

dt dp/ ■ dt ~ dq^ (®'-i.2) 


angenommen werden, wo H in eine Potenzreihe nach fH 


H = + + ... 



Übungsaufgaben. 
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entwickelt werden kann und 

ist, Wiihrc*nd Ho, . . . m fo periodische Funktionen mit der 
Periode 2n sind. 

JJic Gleichungen dieses Systems 4. Oidnung lassen sich auf ein 
Hamillonsclirs System 2. Oidnung zurückfdhren unter Benutzung des 
Integials H — konst. und Ehinination der Zeit wie in § 141 

§ 163. Übertragung auf das n-Körperproblem. 

Ein Teil der in dem voiliegenden Kapitel zur Reduktion des Drei- 
korpcrpiobleins benutzten Transformationen kann so erweitert wer- 
den, daß sie auf das allgemeine Problem der n Körper übertragbar sind, 
die einander nach dtm Newlonschen Gesetz anziehen. In ihrer ursprüng- 
hclien hassung bilden die Gleidningen des w-Körperproblems ein 
System Oj<lnuiig. Dieses laßt sich mit Hilfe der sechs Integrale 
der Scliwc ‘1 piinktsbewegung, der drei Integrale des Moments der Be- 
wegiingsgTüßc, des Rnergieintegrals, der Elimination der Zeit und der 
Elimination der Knoten auf ein System (6w — 12)^®^ Ordnung zurück- 
führen. 

Dio l^eduktioii wurcl« ausgüffllirt von T, L. Bennett: Mess, of Math. ^2) 
Bd. 44. S. 113. Iy04. 


Übungsaufgaben. 


1. In «lern Dreiküiperprolilem seien die Einhoiten so gewtthlt, daß das Energie- 
iiitcgr.il lautet 



H- Vf,) 


H- - - + — “ “ 

^33 ^13 ^ 


wo rja die Entfernung der zwei Körper mit den Geschwindigkeiten und ü,, 
r eine positive Konstante bedeutet. Man zc‘igc, daß dos Moment der Bewegungs- 
grüße des Systems um den Schwerpunkt nie größer als 3]^»^ ist 

(Canib. Matli. Tnpos, Part I. 1893 ) 

2. Es sei tp die Jacobische Funkbon dos Dicikorperproblems, ü der Winkel 
einer bestimmten Geraden der invariablen Ebene mit dem Knoten der Ebene 
der drei Kiirper auf der mvorlablen Ebene, i die Neigung der Ebene der drei Körper 
gegen die invan.ablo Ebene, der B'lächcninhalt des durch die drei Körper be- 
stimmten Dreicclö. Man beweise, daß 

dÜ_h I ii. ^ Ä I— ^ 

ist, wo k das Moment der Bowcgiingsgröße des Systems um das Lot auf die inva- 
riable Ebene ist (P® Gaspans.) 

3, Das Dreikörperproblem wei de wie in § 1 60 ersetzt durch das Problem der 

zwei Körper und seien die Entfernungen von ^ imd /t' vom Nullpunkt, 

q^, seien die Winkel zwischen jj, q^ und dem Schnitt der Körperebene mit der 
invariablen Ebene. />j, uiögeii bezüglich fi*g^ bezeichnen, p^, die Kom- 
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ponenten des Moments der Bewegnngsgröße von ^ bzw pd in der Ebene durch die 
Körper und den Ursprung sein. Man zeige, daß man den Bewegungsgleichungen 
die Form geben kann 


dp, _ dH 
dt ~ dp,* dt ” dq. 


(r = 1, 2, 3, 4). 


wo = konst. das Energieintegral ist. (Bour.) 

4 Man unterwerfe das Hamiltonsche System 18. Ordnung, das (§155) die 
Bewegung der drei Körper bestimmt, der durch die Gleichungen 

^1 == {(^4 — y?)® + ■“ Ö's)* + (^6 “ » 

ffä = {(?7 — ?i)* + (?8 - ?a)* + (?• - ?«)*}^ . 

?• = {(?! — ?«)“ + (?• - ?*)* + (?a - ?6)*}* • 

ffl = 6l {?! + *?2) + (?4 + * ?s) + (?7 + * ?a) » 

SB = Cl?8+Ca?6+C3?9- 

?5 = »h?i + *»»a?4 + »<3?7> 

ffi = TMjjg + ♦»,?, + »«a?B • 

?i==«»i?8 + »»a?9 + »«8?a- 

y _ «1 (?1 + » ?*) + «9 (?* + ‘ ?b) + «8 (?7 + »■ ffa) 

" ^1 (fl + * ?2) + 2’a (?4 + * ?b) + *s (?7 + * ffa) 


■A - V*' ^ 
i=0 


(/ = 0,1,2,... ,8) 


definierten Berfihrungstransfonnation, wo j =s f — 1 ist und Aj, Aj, A 3, 
Aj, Cj, C3 neun behebige, den Gleichungen 


&i» ^2» ^8» 


Aj + «3 + A3 = 0 , &l + = 0 » ^1 + ^2 + = 0 , «2 &3 “ A3 &2 = i 

genügende Konstanten sind. 

Man zeige, daß die Integrale der Schwerpunktsbewegung lauten 

?6 == = ^6 = ^'7 = = 0 

Ferner zeige man, daß, wenn die mvanable Ebene zur ^-y-Ebene gemacht 
wird, die Veränderliche gleich Null wird und das Integral des Moments der Be- 
wegungsgröße um das Lot auf die invariable Ebene die Gestalt 


^4/4 = * 

srnniTnrnt, WO Ä konstant ist. 

Dann zeige man noch, daß die Bewegungsgleichungen sich auf das System 
8. Ordnung 

d?; _ m dp'^ BH 

dt dpy dt ~ Bq'f (»- — 0,1,2, 3) 

reduzieren, wo 

y^/a j/a»«* + “a ^ JTPiPi qi‘ + li* - qi» 

‘ 27n,fng q',q'i 2Wi 

Man fllhre dieses S3?stem mit Hilfe des Satzes aus § 141 auf ein System 
6. Ordnung zurück. (Bruns.) 


Vierzehntes Kapitel. 

Die Sätze von Bnins und Poincard. 

§ 164. Der Satz von Bruns. 

1. Formulierung des Satzes, 

Wir sahen (§ 155), daß man für das Dreikörperproblem zehn Inte- 
grale angeben kann, nämlich die sechs Integrale der Schwerpunkts- 
bewegung, die drei Integrale des Moments der Bewegungsgröße und 
das Energieintegral, die sogenannten Klassischen Integrale des Problems. 
Sie sind sämtlich algebraische Integrale, d. h. sie haben die Form 

•• • . .,^9>0=konst., 

wo / eine algebraische Funktion der Koordinaten Ji, . . .,?e, 
Pit P%3“->Pü ™d der Zeit t ist. 

Man hat zahlreiche aber erfolglose Versuche gemacht, weitere 
von diesen unabhängige (d. h. nicht aus ihnen zusannnengesetzte) al- 
gebraische Integrale des Dreikörperproblems zu fmden. Biuns^) hat 
dann 1887 nachgewiesen, daß es keine weiteren algebraischen Integrale 
gibt. Mit anderen Worten: Die Klassischen Integrale sind die einzigen 
unabhängigen algebraischen Integrale des Dreikörperproblems. 

Es sei nocb. bemerkt®), daß das Nichtvorhandensem algebraiscber Integrale 
nicht notwendig eme große Kompliziertheit des Systems bedingt. Eine der ein- 
fachsten Differentialgleichungen, nämlich die lineare Differentialgleichung mit 
konstanten Koeffizienten 

^ + IH)^ + = 0 

hat kein algebraisches Integral. auBer wenn eine rationale Zahl ist. ln 

diesem Falle läßt sich das erste Integral 

=konst. 

in ein algebraisches Integral aberführen. 

Berichte der Kgl. Sdchs. Ges. d. Wiss 1887, S 1, 55; Acta Math. Bd. 11, 
S, 25 Vgl auch Forsyth: Theory of Dtfferenital EqwUions Bd 3, Kap. 17. 1900. 

®) Vgl. K. Bo hlm : Astron. Jdkttagelser och Unders. ä Stockholms Observ. Bd. 9, 
Nr. 1. 1908. 
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2 . Darstellung eines Integrals als Funktion der wesentlichen 
Koordinaten des Systems. 

Wir gehen nun zu einem Beweise des Brunsschen Satzes über, 
bei dem wir zunächst diejenigen Integrale betrachten, die t nicht ex- 
plizit enthalten. 

Die Bewegungsgleichungen des Problems können (§ 160) in der Form 

df, __ dH 
dt d'pf ’ dt dq^ 
geschrieben werden nait 

H = T^U, 


(1) 


{r = i,2.. ,6) 


^ = + + + + 

U = J»iWa(gi + alH- gl) “* 

+ Ws {gl + ?1 + ^ + (gig« + + q^q^) 

l Wj + mg 


+ 1 




+ {gl + gf + gl - + g’aft + Mi) 


+ 


WiWs 
»% + Ws 


Wir setzen 


so daß 


,^_Ws(jMl + Ws) 

^ Wj + Ws + Wg ■ 


fh = ß^ = /h = /^. 




r= vA 

^ 2 ^ 4 , 


wird. Die Koordinaten der drei Körper seien (sl,?2>?3)> 

(S'7> ^8 > j und es sei Wi ^ wo Ä die größte ganze Zahl ^ ^ (r + 2) 
bedeutet. Die Integrale, deren Existenz wir untersuchen wollen, haben 
die Gestalt 

• .?0, fu • *.^9) 

wo a eine willkürliche Konstante und <p eme algebraische Funktion 
ihrer Argumente ist. Die Formeln des § 160 erlauben die Darstellung 
der Veränderlichen ->^5 • • -,^9 als lineare Funktionen 

von qi, ^2» ■ • - Wenn wir diese Werte in das Integral 

einführen, erhalten wir daher eine Gleichung 

(2) / tei ^ j • • • j Jo I "Pli • - • I ^ ’ 


§ 164. Der Satz von Bruns. 
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Ist das Integral .99 aus den Integralen der Schwerpunktsbewegung zu- 
sammengesetzt, so reduziert sich / offenbar auf eine Konstante; andern- 
falls ,ist / eine algebraische Funktion der Veränderhchen 9i, ^ 2 , . . . , 

- haben also zu untersuchen, ob die Gleichungen (1) 

Integrale der Form (2) besitzen. 


3. Die Integrale enthalten die Bewegungsgrößen. 

Zunajchst beweisen ■wir, daß ein Integral der Form (2) Großen p 
enthalten muß, d. h. keine Funktion von 9i, • ■ • » allein sein kann. 

Denn angenommen, das Integral 

enthalte px,pi<.- ■ ‘>Pi nicht. Die Differentiation nach t ergibt 

Dalier müssen die Gleichtmgen 


^=0 

dq. 


(r = l,2, .. .6) 


identisch erfüllt sein, d. h. / enthält auch ? 2 , • - • > ?« nicht, ist also 
eine Konstante. 

' 4. ^lur eine IrrationaKtät tritt in dem Integral auf. 

Da die gegenseitigen Entfernungen der Körper irrationale Funk- 
tionen von qx.q,.....q, sind, ist die Funktion ü eine iimtMe Funk- 
tion dieser Veränderlichen. Bezeichnet man die Summe der drei gegen- 
seitigen Abstände mit s, so laßt sich, wie man leicht sieht, jede der 
Entfernungen als rationale Funktion der sieben Großen ?2. • • 
darsteUen, mit anderen Worten: die in den Entfernungen enthaltene 
Irrationalitäten könne alle durch die Irrationalität s ausgedmckt 
-werden. Daher dürfen wir -annehmen, daß U als rationale Funktion 

SiI*isV^?FTinl^tiL /.algebraisch, aber 
in den Vertoderhchen 

werde auf eine rationale Form gebracht und die resiütierende Gleichung 
nach Potenze von a geordnet, so daß sie ubergeht in 

a^+a?--^<Px{quq„.■^.q,.P^ ^•)+- 

"f" 

m w rationale Funktionen von qi.qt, •••.?«> Pi’ • • * > 
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?!. 98. •••.?«. ^1* •••• ^6* sie sich in Faktoren zerlegen, 

die alle die Gestalt haben 

(4) ä'+«*"^Vi(9i.98." -.96.^1. •• .Pii.s) + ... + ipi{qv ■■,qs,Pi,.-;p6.s) = 0 

WO ^3, • • • I rationale Funktionen von . . . , pi, . . . , p^, s 

sind, so ergibt eine der letzteren Gleichungen den Wert von ä, der der 
Gleichung (2) entspricht, und wir betrachten diese Gleichung an Stelle 
der Gleichung (3). Da der durch (4) dargestellte Gleichungstyp den 
durch (3) dargestellten als Sonderfall mit umfaßt, können wir an- 
nehmen, daß a durchweine in . . . , • • • » ^ irreduzible Glei- 

chung der Form (4) gegeben ist. 

Differenzieren wir nach t und benutzen wir die Gleichung (1), so 
erhalten wir 

(5) «/"HV'i. H) + -ff) + • • • + (Wi> H)=-0, 

WO (Vr, £0 wie gewöhnlich die Poissonsche Klammer von und H be- 
deutet. 

Zunächst nehmen wir an, daß die Ausdrücke (v^r, H), die rationale 
Funktionen von q^, . . . , q^, p-^, . . . , p^, s sind, nicht sämtlich ver- 
schwmden. Dann haben die Gleichungen (4) und (5) mindestens eine 
gemeinsame Wurzel a\ infolgedessen ist Gleichung (4) reduzibel in 
^2^ • • • i ?0i Pv • - • » ^01 diese Gleichung aber irreduzibel ist, 

führt die Annahme zu einem Widerspruch ; die Ausdrücke (V'r, H) 
müssen also sämtlich verschwinden. Das bedeutet, daß alle Koeffi- 
zienten 7^2» • • - iWi der Gleichung (4) Integrale der Gleichungen (1) 
sind. Das Integral f läßt sich somit algebratsch zusammensetzen atts 
anderen Integralen, die rationale Funktionen von q-^, q^, . . . , q^, ^i, - . . ,^0j s 
sind. 

5. Darstellung eines Integrals als Quotient von zwei reellen Polynomen. 

Von nun an können wir uns also auf die Betrachtung von Integralen 
des Typs 

(^) 9[%i • • • } ^ 0 j Piß - • • > Pßß s) = a 

beschranken, wo / eme rationale Funktion der angegebenen Argumente 
ist. Die Form von / läßt sich mit Hilfe der folgenden Überlegungen 
noch näher bestimmen. Ersetzen wir in den Bewegungsgleichungen 
qrßprßt bezughch durch qrk^y prk'''^y tk^, wo k eine Konstante ist, so 
bleiben die Gleichungen ungeandert. Fuhrt man diese Substitutionen 
in der Gleichung (6) aus, so bleibt diese Gleichung immer ein Integral 
des Systems, wie k auch gewählt sein mag. 

Nun ist / eine rationale Funktion der Argumente, läßt sich demnach 
als Quotient von zwei Polynomen in q^, q^, . . s dar- 
steUen. Ersetzen wir in diesen Pol3momen q^, pr, s bezüglich durch 
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?r k\ frk-\ s k^, SO erhalt die Funküon / (nachdem Zahler und Nenner 
mit einer geeigneten Potenz von k multipliziert sind) die Gestalt 

+ +Bq ’ 

sind. 

aflat = 0 ist, haben wir 


Da 


^ \ dt ^ dt I 

~ {A,kv + + . . . + ^^) (^ jfes + + 0 . 

Nun ist k willkürlich; daher müssen die Koeffizienten der einzelnen 
Potenzen von k in dieser Gleichung verschwmden. Also ist 


0 = jR — A 

^ dt dt ’ 

0 — R ^^0 1 D A 


^■^0 _ A 

dt ° dt ’ 


0 = 


dAp 

dt 



Diese q + p + \ Gleichungen sind gleichwertig mit dem System 
dt dt * Ap dt Bq dt ^ di ' 

I 

woraus hei vorgebt, daß jede der Größen 

. A^ A 2 Ap Bq Bq 

Tq* Aq^-'^Aq 

ein Integral ist. Damit haben wir den Satz: Jedes Integral der Gestalt f 
kann aus anderen Integralen der Gestalt 

^2 (?i» ? 2 * • ^8» Pv * • ^6» _ konst. 

^1 (? 1 * ^2» ‘ * '* Pv » P^f 

zusammengesetzt werden t in denen die Funktionen G^, G^ Polynome in 
den Argumenten sind, die sich nur mit einer Potenz von k muttiplizißreHy 
wenn die Veränderlichen qr* pr* 5 bezüglich durch pr^ ersetzt 

werden. Wir brauchen also nur Integrale dieser Form zu untersuchen. 

Weiter bemerkt man, daß die Funktionen G^, G^ ohne Beschrän- 
kung der Allgemeinheit als reell angenommen werden können. Be- 
zeichnen nämlich P und iQ den reeUen und imaginären Ted eines 
Integrals 

p ^ = konst., 


Whlttaker, Dynamik. 


25 


1 



i 
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SO ist 


dp , .dQ ^ 


identisch erfüllt. 

Da die Differentialgleichungen keine imaginären Glieder enthalten, 
müssen auch dPjdt und dQjdt reell sein. Daher verschwinden dPjdt 
und dQldt einzeln; P und Q sind also selbst Integrale, und jedes 
komplexe Integral laßt sich aus reellen Integralen zusammensetzen. 
Daher nehmen wir künftig GJG^ als reell an. 


6. Ableitung von Integralen aus Zähler und Nenner des Quotienten. 

Wir zerlegen die Funktion G^ in ein Produkt unzerlegbarer Poly- 
nome in ^1, ^6» deren Koeffizienten rationale Funktionen von 

?i» • • •* ^6» s sind, yj sei ein derartiges Polynom, das A**mal m G^ 

als Faktor vorkommt, während x das Produkt der ubngen Faktoren 
von Gl bedeutet, so daß 

G^ = y/X 

Ist Gj irreduzibel, so ist natürlich Gj = und = 1 . 

Die Gleichung 



ergibt ; 

X dyj . \dx 1 dG^__ 

y) dt %dt G^ dt ■ 

oder 

dt ^UGa dt Xxdtr 

I 

Nun ist dyjjdt ganz rational in auch V ist ganz rational 

in ^1, . . . , ^0, aber von einem um 1 medrigeren Grade als d y)ld t. 
Ferner hat yj mit Gg oder x keinen Faktor gemein. Daraus folgt, daß ‘ 

^ dG^ i dx * 

XG2 dt Xx dt ^ 

ganz rationaH. Ordnung in .. .,^e ist- Wir bezeichnen dieses Polynom 

mit o). Dann haben wir 

dyj s 

In gleicher Weise läßt sich zeigen, daß alle übrigen irreduziblen 
Faktoren von G^ einer derartigen Gleichung genügen. Bezeichnen wir 
die verschiedenen Faktoren von G^ mit y>\ y)'\ . . . derart, daß | 

I 

I 

r 


! 
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ist, und sind die Gleichungen, denen sie genügen. 


1 

y)' di 


— CO 


1 dy)" 


-7f-TT = O0 


yj" dt 


so haben wir 

1 dGi fidy/ V dtp" 

wo die Funktion co ganz rational 1. Ordnung in und 

rational in q^, q^, .... q^, s ist. Somit genügt Gj der Gleichung 

und, da GJG^ ein Integral ist, genügt auch Gj der Gleichung 

r 

Da und G2 dieselbe Differentialgleichung befriedigen, bezeichnen 
wir künftig beide Funktionen mit demselben Buchstaben 9? ; 9? bedeutet 
also ein reelles Polynom in . . . , Jj, . . . , q^, s, das der Gleichung 
(p=z coq) genügt. 

Nun multipliziert sich cp nur mit einer Potenz von k, wenn^n Pn ^ 
bezüglich durch qr^^i pr^~^i ersetzt werden. Da nun 

6 


CO = 


_ 1 _ 


97 dt 


_ ^ 1 /dy I 
^ cp Vdfl, pc Sp, djr 

r=l 


ist, multipliziert sich co bei dieser Substitution mit k~^. Folghch kann 
CO kein von ^0 unabhängiges Ghed enthalten; denn ein solches 

wurde sich mit einer geraden Potenz von k multiplizieren; co hat dem- 
nach die Form . j; 1 ^ cH 

wo jede der Größen coj. homogen von (—1)^ Grade in q^, . - 90, s ist. 

Ferner sei eines der Glieder von cp in pi, . . . ,p^ von wi Ordnung, 
in 9i, . . . , ?0, 5 von Ordnung, wahrend ein anderes Ghed in 
Pv ---»Pfi Ordnung m' und m 91, . . , 90, 5 von der Ordnung 

«' ist. Da sich diese Gheder bei der obigen Substituüon mit der gleichen 
Potenz von k multiplizieren, ist 

— W + 2W = -m'+2n\ 

also m-m' eine gerade Zahl Folghch kann 9 so geordnet werden: 
(P = <Po + ^2 + 94. + - > 

WO 9 ?o die Gheder höchster Ordnung in ^1, , Pa. ferner (p^ die Gheder 

von einer um 2 medngeren Ordnung usw. bezeichnen. Jede dieser 
Größen 9?^ ist ein Polynom in , Pa» ^1. ■ • • » m ^1, . . . , pa 

und auch in 9i, . . . » S'e* ^ homogen ist. 


25 ’ 
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Wir beweisen nunmehr . Kommt s in (Pq nicht vor, so kann (p durch 
Multiplikation mit einer geeigneten rationalen Funktion von ^i, . ■ - , 
in ein Integral verwandelt werden. 

Denn angenommen, enthalte s nicht, dann ergibt die Gleichung 

dw 

oder 

+ • ■ = + CO^p2 + • • • + COß^fl) (9^0 + 9^2 + • • •) 


durch Vergleich der Glieder höchsten Grades in p^, . . 


Pt 


(cüi Pi + C02p%+ + Cüß Pq) CPq . 


^ /^r 

Nun kann (Pq die Große p^ als Faktor enthalten; um dieser Möglich- 
keit Rechnung zu tragen, setzen wir 9^0 = ^ 9^ > wo 9^0 nun p^ nicht 
mehr als Faktor enthalt, und wo msbesondere Ä = 0, 9^0 =99^ sein 
kann. Führen wir p^cp'^ dji Stelle von cp^ in die Differentialgleichung 
ein, so geht sie über in 

dcp;^ 




+ ö>8^e)9^- 


r=l 


Mit ^0 seien die GKeder von flso bezeichnet, die nicht enthalten. 
Setzen vor die von unabhängigen Glieder ani beiden Seiten der Glei- 
chung einander gleich, so erhalten wir 




dcf/^ 




+ ••• +<»5^5)99?. 


Ist «Po eine Funktion von q^, Js, - . . , allein, so bezeichnen wir 


Sie mit R . Dann ist 

i dR 

— -3— = COrÄ 
fir dqr 

(>' = 1,2, . 

.5) 

oder 

1 8R 

(>'=1,2, .. 

.5), 

daher 

d d 

II 

..,5). 


Enthalt aber (ffa Größen p^, so nehmen wir an, es trete 

etwa ^5 als Faktor auf, und setzen <p'o= Pltf^o', wo keinen Fak- 
tor p^ enthalt. Die Gleichung geht dann über in 


VA 




8qj 


iPi + + <öj ^5) 9o' • 
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Mit seien die Glieder von <p'^' bezeichnet, die nicht ent- 
halten. Setzen wir die von p^ freien Glieder auf beiden Seiten der Glei- 
chung einander gleich, so erhalten wir 


V Pr . 


' + • • • + ^4^4) 9 q 




Fahren wir in dieser Weise fort, so ergibt sich endlich die Alter- 
native, daß entweder 

ist , oder daß eine Funktion ip existiert, die ein Polynom in ^ 1 , pi, 
und zwar homogen in ?i, . . fo wie in ^ 1 , p^ ist und keine Faktoren 
enthalt, die ledigheh Potenzen von p^ und p^ sind, und die der Differen- 
tialgleichung genügt 

Ml äq^ dq^ 

Es sei nun 

yj = ap\-\- bp\ + opi~^ p2 + ‘ -5 

setzen wir die Koeffizienten von und p^^^ auf beiden Seiten der 
letzten Gleichung einander gleich, so ergibt sich 

i da i 

a dq-^* ^ Ma ^ 

Die Größen a,b,c, sind Polynome m ^ 1 , . . . . Sie können 
ein Polynom Q als gemeinsamen Faktor enthalten, so daß also 

a^a'Q, h = VQ, ... 

ist. 

Es sei . , n 

p\-\- V pi-^- c' px ^2 + • • » 

also ^ , 

yj = Qy/. 

Dann ist 

i (P,6q/ Pi + + 


mit 


= (ü'xpi-\- 0)2 p 2 

1 Sa: ,_JL^ 
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also 


fl V ^ fi 
Ml Ma hi 


(cül fi + co'iP.i)y/. 


Die linke Seite dieser Gleichung ist ganz rational in ^ Pxy p 2 - 

Enthalt aber a' auch q^, so enthält coj auch d oder einen Faktor von a! 
im Nenner. Daher muß yj' entweder a' oder einen Faktor von a! als 
Faktor besitzen. Dies ist aber unvereinbar mit der Voraussetzung, 
daß a\V , ... keinen gemeinsamen Faktor besitzen. Daher kann d 
nicht g'i enthalten, d. h. co{ ist Null Entsprechend folgt, daß co^ gleich 
Null ist. 

So ist 

_ i 

daher 

S d 


Die zweite Möghchkeit der Alternative ist somit auf die erste zurück- 
gefuhrt; d. h. die letzte Gleichung gilt m jedem Fall. 

Endlich läßt sich allgemein zeigen, daß 


ist. Wir dürfen also schreiben 


1 dR 


WO R eine rationale Funktion von q^, 5^0 ist. 

So erhalten wir 

C0ifi + <0,p, + . . . + = 

^ \ 8R dqr 

-'^Rd^,~di 


oder 

\ d cp 1 dR 
cp dt R dt^ 

daher 

= konst. 

R 


(p läßt sich demnach durch Multiplikation mit einer geeigneten 
rationalen Funktion, nämlich i/R, in eine Konstante überfuhren, womit 
die Behauptung bewiesen ist. 
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Tntt s in den Gliedern (p^ von G-^ und nicht auf, so können wir 
also Gl und durch Multiplikation mit passend gewählten rationalen 
Funktionen von • • • > ?8 ^ Integrale verwandeln. Daher er- 

halten wir, wenn sich noch nachweisen läßt, daß die Glieder (Pq von Gj 
und G2 die Größe s nicht enthalten, den Satz, daß jedes algebraische 
Integral des Dreikörperproblems sich zusanunensetzen läßt aus Inte- 
gralen, die Polynome in p-yj p^» . - • » ^ s rational in qy, ^2* • ■ • * 3 'e» ^ 
sind. 


7. Nachweis, daß <Po die Irrationalität s nicht enthält. 

Die obige Untersuchung berücksichtigt nicht den Fall, daß s in 
(Pq enthalten ist. Wir werden aber nun nachweisen, daß keine reelle 
Funktion (Pq, die einer Gleichung 

2 ^ = {^iPi+ • • + ^0 Pe) 9^0 

■j“ vqj. 


genügt, s enthalten kann, daß also die Funktionen (pQ unseres Problems 
s nicht enthalten, so daß das vorstehende Ergebnis ganz allgemein gilt. 

Wir nehmen an, es gäbe eine Funktion <Pq, die s enthält und der 
obigen Differentialgleichung genügt. Werden die acht verschiedenen 
Werte von s nacheinander in eingesetzt, so nimmt (Pq eine Reihe 
verschiedener Werte an, die wir durch 9^, 9 ?o » • • • bezeichnen wollen ; 
sie genügen Gleichungen der Form 






WO (o\ . , . die Werte von co sind, die durch Substitution der den 

Werten entsprechenden s- Werte entstehen. 

Dann haben wir 

1 = y Pr( 1 M I \ 

= a}' + cü"+. . 


WO iö eine lineare Funktion von py, p^y , • .»pQ ist, deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von qy, q^y . . . , ge sind. 

Nun ist die Funktion ß nach ihrem Bildungsgesetz rational in 
• • • . ?0 enthält s nicht. Ferner ist sie offenbar ein Poly- 
nom in py, p2, . . . , ^ 0 . Somit lassen sich auf ^ die schon erlangten 
Ergebiusse anwenden, die besagen, daß (wenn 0 mit einer rationalen 
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Funktion von • ••> q^ multipliziert wird) fi gleich Null ist, und 

daß 0 daher der Gleichung genügt 

Prd 0 
ßr Hr 

Für diese partielle Differentialgleichung in 0 mit sechs unabhän- 
gigen Veränderlichen lassen sich fünf unabhängige Losungen sofort 
angeben, nämlich 

g2^1 _ gl ^2 gcj^i _ gl ^6 

Ah fh P'6 



Folglich ist 0 eifie Funktion der Größen 

g2^1 gl Pz ge^l gl ^6 yh ^ ^ 

-JT-T: TT” 'S'- 

allem. 

Nun unterscheiden sich die Faktoren von 0 nur dadurch vonein- 
ander, daß zu ihrer Bildung verschiedene Wurzeln 5 verwandt sind. 
Besteht also ein solcher Zusammenhang zwischen q^, - - . , ?0 , daß 
zwei der Wurzeln s einander gleich werden, so stimmen auch zwei Fak- 
toren von 0 miteinander uberein. Wird ^ = 0 als Gleichung in 
aufgefaßt, so werden also wemgstenS zwei Wurzeln einander gleich. 
Besteht diese Beziehung 

/(?i.9a. =0 


zwischen ?i, ?g, . . so ist daher 0(?>/6^, = Ot und entsprechend 
verschwinden 0<2>/d^g, .... d^fdpg sämtlich. 

Da ^ in p^, p^, ....p^ homogen ist, so ist die Gleichung 


Pi 


60 

6pj_ 


60 

^Pa 


60 


gleichwertig mit 0 = 0. Folghch stellt ^ = 0 kerne von den Glei- 
chungen d0j == 0 , . . . , S0I dpQ = 0 unabhängige Gleichung dar. 

Erteilt man den Veränderlichen, die' der Gleichung ^ = 0 genügen, 
kleine Änderungen, so sind diese letzteren untereinander verbunden 
durch die Gleichung 



Genügen aber ga» • • • > gai • • • > Gleichungen S^J = o, 

so geht diese Gleichung über in 
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Daher muß diese Beziehung zwischen den Änderungen dqr gleichbedeu- 
tend sein mit der Relation . 

Folglich sind die Gleichungen 

öZ/ßg-j ^ ö//c9j ^ ^ g//^gg 

d0Jdq^ d^jdq^ 

Folgerungen aus den Gleichungen = 0 , und, da y, — — — = 0 

ist, erhalten wir für Wertsysteme ^i, , ^e, diesen 

Gleichungen genügen, „ 

yhJL-o 

ikf^rSq, 

0 f o » 

Demnach smd die Gleichungen / = 0 und ^ - ^ — = 0 alge- 

^ oq^ 

braisch aus den Gleichungen dp^ = o ableitbar Nun sind die wirk- 
lichen Werte von , q^ bei dieser algebraischen Elimination be- 

deutungslos. Wir können qr also in allen Gleichungen durch (^f + i^r) 
ersetzen. Daraus ist ersichtlich, daß die Gleichungen 

algebraische Folgerungen aus den Gleichungen 


d t d 


> ' Pli ^e) ^ 


(r = l,2,...,6) 

darstellen. 

Das Ergebnis der Elimination von i zwischen den Gleichungen 
/ (ffi + ^ > • • ’ ~ ® ’ 

\ i“i /*« / 

muß deshalb eine algebraische Kombination der Gleichungen 

>Pi)=o 

(r = -l,2,...,6) 


sein. 
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Eine derartige algebraische Kombination dieser Gleichungen ist nun 

denn sie entsteht dadurch, daß die Gleichungen bezüglich mit . . . , 
multipliziert und addiert werden. Wir weisen nach, daß sie gerade das 
erwähnte Eliminationsresultat darstellt. 

Dieses sei etwa imt W bezeichnet, dann muß die Gleichung 



eine Kombination der Gleichungen 


2 di 


und 




6 0 


sem. 


Da die letztere Gleichung dt enthalt, kann sie offenbar in die Kom- 
bination nicht eingehen, so ist 


dWjdq^ ^dWjdq^ ^ ^BWjdq, 

8fl dq^ df! dq, • • dfl Öye ■ 2. . . . 6). 

Die Übereinstimmung dieser Gleichungen mit den schon gefundenen 
für 0 zeigt, daß die Gleichungen 0 = 0 und W=0 gleichwertig sind. 
Also ist 0 = 0 das Eliminationsresultat der Gleichungen 


+ + = 

Nun lassen sich die Gleichungen /(?i, gg, . . y,) = 0, die Be- 
dingungen dafür, daß die Gleichung für s mehrfache Wurzeln hat, leicht 
angeben. Dieses Ergebms wiederum ermöglicht uns die Auffindung 
aller möghchen Polynome 0 und damit zugleich — durch Zerlegung 
von 0 m Faktoren — aller möghchen Polynome (p^ . 

Die acht Wurzeln s sind die acht Werte des Ausdrucks ± r, ± rg ± r, , 
wo r^, Ti, Zj die gegenseitigen Abstande bedeuten. Daher können wir 
zwa übereinstimmende Wurzeln s als Folge jeder der Gleichungen 

»'1 = 0, rj = 0, >'3 = 0, >'a = ±ra, = ±r^, r, = ±rj, + = 0 

auffassen. 

Die Gleichung >-1 = 0 ergibt 

d + g|-f ^ = 0, 
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und das Eliminationsresultat von 


und 


ist 


dt 


h,,] 

2 

-1- 

^ga + 



^ga + 


= 0 

H'l 1 



/ 

hh 1 



8 

1 + 

^ga + 

ht 

)■+ 

^ga + 

A.n 

= 0 

/“l } 

f 

/«2 


Pa 1 ] 


)(4 

+ 

4 + 

4 ) 

= ( 

^lP\ 1 5^2 ^2 

-bi 




f4) 

V 

Pi 

/^2 



/«a / ■ 


Der in diesem Zusammenhang gewonnene Wert von ^ ist somit 

I / ga^a _ I / ga^i __ gij’a\ ^ 

\Afa /^/ /^/ 

Dieser Ausdruck ist nicht in reelle Faktoren zerlegbar, so daß sich hier 
kein reelles Polynom (p^ ergibt. 

Ein ähnliches Ergebnis kann im Zusammenhang mit den Glei- 
chungen r2 = 0 und ^^3 = 0 abgeleitet werden. 

Wir betrachten nun die Gleichung 

die sich in der Form schreiben läßt- 


g! + d + ^ + (gl g4 + ga g6 + ga g«) + J (gi + ^ + gi) 

= ^ + gi + gS - (gl g4 + ga gt+ g. ga) + J (gf + ^ + gi) 


oder 


2(glg4 + g2g3 + g8ge) 


j»! — Wa 


(gi + ^+gl) = 0. 


Ersetzen wir qr durch (?r + ^ / /Wr) tmd bilden wir die Diskriminante 

der so erhaltenen Gleichung in bezug auf t, so finden wir 


^ — I2 (^^1 + ^2 ^6 + 4_ + 9»)| • 

I “T" ^2 I 

,L/Mi + Ml + Mi\ + f4 + 4 + M 

\ \fh/^i fhf^s ^1 “t~ wij \/Wi A*8/j 

_ I iiPi _j_ g4 j*] _j_ ga^B _j_ ga j’a _|_ ga^a _|_ ga^a 

\ /W 4 Pi Pi Pi Pi Pa 

Wj + mj jMa ^8 jj ' 


Dieser Ausdruck laßt sich mcht m Poljmome <Pq zerlegen, die linear 
in Pt,..., Pi sind. Hier ergeben sich also keine Funktionen qp^ . 

Ähnlich läßt sich nachweisen, daß in Verbindung mit den Glei- 
chungen »'s = ±>”1. ^'i = ±>'8 keine Polynome hervorgehen können. 
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Endlich lauten die Gleichungen 

^1 + ^2 ± ^3 = 

in rationaler Form 

(»'s — >1 + »i)® - 4iirl = 0 . 

Für = 0 geht dieser Fall in den zuletzt besprochenen über, da 
das Pol 5 niom CP in diesem Spezialfall unzerlegbar war, gilt das gleiche 
für den allgemeinen Fall. 

Es gibt also keine reellen, s enthaltetiden Polynome <Pq, 
Zusammenfassend können wir sagen : Wir haben bisher nachgewiesen, 
daß jedes von t unabhängige algebraische Integral der Differential- 
gleichungen eine algebraische Funktion von Integralen ist, deren 
jedes sich in der Form 

T’o + 9^2 + 9^4 + • ■ 

darstellen laßt, wo ein homogenes Polynom etwa Grades in 
den Veranderhehen f und eine homogene algebraische Funktion etwa 
Z*“ Grades in den Veränderlichen q ist; 9^2 ist ein homogenes Polynom 
{k — 2)*”^ Grades in den Veränderlichen p und eine homogene alge- 
braische Funktion (Z — 1)*®^ Grades in den Veränderlichen q] (p^ ist 
ein homogenes Polynom {k — 4)^®” Grades in den p und eine Funktion 
{I — 2)^®° Grades in den q usw 


8. Nachv^eis, daß die Funktion ip^ nur von den Bewegungsgrößen 
und den Integralen der Momente der Bewegungsgrößen abhängt. 

Wir führen nun den Nachweis, daß ein durch diese Eigenschaften 
gekennzeichnetes Integral eine algebraische Funktion der klassischen 
Integrale ist. 

Ersetzt man in der Gleichung 
d(p ^ 




oder 


V(fei£ + ^||L')_o 

W d-pfl 


<p durch 9»o + 9»2 + V»« + ■ • ■ und setzt die Gheder vom selben Grade 
einander gleich, so ergibt sich 

n= 

4i 

0 = — 
fif Bpf 8qf 


0= j>r , 

dg-r fif epf dqr ’ 


0 = 

■ 
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Die erste dieser Gleichungen ist eine sogleich lösbare lineare par- 
tielle Differentialgleichung für 95^; sie ergibt 

^0 “ /o (-^2^ “^81 • • ■ > -^ö» Pv • • • » P(^ 
mit 

P^ = £! 1 ^_M . . ., 6 ). 

/h Py 

9^2 sei in den Veränderlichen , Pg, . . . , dargestellt 

durch 

9^2 “ /2 (9i> -^2» » -Pö» ^1» • • ' ^ ^e) 

Es ist 

/g I 

^2l fJrfi ) 


oder 


= ^<PifhPr 

Alr^i 


yipr pya _ "V 

i«! i“. ht ■ 

Durch Integration finden wir 

f% = X{Pz>Pz> • • -.-Pe.j!»!. • 

Daher können in jXdq^ keine logarithinischen Glieder enthalten sein, wo 
j^T die durch 

X~ — 

8 qr 

= (^+ 

= - 2 l-— 

Ö-Pr W /Jr } 

definierte Funktion von Pi> • • - spQ bedeutet. 

Bezeichnet 7 die in den Veranderhchen q^^, P2 , . • . , Pt, pi, • 
dargestellte Funktion U, so ist 


Pe> 


8 U Pi SV . . ou av 

Sqr f^SP,^’’ ^ dq^ Sq^ SdPrfir 

Man erkennt, daß diejenigen Glieder von X, die Anlaß zu logarith- 
mischen Gliedern in JXdq^ gehen könnten, lauten' 


du dV 


\SVPr 


r=2 ^ 



. 

U^i 

PrPl 


as 2 
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Daher sind die Glieder, die in logarithmisch sein konnten. 




+2 


r=2 


^/« h ^ 

dPf 


^JqiVdq^. 


Nun ist V die Summe dreier Glieder, deren jedes die Form 
bat. Nehmen wir diese Glieder einzeln, so er- 
halten wir für den transzendenten Teil des letzten Ausdrucks 


r=2 


ö/o i>r 




\ . 2 C -f- 5 

rare sin. 


[B^-AAC)^ 


‘Pr‘P> ^ — arcsin - 

-Z Z dP,^f^p, 2Cf^ - 4AC)i 


u 


r=2 


^ —arcsin 

SPr Prfh 2CY=rC ÖPr (B^ - 4AC)i 


Daher muß für jeden der Bruche {A Bq-^ + C<f^~^ gelten 

cV-^-^-V'V-^ AA 1 gß ö/o j!i, 1 dB ^ 

Ai rHrPi Ai ^Pf f^8pl 2 dPg A 2 ^PtH'tH'I 2 ^Pr 

Nun haben wir für den ersten dieser Bruche, nämlich 
(?i + öl + ^)“*, die Beziehungen 

Ä ^ tpi \ pi\ ^ vt — 1 ß^i'PsPs 

,/ 4 pi , 

Deshalb lautet die erste der drei Gleichungen 

(i^dß.^.dß\ V ^/o Pt ^ ö/a Pr (i4p\ , 

\ lA'Pl/ ^^^PrprPi Zj^dPf [lfpi\fj;^p\ fj^pi) 

/ö/o Atl^2 , ö/o 

\öPo/4^i öPo/^jb,/ 

oder 

'h^foPr ( ^h thh , fhh \ ^ 

I0P3 ^ +5P, j-° 


i 
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oder (da jüL-^ = iU 2 = jUg ist) : 

(A) 




und die Auflösung dieser Gleichung lehrt, daß eine Funktion von 
Pv j^2» •••» pQ» P^^b Pb^if Pi^Q ^6^4 


ist. 


Da die drei Ausdrucke {A + + C^j) lineare Funktionen der 

drei Größen (gf + ?| + ?i), (jig* + + Jg^e). («5 + ^ + ?») 

Sind, können wir sie für den gegenwärtigen Zweck durch diese drei 
Großen ersetzen. Als zweiten Ausdruck (-4 + + C^) wählen 

wir daher etwa {q-^q^ + ^ 2^6 + Ö'sÖ'ö) odei 




’/iPt, 


pi 


f^a 


^g?x 


+ 


Für ihn gilt also 
pPi 


B- 


P'Px 

( f^Ps 

\pi 


pP&Pi 


Piii\(pP» 

piiypi 


\ (f^ , pPigi \ 

>\px^ PPx I 

ppi^x ] 


Px 


IX Px 1 ' 


Px 

PPi 


P\ 

PPiPi 


/PPtPi 

/fx 

ppipi 


f^PjPa I fPP^P» 

I* / i9 

PPi 


n 


p'Px m 


h'Pl 


und die zugehönge Gleichung lautet 


(B) 


^kPiPx- PxP,) + ^ iPzPx - Px P,) 




Als dritten Ausdruck (^ + können wir ^ + ?5 + ^ 

annehmen, es zeigt sich, daß die zugehörige Gleichung mit der Glei- 
chung (A) über einstimmt, also vernachlässigt werden kann. So brau- 
chen wir nur die Gleichungen (A) und (B) zu betrachten; verein- 
fachen wir (B) mit Hilfe von (A), so lassen sie sich in der Form 
schreiben 


P< 


ö/o 


ÖP4 


■Ps 


ö/o 


ÖP. 


* _ n 


{PiPi PxPs) ^PxPa ~~ PxP^ 


-Px[px 


ö/o 


ö/o 


ÖP4 


'dp. 


■Pa 


^Uo 

dPj 
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Diese Gleichungen sind offenbar algebraisch unabhängig, und die 
Jacobischen Existenzbedingungen sind für sie identisch erfüllt, da 
die Koeffizienten der Ableitungen die Größen P nicht ent- 

halten. Die beiden Gleichungen bilden daher ein vollständiges System 
mit fünf unabhängigen Veranderhchen Pg, P3, P4, P^, Pq • Sie müssen 
also 5 ““ 2 = 3 Tinabhangige Integrale besitzen, und jedes weitere 
Integral ist eine Funktion von diesen drei Integralen und ^1, ^2» • ■ ■ > • 

Man venfiziert leicht, daß drei unabhängige Losungen gegeben 
sind durch 

■^2 ^3 -^3 ^2 H" -^6^0“ ^6 > 

■^3 Pl ^9 Pi ^ pQ » 

-^2 + ^ip5~~ ^5pi^ 

oder 

p^Llfi, PiMj^, 

wo 

L == J2 ^8 ^3 ^ a "f" ^5 p 6 ^6 » 

^ ^3 + ^6pi - ^iPa^ 

^ = qip2-q2pl + 9ip5 - %Pi 

ist. Die drei Gleichungen 

L = konst. , M =: konst. , N = konst. 

sind die drei Integrale des Moments der Bewegungsgröße des Systems. 
Damit haben wir gefunden, daß (p^ eine Funktion von L, M, N, 
Al Al - -lA allein ist. 


9. Nachweis, daß Funktion von T, L, Jtf, N ist. 

Da 9?|j als Funktion von • 1 Q'ö 1 Pi* •• - »Pa rational in 

Pij p2> • • -fpß ist, so ist 95 q offenbar eine ganze rationale Funktion der 
Argumente L, M, iV, ^1, ^2 1 • • - > A • Wir setzen 

q^Q = G{L, M, iV, ^1, . . ., ^fl), 

so daß wir haben; 

d(pQ oG dpf dG du 

dt dpr dt ^ ’ 


und die Gleichung für lautet 


•••» Pb, Pi, 



wo Yr die als Funktion von P2, . . - i Pe, A dargestellte 

Große BUjdqr bezeichnet Daher haben wir 
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J pi lö^i \dq^ ^ dP, fij ’’’ /Zj ePa ßp^'^ " ^ fh ^^6 ^PbI ‘ 

_ ,fii 8G f SV . [ SV / ÖG ^ Pr 

- p, dp] J ßq, J ßPr \8p, ^ p, ßpj 

_ lli F -4- V {-— - ^ ^ — f Vda 

~ Pl ~^Px ^ Wr <«r^l SpJ dpj 

^«1 dG f yii ^2 


, / og _ Pi Pt SG \ 'CT 

iri^^Pr PtPi^Px'^ 


l ßB SB SA ^ SA\ 

WiWa (-2A + B ^+ 2 C?i -^j 


(B2_4^C)(^ + B?i+C5i)* 


wo die Summation über die drei Werte des Ausdrucks j4+ B?i+ 
bedeutet. 

Nun können aus % [F ^, . . . , Pe, < • • » ^e) Glieder hervor- 

gehen, die A + Bq^^Ci^ im Nenner enthalten. Daher müssen 
aUe mit dem Ausdruck (A + B?i + Cg5* zu multiplizierenden Glie- 
der den gleichen Charakter wie (Pj haben, d. h. sie müssen als Funk- 
tionen von ?i, ?a> • • '»ffei •••> Pa rational in pi, . . ., pt sein. 
Also ist der Ausdruck 


Ml MiPtSG \ 

Pi ^Pi ^^P^ Mt Pi ^PJ 


.dB 1 . r/,M 

dpr2 äP,+2^ äP,+^^^ÖP, 
B^—4AC 


fh 

Pi 

als Funktion von . . . , j!»«. ?i. • • • > ?6 ganz rational in , Pt- 

Setzen wir zuerst A -f Bji-f Cgf = ^ + gl -f S|. so geht der Aus- 
druck über in 


Fl ^ ^ __ Fl Pr 

Pl ^Pl ^^pT FrPl ^Pl^ 

-p,{u{PI+^)+qiiPiP^+PaPs)}+Pr{M(PiPi+PM+^^^P^^+^^'^^^'^^ 

2 p%'\' ^Pt^t ^ 8 -^s)*} 

oder (wenn ein Faktor p fortgelassen wird) 


j ^ 
Pi ^P 


- _vf— 

’l" ^^Pr Mrpl ^pJ 


■" \"yr yr ri ''rv 

■p,{pi{<& + ?i) - P^M^ - + (?r^i - ^?i) + ^S9.) 

2^i{(?a^i'~ ^a?i)*^" (?8^i~ ^ 


Whittaker, Dynamik. 
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fl ^fl H^9»fl - 9lfi? + {9»fl - 9lfiY + (?3^2 - lifsY} 

_ ~ S ■'■ 

Hiiifi - iifsf + (?8^1 - + (9s^ 2 - Sa/’s)®) ‘ 

Der letzte Bruch stellt ein Polynom in p 2 > • • • > ^6 
Zähler muß also durch den Nenner teilbar sein. 

Nun ist G ein Polynom in L, M, N, so daß also 

^ ^ 

fiifidpi dp^ l^ifi^Pi 

ganze rationale Funktionen in L, M, N sind, wobei ?» 

in X, M, N auftreten. Sie enthalten also entweder überhaupt keine 
Gheder in q^t q^ — tmd dann kann der Nenner kein Teiler des 
Zählers sein — oder sie enthalten von q-^, q^, q^ freie Glieder 
dann kann der Nenner ebenfalls kein Teiler des Zahlers sein. Die 
Bedingung ist also nur zu erfüllen durch die Annahme, daß 

/“l^2 — Q dG firyp2 — Q 

dp^ liiPiBpj_ ’ fHfi^i 


oder 

1 dG 


Wie man schon aus S3nnmetriegrunden erwartet, ergeben die aus 
den anderen Wertsystemen von A, B,C abgeleiteten Bedingungen 


Sfr 


f^Pr 

t^Pl ^Pl 


{»■ = 4,5,6). 


Daher genügt die Funktion G diesen fünf Gleichungen, die offen- 
bar ein vollständiges System von fünf unabhängigen Gleichungen 
mit sechs unabhängigen Veränderlichen büden, deshalb nur eine un- 
abhängige Lösung besitzen. Sie ergibt sich leicht zu 

oder T . 

iTi 


Die Funktion G enthält daher p^, - - • , ^ e vermöge der Funkt%on T ; 

da G ein Polynom in p-^, p^, . . . , ^^t, muß G auch ein Polynom in 
T sein. 


Da (p^ in q-^, q^, . . . , ?0 wie auch in p^, p^, . . - , ^ e homogen ist 
und die Ausdrucke i, M, N alle in q^, . . . , linear sind, wahrend 
T die Veränderlichen q-^, • . . , 5^6 nicht enthält und in p^, . . . , p^ vom 
2. Grade ist, muß T in g?Q offenbar — sofern es darin überhaupt 
enthalten ist — als Faktor auftreten Daher können wir setzen 


(Po = h{L,M,N)T^, 

wo h eine homogene ganze rationale Funktion der Argumente ist. 
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10. Beweis des Brunsschen Satzes für von der Zeit t unabhängige 

Integrale. 

Die Gleichung zur Bestimmung der Funktion lautet 


Es ist aber 


h = x{Pi 


also 


tu dG LU dG BT 


h=^X (P’e P^,h p,)-mh{L,M,N)T^-^U. 

So ergibt sich 

= <Po + <P2 + 94 + • • • 

= k{L, Af, N) [T^— m . . . i -Pe» • • » ^»6)+94+ 9e+ • • • 

Das Integral q) laßt sich daher aus zwei anderen Integralen zu- 
saiximensetzen, nämlich aus 

1 . dem Integral h[L,M,N) (T — das selbst aus den klas- 
sischen Integralen zusammengesetzt ist, und 

2 . dem Integral (p', wo 

9^= 96 + 92 + 94 + • > 

<Po= X{Pi> ■ • •>Pi>Pi> ■ ■ 

^ Ä(L, M, N) r»-* C7* , 


Das Integral <p' bat aber den gleichen Charakter wie q>, abge- 
sehen davon, daß sein höchstes Glied, gsj, in ...,p^ einen um 
zwei Einheiten niedrigeren Grad hat als das höchste Ghed von (p. 
Nun haben wir gezeigt, daß cp sich aus den klassischen Integralen 
und dem Integral cp' zusammensetzen läßt. Ähnlich läßt sich cp' zu- 
sammensetzen aus den klassischen Integralen und einem Integral cp , 
das den nämlichen Charakter wie <p hat, dessen Ordnmg in den Ver- 
änderlichen p aber um vier Einheiten geringer als die Ordnung von 
tp ist. Fahren wir so fort, so erweist sich cp als zusammengesetzt aus 
den klassischen Integralen und einem Integral (pW, das in pi. •■••Pa 
von der Ordnung 1 oder 0 ist. Ist 91^ ya.p^, p^ von der Ord- 
nung 1, so muß in der Gleichung 

offenbar Ä = 0 sein. In diesem Fall setzt sich also 99W aus den 
klassischen Integralen zusammen. Hat dagegen die Funküon cp'-^m 

26* 
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^1, • • . , ^6 die Ordnung 0, so ist sie eine Funktion von . - - , 
allein. Wir haben aber schon gezeigt, daß es solche Integrale nicht 
gibt, (p kann daher immer aus den klassischen Integralen algebraisch 
zusammengesetzt werden. Damit ist der Satz von Bruns bewiesen. 
Jedes d%e Zeit nicht enthaltende algebraische Integral der Differential- 
gleichungen des Dreikörperproblems läßt sich rein algebraisch aus den 
klassischen Integralen zusammensetzen, 

II. Erweiterung des Brunsschen Satzes auf Integrale, die die Zeit 

enthalten. 

Wir gehen nunmehr zur Betrachtung solcher algebraischer Inte- 
grale des Dreikörperproblems über, die die Zeit explizit enthalten. 

Zu diesem Zweck nehmen wir die Bewegungsgleichungen als ein 
System 18 . Ordnung an (§ 155 ); wir haben also Integrale der Form 

/(?1* 5 ^ 2 » • * • > ^0J 'P'li • • • i p 9 > ^ 

zu untersuchen, wo / eine algebraische Funktion der Argumente, 
a eine Konstante ist. 

Die Funktion / ist nicht notwendig rational in den Argumenten. 
Die letzte Gleichung sei in eine rationale Form in bezug auf t ge- 
bracht, so daß sie sich folgendermaßen schreiben laßt: 

(?i> • ■ ■ > ?bj Pi» * • • > p 9 » “ 0 j 

wo die Funktionen cp rational in t und algebraisch m den übrigen 

Argumenten ji, »^9>Pi» •••»^9 sind. Diese Gleichung kann als 

in t irreduzibel angenommen werden, d. h. sie kann nicht in Faktoren 
zerlegt werden, die von niedrigerem Grad in a und in t rational sind. 
Wäre sie reduzibel, so könnte sie durch denjemgen ihrer irreduziblen 
Faktoren ersetzt werden, der der ursprünglichen Gleichung f == a 
entspricht. 

Die Differentiation nach t ergibt 

Nun sind die Größen dcprfdt als Funktionen von q^y - ..,J9, 
P\y • • . , P^i i rationale Funktionen von t . Die ursprunghche Glei- 
chung müßte also in t reduzibel sein, wenn diese letztere Gleichung 
nicht identisch erfüllt wäre. Daher ist 

dcpr 

-^ = 0 

Demnach sind die Größen cpr selbst Integrale. Das Integral f laßt 
sich also zusammensetzen aus anderen Integralen cp, die rationale Funk- 
tionen von t und algebraische Funktionen von q^y . . . , ^9, p^y . . . , ^9 sind. 
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Ein derartiges Integral sei m Faktoren i. Grades in t zerlegt, 
so daß es sich darstellt als 


P{t- <p,)”h (t - 

{t - {t — Vj)’“* ’ 

WO P , q\, 7’2, algebraische Funktionen von q^, q^, 

Pv . • . , />o sind. Da dieser Ausdruck ein Integral ist, so haben wir 

idP Ml f iyA I m (. d(pt\ (, dy>i\ 

p dt t~qpi\ dt — dt) t — y)i\ dt) 


(i 

t — yji\ dt! 


= 0 . 


Werden 


dt ’ 


dcpj^ d<pi dy)-^ 

77 ’ 77 ’ 77 ’ 


dt 


durch ihre Werte 


(P, H), {(p-y, H), ..., (y^iH) ersetzt, so muß diese Gleichimg in eine 
Identität ubergehen. Das ist aber nur möglich, wenn 


dP 

dt~^' 


i_^ = 0 l-^^ = 0 

^ dt ^ ^ dt 


dt dt 


ist, d. h. wenn die Ausdrücke 

sämtlich Integrale sind. Folglich laßt sich 'jedes algebraische Integral 
des Dreikörperproblems, das t enthält, zusammensetzen 

1. aus algebraischen Integralen, die t nicht enthalten, 

2. aus Integralen der Form 

i — (p = konst. , 

wo (f eine algebraische Funktion von . - • , • • • > ^9 

Nun ist bekanntlich 


_ m^qy + Wa q, ^ 

^*1 + ^4 + Pt 

ein Integral. Daher kann jedes algebraische Integral des Problems, 
das t enthält, zusammengesetzt werden aus 

■1. algebraischen Integralen, die t mcht enthalten, 

2. Integralen der Form 

+ m, ?4 + «»3 ?7 ^ konst. , 

^ ^l + ^t + ^7 

wo (p eine algebraische Funktion von q^ 

3. dem klassischen Integral 

m^q-y + Wj ?4 + 7»g 7, 

Px + P^-^ Pt 


?9> Pv • • ' >Pi 


t-- 
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Die Integrale unter (1) und (2) sind jedoch algebraische Integrale, 
die die Zeit nicht enthalten. Mithin sind sie nach dem früher Bewie- 
senen Kombinationen der klassischen Integrale. 

So haben wir endlich bewiesen* Jedes algebraische Integral des 
Dretkörperprohlems, mag es die Zeit enthalten oder nicht, läßt sich aus 
den klassischen Integralen zusammensetzen 

Der Satz von Bruns wurde erweitert durch Painlevö^), der nachwies, daß 
jedes Integral des «-Körperproblems, das die Geschwmdigkeiten algebraisch ent- 
hält, gleichviel ob die Koordinaten algebraisch eingehen oder nicht, eine Kom- 
bmation der klassischen Integrale ist 

§ 165. Der Satz von Pomcar6. 

Wir beweisen nun einen zweiten Satz über die Nichtexistenz ge- 
wisser Integraltypen des Dreikörperproblems, der in mancher Hin- 
sicht ein Analogon zu dem Satz von Bruns darstellt. Er wurde 1889 
von Poincar^^) gefunden. 

1. Die Bewegungsgleichungen des eingeschränkten Dreikörper- 

problems. 

Für das eingeschränkte Dreikör perproblem lassen sich die Be- 
wegungsgleichungen des Planetoiden (§ 162) in der Form schreiben 

m = A 

dt ~ 8f,’ dt ~ dq, ^ 

ist und . . . periodische Funktionen von mit der Periode 

2 7t sind. 

Die Hessesche Determinante 



8m, 

df\ 

8pi8f, 


8m, 

dp^8i>. 



ist offenbar gleich Null; da dieser Umstand beim Beweise des Poin- 
caröschen Satzes hinderlich sein wurde, formen wir die Gleichungen 
derart um, daß die Hessesche Determinante des Systems nicht mehr 
verschwindet. 

1) BulL Astr. Bd 15, S 81. 1898. 

3) Acta Math Bd. 13, S. 259 1890; M4th Nouv. de la Mic Cil Bd. 1, 

S. 233 1892. 
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Wir setzen H = h sei das Energieintegral. Dann ist 


= J- ^ _ i dK 

dt 2h dpj. * dt 2h dq^ 


Wählen wir nun Kj2h als neue Funktion H, so können wir den Dif- 
ferentialgleichungen des eingeschränkten Dreikörperproblems die 
Form geben _ 

dp, _ äH , , 

dt dp,’ dt dq, (>'-'1.2). 


wobei sich H. für genügend kleine Werte fi in eine Potenzreihe nach 
dem Parameter fi entwickeln läßf 


H=H^ + fiH^ + 

wo 

ist , die Hessesche Determinante von Hq nun nicht mehr ver- 
schwindet und Hj, Hß, ... periodische Funktionen von 
der Periode 2n sind. 


2. Formulierung des Satzes von Poincarä, 

Es sei 0 eine Funktion von q-^, p^y At, die eindeutig und 

regulär ist für aUe reellen Werte von und q^y für unterhalb einer 
festen Grenze gelegene Werte und für Werte pi,p^, die einem 
beliebig kleinen Bereich D angehören; ferner sei ^ periodisch in q^ 
mit der Periode 'ln. Unter diesen Bedingungen l^t sich ^ in eine 
Potenzreihe nach ijl entwickeln, etwa in 

wo ^ 0 » ^ 1 » ® 2 > • • • eindeutige anal 5 d:ische Funktionen von q^, pi» p^ 
und periodisch in q^y sind. Der Satz von Poincar6 besagt; Es gibt 
kein Integral des eingeschränkten Dreikörperproblems {mit Ausnahme 
des Jacobischen imd gleichwertiger Integrale) von der Form 

0 = konst. , 

wo 0 eine Funktion der angegebenen Art ist. Der folgende Beweis gilt 
für jedes dynamische Problem, dessen. Bewegungsgleichungen vom 
nämlichen Typ sind wie die Gleichungen des eingeschränkten Drei- 
korperproblems. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 0 == konst. 
ein Integral ist, wird durch das Verschwinden der Poissonschen 
IQammer (H, 0) ausgedrückt, so daß also 


und daher 
ist. 


{■^0> ^o) — 


(H^,0,) + {H,,0^) = O 
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3. Nachweis, daß keine Funktion von Sq ist. 

Wir zeigen zunächst, daß keine Funktion von Hq sein kann. 
Denn angenommen, es bestände eine Relation 0^ = so erhalten 

wir aus der Gleichung Hq = Hq {p-^, p^ durch Auflösung nach p^ 
eine Gleichung der Form p^ = 'ö’(Ho, p^, wo ^ eine eindeutige Funk- 
tion der beiden Argumente ist, wenn ^HjSp^ in dem Bereich D von 
Null verschieden ist. Ersetzen wir pj^ in der Funktion pi, p^ 

durch seinen Wert ??, so erhalten wir eine Gleichung der Gestalt 

^0 (?1. ?a. Pv (?1. ?2. ^0. Pi ) . 

und da eindeutig ist, wird y> eine eindeutige Funktion von 
1i>ii>^ti<Pi’ Nach Voraussetzung hängt aber V' nur von ab; 
folglich ist V' eine eindeutige Funktion von H^, solange die Veränder- 
lichen pi, auf den Bereich D beschränkt sind und dHJöpi in D 
von Null verschieden ist oder, allgemeiner, eine der Ableitungen 
^HJdp^, in D von Null verschieden ist, eine Bedingung, die 

im allgemeinen offenbar erfüllt sein wird. Da y) eine eindeutige 
Funktion ist, stellt die Gleichung y> (H) = konst. ein eindeutiges 
Integral der Differentialgleichungen dar. Damit ist auch 

^ — = konst. 

ein eindeutiges Integral, das sich in eine Potenzreihe nach fi ent- 
wickeln läßt. Überdies ist es durch fi teilbar, da «Pp — v» (ffp) = 0 ist. 
Setzen wir demgemäß: 

so ist = konst. ^ein eindeutiges anal 3 rtisches Integral. Setzen wir 

so ist die Funktion im allgemeinen keine Funktion von . Ist 
sie jedoch eine Funktion von ffp, so wiederholen wir das Verfahren 
und erhalten em drittes eindeutiges analytisches Integral, dessen von 
fl unabhängiger Teil im allgemeinen keine Funktion von ist, usw. 
Offeiibar gelangen wir auf diese Weise endhch zu einem Integral, 
das sich für verschwindendes /x mcht auf eine Funktion von redu- 
ziert, außer wenn eine Funküon von H ist; dann sind aber die 
Integrale ^ und H nicht unabhängig. 

Gibt es also ein eindeutiges analytisches, von H verschiedenes 
totegral 9 , für das aber 0p eine Funktion von Hp ist, so läßt sich aus 
0 stets ein neues Integral von gleichem Charakter ableiten, das sich 
^doch fin versch^dendes ß nicht auf eine Funktion von reduziert . 
Daher können wir von vornherein annehmen, daß 9^ keine Funktion 
von_£rp ist. [f . 
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4. Nachweis, daß d*o die Veränderlichen «i, «ä nicht enthält. 
Enthalt die Funktion Ö'o die Veränderlichen q-^, , so können 

wir als periodische Funktion dieser Veränderlichen in der Form 
schreiben = ^ 

wiiiWa 

wobei Wi, Wa positive oder negative ganze Zahlen sind, f = V — 1 
ist, die Großen -4^ von ^a Abhängen und C den Exponential- 
faktor von bedeutet. enthalt nicht; daher haben wir 

d^Jdqr = ^ > 

771], 

daher geht die Gleichung (Hq , ^q) = ^ 
da diese Gleichung eine Identität ist, so gilt 


Es ist aber 




/ dH. , öJ?o\ „ 

+ SpJ~ 


Daher ist entweder 


Amum^ = 0 oder dHJdp^ + SHJdp^ = 0 . 

Das letztere ist aber nur dann möglich, wenn m^, beide verschwin- 
den, oder wenn die Hessesche Determinante von Hq gleich Null ist, 
was mcht der Fall ist. Folglich sind alle Koeffizienten mit 

Ausnahme von Ao,o gleich Null; enthalt also die Veränderlichen 
q^, q^ nicht. 


5. Nachweis, daß die Existenz eines eindeutigen Integrals mit dem 
Ergebnis von 3, im allgemeinen Fall unverträglich ist. 

Wir betrachten nun die Gleichung 

(^Ti, ^>o) + (^0. ^i) = 0 

oder 

y gHod^i _ 

^'pT Sqr ^ d^r 

Da die Funktionen und in J 2 periodisch sind, gestatten 
sie die Reihenentwicklungen 

Tni.mg ?7li,77Ji 

^ = 2 Cm..»». «* “•**’ = 2 Cm.,»», C . 

mi^mx mit Mi 


410 


XIV. Kapitel Die Sätze von Bruns und Poincar6 


WO Wj, positive oder negative ganze Zahlen und die Koeffizienten 
und nur von abhängig sind. Wir haben dahei 

~Öä~ ^ ^ ^ ^ mg ^ 5 

also geht die Gleichung 


^Pr Hr Hr ^<lr 

Über in 


Wi.mi >=1 TWijOTa r=l "**' 


oder (da diese Gleichung eine Identität ist) in 






( 3^0 


n / ^^0 , 







Diese Gleichung gilt für alle Werte p-^y p^\ daher ist für Werte 
von p^y p^y die der Gleichung 


m- 


BH. 


genügen, entweder 

Bmufrii = 0 


oder 




, Ö<5„ 


Wir sagen, daß der Koeffizient B^ „^^ säkular wird, wenn p^y p^ 
Werte annehmen, für die Wj dH^ / dp^^ + BHq jdp^ — O wird. 

Da die Funktion E gegeben ist, sind die Koeffizienten 
gegeben. In dem durch Differentialgleichungen der betrachteten Art 
dargestellten allgemeinen Fall dynamischer Systeme verschwindet 
keiner der Koeffizienten, wenn er sakular wird. Diesen Fall betrach- 
ten wir zuerst. Die Gleichung 


m- 


80. 




^ ^^0 -n 

■ rft/Q ^ 0 


SP2 


ist dann eine Folge der Gleichung ep^ = Q. 

Nun seien ky, ä, zwei ganze Zahlen. Wir erteilen fy und 
solche Werte, daß die Gleichung 

1 dHo _ 1 dfln 

ky Bpy ks Bpy 

gilt. Dann lassen sich unendlich viele Paare ganzer Zahlen nty, be- 
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stimmeii, so daß + ^ 2^2 = ^ ist. Fur jedes dieser Systeme 
ganzer Zahlen ist m-^dH^ldp^ + = 0; folglich ist auch 






^^0 „ 

Wa = 0 . 


Der Vergleich dieser beiden Gleichungen lehrt, daß 

dHjdp^^dHjep^ 

d0jdp^ d^jep, 

ist. Die Jacobische Determinante d(HQ, 0,,) lö{p^, p%) ist also gleich 
Null für alle Werte pi, p^, für die 8HJ dpi und dEJ dpi m rationalem 
Verhältnis stehen. Folglich gibt es in jedem noch so kleinen Bereich 
unendhch viele Wertsysteme p^, fur die die Jacobische Deter- 
minante verschwindet; da sie aber eine stetige Funktion ist, muß 
sie identisch Null sein, d. h. <?□ ist eine Funktion von Hq- ®a-S wider- 
spricht aber dem Ergebnis von 3-; daher muß die grundlegende An- 
nahme über die Existenz des Integrals 0 irrig sein, d. h. die Hamilton- 
schen Gleichungen haben außer E = h kein eindeutiges analytisches 
Integral, vorausgesetzt daß keiner der Koeffizienten ver- 

schwindet, wenn er säkular wird. 


6. Aufhebung der Beschränkungen fur die Koeffizienten -ßwf.OTI** 

Es bleibt nun noch der Fall zu untersuchen, daß wenigstens ein 
Koeffizient verschwindet, wenn er säkular wird. Wir bezeich- 
nen zwei Paare von Indizes W 2 ), als zur selben Klasse 

gehörig, wenn sie der Relation genügen* dann sollen 

auch die Koeffizienten und als zur selben Klasse ge- 

hörig bezeichnet werden. 

Wir beweisen zunächst, daß das Ergebnis von 5- über das Nicht- 
vorhandensein eines eindeutigen Integrals auch dann gilt, wenn in 
jeder Klasse mindestens etn Koeffizient enthalten ist, der 

nicht verschwindet, wenn er säkular wird. — Wir nehmen an, der 
Koeffizient sei gleich Null, aber der Koeffizient 

gleich Null. Für Werte von p^, für die dpi + m^dH^j dp^ 

verschwindet, ist dpi ^ folglich 


+ -0 = 


80, 

^Pz 


B. 


ffll, 7?^g 




60^ 

epj_ 




obgleich die Relation ö ^0 / ^ ^0 / ^ ersten 

dieser Gleichungen nicht geschlossen werden kann, läßt sie sich doch 
aus der zweiten folgern. Sonst verläuft der Beweis ganz wie in 5* 
Nun wird eine Klasse durch das Verhältnis der Indizes Wi/Wa 
vollständig bestimmt. Es sei ^ eine rationale Zahl und C die Klasse 
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der Indizes, für die = X ist. Wir sagen kurz, daß die Klasse C 

zu einem gegebenen Bereich gehört oder in diesem Bereich liegt, 
wenn sich in dem Bereich ein Wertsystem p^ finden läßt, für das 


dj^ 

ep^ Bp 


Wir beweisen, daß der Satz auch dann noch gilt, wenn es in jedem 
noch so kleinen Teilbereich d von D unendlich viele Klassen gibt, 
für die nicht alle Koeffizienten verschwinden, wenn sie sakular werden. 
Es sei nämlich p^, p 2 ein Wert System derart, daß 


8_H, ^ 

Bp^ Bp 


ist, und es werde angenommen, X sei rational und für die zu diesem 
Wert X gehörige Klasse verschwinden nicht sämtliche Koeffizienten, 
wenn sie sakular werden. Dann lassen sich die früheren Überlegun- 
gen auf dieses Wertsystem anwenden; für diese Werte px,p% ist also 
die Jacobische Determinante B{H^,0^IB{p-yyp^ gleich Null. Nach 
Voraussetzung gibt es aber für jeden m D enthaltenen, noch so kleinen 
Bereich d unendlich viele derartige Wertsysteme von pi,p^- Folg- 
lich verschwindet die Jacobische Determinante m allen Punkten 
von D, und 0^ ist eine Funktion von Hq . Es gibt also auch in diesem 
Falle kein von H verschiedenes eindeutiges Integral. 


7. Beweis des Satzes von Poincar4. 

In den vier voraufgehenden Abschnitten haben wir Gleichungen 
vom Tj^p 

^ m 

di~ dp/ dt ~ Öq, 
untersucht, wo H die Gestalt hat 

und die Hessesche Determinante von Hq in bezug auf p^^, p^ mcht 
verschwindet, Eq die Veränderhchen nicht enthalt und Hj, Hg, . . . 
periodische Funktionen von q-y^ q^ sind. Wir haben dann nachge- 
wiesen, daß kein von dem Energieintegral verschiedenes Integral 
existiert, das eindeutig und regulär für alle reellen Werte q^ und 
für Werte ^ unter einer bestimmten Schranke und für Werte p^ 
ist, die einen Bereich D bilden. Dabei wird vorausgesetzt, daß in 
]edem noch so kleinen Teilbereich von D unendlich viele Quotienten 
vorhanden sind, für die nicht alle entsprechenden Koeffizienten 
verschwinden, wenn sie säkular werden. 
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Dieses Ergebnis laßt sich unmittelbar auf das eingeschränkte 
Dreikorperproblem anwenden; denn wir haben m 1. gesehen, daß die 
Bewegungsgleichungen dieses Problems von der obigen Art sind, und 
bei der Bestimmung der Funktion durch eine wirkliche Reihen- 
entwicklung zeigt sich, daß die letzte Bedingung auch erfüllt ist. 
Damit ist der Satz von Poincari bewiesen. 

Der Satz von Poincar6 stellt das NicTitvorliandensem von Integralen fest, 
die eindeutig m bezug auf die Keplerscken Veränderltc?ten sind, worin die Ein- 
deutigkeit m der Umgebung aller Bahnkurven mit einbegriffen ist, die eme gemem- 
same oskuherende Elhpse besitzen Damit ist aber mcht die Existenz von Inte- 
gralen ausgeschlossen, die in Bereichen anderer Art emdeutig sind Vgl Levi- 
Civita* Acta Math Bd 30, S 305 1905 

Pomcar6 hat den Satz auf das allgemeine Dreikörperproblem ausgedehnt. 
Vgl. MHh. Nouv de la Mhc. Ctl Bd 1, S 253, auch Painlevfe hat ihn erweitert. 
Campt Rend Bd. 130, S 1699 1900 


Fünfzehntes Kapitel. 

Allgemeine Theorie der Bahnkurven. 

§ 166. Einleitung. 

Wir untersuchen nunmehr allgemem Gestalt und Charakter der 
Bahnkurven dynamischer S 5 ^teme. Um der Einfachheit willen be- 
trachten wir in diesem Kapitel hauptsachhch die Bewegung eines 
Massenpunktes in einer Ebene unter der Einwirkung konservativer 
Kräfte. Doch lassen sich viele der Ergebmsse unmittelbar auf all- 
gemeinere dynamische Systeme übertragen. 

In § 104 haben wir schon darauf hingewiesen, daß die Bestimmung 
der Bewegung eines Massenpunktes mit zwei Freiheitsgraden unter der 
■V\drkung konservativer Kräfte sich auf das Problem zurückfuhren läßt, 
die geodätischen Limen einer Fläche mit gegebenem Bogenelement zu 
bestimmen. Eine Darstellung der Eigenschaften geodätischer Limen 
scheint daher wohl in den Rahmen unserer Untersuchungen zu gehören. 
Jedoch haben manche der Eigenschaften für unseren gegenwärtigen 
Zweck keine Bedeutung. Da überdies eine vollständige Theorie der 
geodätischen Linien m zahlreichen Lehrbüchern der Differentialgeo- 
metrie enthalten ist, beschranken wir uns hier auf Sätze, die von all- 
gemeinem Interesse für die Dynamik sind. 

Die wichtigsten bisher erlangten Ergebnisse betreffen periodische 
Bahnkurven (§§ 167—171), die Stabilität emer gegebenen (insbesondere 
periodischen) Bahnkurve ba kleinen Verrückungen aus ihr (§§ 172 
bis 176) und die Stabilität emer gegebenen Bahnkurvenscihar in bezug 
auf die Zeit, d. h. die Frage, wie weit die Bahnkurven im Verlauf eines 
langen Zeitabschnitts ihren allgemeinen Charakter bewahren (§§ 177 
bis 179). 


§ 167. Periodische Losungen. 

In den letzten Jahren hat man mit besonderem Interesse die spe- 
ziellen Bewegungsformen derjemgen dynamischen Systeme untersucht, 
bei denen die gleiche Konfiguration sich nach regelmäßigen Zeitabschnit- 
ten wiederholt, die Bewegung also rein penodisch ist. Diese Bewegungs- 
formen werden als 'periodische Losungen bezeichnet. Von periodischer 
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§ 16S Poincar^s Normalkoordmaten für peiiodische Bahnkurven 

Losung spricht man auch dann, wenn eine relative, nicht eine absolute 
Konfiguration sich periodisch wiederholt , im Dreikorperproblem z. B. 
li eifit eine Losung periodisch, wenn die gegenseitigen Entfernungen der 
Körper periodische Funktionen der Zeit sind, obwohl die Körper zu 
Ende des Zeitabschnitts nicht notwendig die gleiche Lage im Raum 
zu haben brauchen wie zu Anfang. 

Bei der Bewegung eines Massenpunktes in einer Ebene oder auf 
einer ruhenden glatten Fläche unter der Einwirkung konservativer 
Kräfte wird es offenbar in der Umgebung jeder stabilen Gleichgewichts- 
lage des Massenpunktes eine Schar periodischer Bahnkurven geben, 
nämlich die den Normalschwingungen des Massenpunktes um diese 
Gleichgewichtslage entsprechenden Bahnen. Für eine labile Gleich- 
gewichtslage können die Perioden beider Arten von Normalschwingungen 
imaginär sein, so daß es in der Umgebung keine periodischen Bahn- 
kurven gibt, oder die Periode einer der Normalschwingungen kann reell 
sein, so daß diese reellen Normalschwingungen eine Schar periodischer 
Bahnkurven ergeben. Letztere sind jedoch offenbar labil, wahrend die 
Bahnkurven in der Umgebung einer stabilen Gleichgewichtslage stabil sind. 

§ 168. Poincarfes Normalkoordinaten für eine bekannte 
periodische Bahnkurve. 

Die Definitionsgleichungen einer periodischen Bahnkurve stellen 
sich am bequemsten in einer von Poincar^^) angegebenen Form dar. 

Die Bewegung des betrachteten dynamischen Systems sei definiert 
durch die Gleichungen 

^ ^ . . 

dt~8p/ dt ~ 8qr 

wo die Funktion H die Zeit t mcht explizit enthalt; 

seien die Definitionsgleichungen einer bekannten periodischen Bahn- 
kurve dieses Systems. Offenbar beschränken wir die Allgemeinheit 
nicht durch die Annahme, daß die Veränderhchen pi nach dem 
Ablauf einer Penode zu ihren Anfangswerten zuriickkehren, walirend 
p 2 27ü gewachsen ist. 

Aus diesen Gleichungen laßt sich t eliminieren, das Ergebnis der 
Elimination werde dargestellt in der Form 

?i = “^1 (^2) f Ö'2 ~ ^2 (^2) * “ ^3 (^ 2 ) f 

so daß die Funktionen 'ö’ 2 , Periode 2 7t besitzen^). 

MSth. Nouv. da la Mic. CSl Bd. 2, S. 369- 

*) Die Funktionell ^ 1 , ^ 2 , werden nur dann eindeutig, wenn dauernd 
zu- oder abnimmt; doch läßt sich dies im allgemeinen durch eine vorher- 
gehende Transformation erreichen. 
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Wir unterwerfen das System 
definiert ist durch 



der Berührungstransformation, die 


^ dW 

~SQr 


{r = i.2) 


mit 

+ QiPi + iP^) - Qi^z (^ 2 ) + iPi) - iPi) ■ 


Diese Transformationsgleichungen lassen sich in der Form schreiben 


Ql — ?i '*^1 (^2) > 

Ö2 = ?2 ^*^2 (^2) + {^1 “ *^1 {P2)} 

^l~ Pl '*^8 2) * 




^ (^2) 

^1>2 


^2 ” p2 

In den neuen Veränderlichen lauten die Bewegungsgleichungen des 
dynamischen Systems 


dt dPf* dt 8Qr 


{r=l,2) 


Aus den obigen Transformationsgleichungen geht hervor, daß die perio- 
dische Losung nun dargestellt wird durch die Gleichung 


öi = 0, 02 = 0, Pi==0, P^ = yj^{t), 


Diese Form der Bahngleichungen wird als die Poincardscke Normalform 
bezeichnet. 


§ 169. Ein Kriterium zur Auffindung periodischer 
Bahnkurven. 

Wir zeigen nun, daß sich die Existenz und Lage periodischer Bahn- 
kurven mit Hilfe emes Analogons derjenigen Satze untersuchen laßt^), 
die die Lage der Wurzeln einer algebraischen Gleichung auf Grund 
der Vorzeichen von Ausdrücken bestimmen, die aus der Gleichung ent- 
nommen werden. Zur Vereinfachung nehmen wir als dynamisches Pro- 
blem die Bewegung eines Punktes der Masse 1 in einer Ebene unter der 
Einwirkung konservativer Kräfte; das Ergebms läßt sich ohne Schwie- 
rigkeit auf allgemeinere Systeme übertragen^). 

Es seien x, y die auf beliebige feste rechtwinklige Achsen in der 

Whittaker. MorUhly Nottces R, A S. Bd 62, S. 186. 1902 Vgl. 
A. Sxgnonm. Rend, d, Lxnc6%'Q^. 21, S 36 1912; Rand d. Palermo Bd. 33j S I87. 
1912, L. ToneUi* Rend. d. Ltncet Bd 21, S. 251, 332. 1912. 

*) Zur Übertragung auf das eingescliränkte Dreikörperproblem vgl Monthly 
Noticas R, A S Bd 62, S. 346. 1902. 
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Ebene bezogene Koordinaten des Massenpunktes zur Zeit t, und V{x, y) 
sei die potentielle Energie, so daß die Energiegleichung lautet 

+ + V{x,y)^h, 

wo h die Energiekonstante ist. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung des Massenpunktes bil- 
den ein System 4. Ordnung; ihre allgemeine Lösung enthält folghch 
vier willkürliche Konstanten. Eine dieser Konstanten jedoch tntt 
rein additiv zu t, bestimmt also den Beginn der Zeitrechnung auf der 
Bahnkurve; es gibt daher in Wirkhchkeit nur oo® verschiedene Bahn- 
kurven. Faßt man die Bahnkurven mit demselben Wert der Energie- 
konstanten h zusammen, so ordnet sich die dreifach unendliche Mannig- 
faltigkeit von Bahnkurven in ein einfach unendliches System zweifach 
unendlicher Kurvenscharen. Eine derartige zweifach unendhche Schar 
kann anal 3 rtisch mit Hilfe des Prinzips der kleinsten Wirkung (§ 100) 
definiert werden, das besagt, daß die Bahnkurve zwischen zwei gegebenen 
Punkten [x^^y^ und {x^.y-^ die Eigenschaft hat, dem Integral 

j{h — V{x,y)y {{dxY + (rfy)®>* 

einen stationären Wert im Vergleich mit anderen Kurven zwischen den 
Endpunkten y^ und {x^^, y-^ zu erteilen^). 

Wir betrachten eine einfache geschlossene Kurve C in der x-y-Ehene 
und zeichnen eine zweite C umschließende und sich nur wenig von ihr 
unterscheidende einfache geschlossene Kurve C^ Die Kurve C' möge 
definiert werden durch eine Gleichung der Form 

di) = (p{y); 

dabd ist dp der auf der von C nach außen gerichteten Normalen ge- 
messene und daher stets positive Abstand der Kurven C und C', y die 
Neigung der Normalen gegen die :u-Achse. Ist dann I der Wert des 
über die Kurve C erstreckten Integrals 

J{h—V {x, y))* {dx^-\-d 

7 4- (5/ der Wert des über die Kurve C' erstreckten Integrals (so daß 
also <31 den Zuwachs heim Übergang von C zu C' bedeutet), so haben wir 

dl=j{dx^+ dy^yd{h - V{x, y)y + J{h- V{x, y))* d{dx^ + dy^y . 

Nun ist aber 

4 {h - V(x. y)y = - I {Ä - V{x, y)}-i (^^dx+^dy) 

= - 7 <* - y)>'* -f |^sin>) dp 

Nach Painlev6. Journal de math, (4) Bd 10. 1894, bezeichnet man eine 
Schar von Bahnkurven mit der gleichen Energiekonstanten häufig als natürliche 
Schar. 


Whittaker, Dynamik. 
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und 


«5 {dx^ + dy^}i = 6p‘dy = ^{dx^ + dy^}i , 

Q 


wo Q den Krümmungsradius der Kurve C im Punkt (x, y) bedeutet. 

Demnach erhalten wir 

.r [{dx^^dy^y {h-^V{x,y) 1 dV \ 

e - T™>' 

Diese Gleichung lehrt, daß &I negativ ist, wenn die Große 
h-V{x,y) \ dV \ öV 

— -rQOsy-z 

Q 2 Sx 2 ' By 

in allen Punkten von C negativ ist. Das Integral I wird also kleiner, 
wenn an Stelle von C irgend eine C umschließende Nachbarkurve als 
Integrationsweg gewählt wird. 

Angenommen, es laßt sich eine einfache geschlossene C umgebende 
Kurve D finden, in deren samthchen Punkten die Große 

i ( dF . dF\ 

-- 2 l“*»' &+=■">' 

positiv ist ; dann können wir in gleicher Weise zeigen, daß das Integral 
I kleiner wird, wenn an Stelle von D irgend eine einfache geschlossene, 
von D umschlossene Nachbarkurve zum Integrationsweg gemacht wird. 

Betrachten wir also die Gesamtheit der einfachen geschlossenen 
Kurven in dem durch C und D begrenzten nngfomugen Bereich — in 
dem keine Singularität der Funktion V(x, y) enthalten sein möge — , 
so kann die den kleinsten Wert von I ergebende Kurve offenbar weder 
C oder D sein noch mit C oder D stückweise zusammenfaUen. Unter 
den einfachen geschlossenen Kurven der Gesamtheit gibt es daher eine 
oder mehrere Kurven K, für die I einen kleineren Wert annimmt als 
für alle übrigen Kurven der Gesamtheit. Da K mit C oder D nicht 
stuclcweise zusammenfaUt, gehören alle Nachbarkurven von K der 
Gesamtheit an; K ergibt also einen stationären Wert von I im Ver- 
gleich mit allen Nachbarkurven, ist demnach eine Bahnkurve des dyna- 
mischen Systems. Damit haben wir den Satz bewiesen: Begrenzen zwei 
geschlossene Kurven ein ringförmiges Gebtä, und %st die Größe 
h-V{x,y) i 8V \ . BV 

negativ in allen Punkten der inneren , 'positiv in allen Punkten der äußeren 
Randkurve, so liegt in dem ringförmigen Bereich eine zu dem Wert h 
der Energiekonstanten gehörige periodische Bahnkurve des dynamischen 
Systems, Die Größe 


h-V(x,y) \ 


BV 


BV 
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laßt sich für alle Punkte der Kurven C und D unmittelbar berechnen, 
da sie nur von der potentiellen Energie und den Kurven selbst abhangt ; 
der Satz ermöglicht also unter Umständen, das Vorhandensein perio- 
discher Bahnkurven zu behaupten. 


§ 170. Lagranges drei Massenpunkte. 

Wir behandeln nun insbesondere eimge penodische Losungen des 
Dreikorperproblems. 

Eine wertvoUe ZusammensteUung von Sätzen über Scharen periodischer 
Bahnkurven des eingeschränkten Dreikörperproblems gibt F. R. Monlton: Ptoc, 
Internat Cong, of Math Cambridge Bd. 2, S 182. 1912 

Die Beziehungen periodischer Bahnen zu den Stoßbahnen, bei denen zwei 
der Körper in einem Zeitpunkt die gleiche Lage einnehmen, untersucht Moulton: 
Proc. L. M S. (2) Bd. 11, S. 367- 1912 

Eine Klasse nicht-ebener periodischer Bahnkurven des Dreikörperproblems 
behandelt Pavanini: Annah di Mat (3) Bd. 13. S. 179. 1906. 

Wir nehmen die Bewegungsgleichungen des Problems in der in 
§ 160 hergeleiteten reduzierten Form und fragen zunächst, ob sie eine 
partikuläre Losung besitzen, bei der die gegenseitigen Entfernungen 
der Körper während der ganzen Bewegung invariant sind. 

Die gegenseitigen Entfernungen sind 


|jS + 2 

»»1 -f- V 




sm ^3 sin 


\ I “l* 

V' 


ki — pl — j? . \ JM? Ai 

COSJ.COS},- + 

Daraus folgt, daß für die betrachtete partikuläre Losung die Größen 


Ja, cosjgCOSj4 — 


2 p,P^ 


sin Ja sin J4 


und folglich die Funktionen U, dUldq^, dXJjdq^j wo = 
ist, konstant sein müssen. 

Die Gleichungen 




lehren, daß p^ ständig Null, die Gleichungen 

0 = ^ 3 = - 


ö?i fJ-Vi 


daß ^3, ^4 konstant sein müssen. 
Überdies zeigen die Gleichungen 

BH 


dH _ p\ du 


27* 


0=^4 


dH 

dq,' 
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daß die Ausdrücke 

-[cosq.cosq,- smq.smq,) , 

-^\cosq,cosq,- smq,smq,j 

Null sind. Daher haben wir 


plj^pl — kz 

tg^BCtg?4 = Ctg^3tg^4 = ^ ^ 

2p3 

also 

i>l-vp\-k^ = ±2p^p^ 

oder 


Diese Gleichung läßt erkennen, daß die Ebenen der momentanen Be- 
wegung der Körper und fi' mit der Ebene durch diese Körper und 
den Ursprung zusammenfallen; mit anderen Worten: und fJif bewegen 
sich in einer Ebene ; demnach findet auch die Bewegung von Wi, 
in einer Ebene statt. 

Nehmen wir an, daß der Schwerpunkt 0 des Systems ruht, so folgt 
also, daß die Massenpunkte Wj, die mit P, Q, R bezeichnet seien, 

Kreisbahnen um 0 beschreiben. Wir haben nun noch zu untersuchen, 
ob eme derartige Bewegung moghch ist. 

Notwendig erfüllt sein muß offenbar die Bedingung, daß die resul- 
tierende Anziehung zweier Massenpunkte auf den dritten in die Ver- 
bmdungsgerade des dritten imt dem Schwerpunkt fallt. Das ist einmal 
der Fall, wenn die drei Massenpunkte in einer Geraden hegen. Tun sie 
dies mcht, so ergibt die Bedingung: 




sin PR 0 = 


w 


smQRO 


und zwei entsprechende Gleichungen. 

Da aber 0 der Schwerpunkt des Systems ist, so gilt 

m^srnPRO __ sinQPR _ QR 
WgSinQPO sinP^^P ^ PP * 

Aus dieser und der vorangehenden Gleichung folgt PP = QR; ähnlich 
ergibt sich PP = PQ'. 

Die Körper müssen also entweder auf einer Geraden liegen oder ein 
gleichzeitiges Dreieck bilden. 

Wir betrachten zunächst den ersten Fall, a^ «g» seien die in 
derselben Richtung positiv gerechneten Abstande der Körper von dem 
Schwerpunkt. Ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit können wir an- 


§170 Lagranges drei Massenpunkte. 


421 


nehmen, daß < Äg < ist. Da die auf P wirkende Kraft einer 
Kreisbewegung um 0 entsprechen muß, ist 

n^(h= — m^ (^2 ^i)'^ - ^8 («3 — «i) 

wo n die Winkelgeschwindigkeit der Geraden PQR bedeutet, ent- 
sprechend ergibt sich 

Wg (fljg — «a) % (^2 “ ^1) 

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar 
Wi {(1 + Ä)3 - 1 >' + Wg (1 + Ä)2 (^3 - 1 ) + mg {^3 - (1 L Ä)8) = 0 , 

wo k den Quotienten [a^ — “ ^ 1 ) bedeutet. 

Dies ist eine Gleichung fünften Grades in k mit reellen Koeffi- 
zienten. Da die hnke Seite der Gleichung für k=0 negativ, für 
^ = + 00 positiv ist, besitzt sie mindestens eine posiüve reelle Wurzel. 
Eine derartige Wurzel bestimmt eindeutig reelle Werte der Verhält- 
nisse * «2 ' ^3 j ^st n gegeben, so lassen sich die Abstände ^ 2 , ßg 
vollständig berechnen Es gibt also unendlich viele Losungen des Drei- 
körperproblems, bei denen die Körper in konstanten Abständen auf einer 
Geraden verharren] die Gerade rotiert gleichförmig] ist ihre Winkelgeschwin" 
äigkeit (willkürlich) vorgegeben ^ so sind die gegenseitigen Abstande der 
Körper dadurch bestimmt 

Nun betrachten wir den Fall, daß die Körper em gleichseitiges 
Dreieck mit der Seitenlange a und der Wmkelgeschwmdigkeit n bdden. 
Da die auf m^ wirkende Kraft emer Kreisbewegung um 0 entspricht, so ist 

^cos PRO -^^cosQRO - n^OR . 

(P fl“ 


Diese Bedingung reduziert sich auf 


Wj + + ms = «®fl“- 

Auf dieselbe Beziehung fuhren die Bedingungen für die Bewegung 
von Q und R. Daher ist eine Bewegung dieser Art mögüA, wem n 
und « durch diese Beziehung verbunden sind. Es giU somit une^hch 
viele Losungen des Dreihorferprohlems, bei denen das von den Körpern 
gebildete Dreieck gleichseitig und von konstanter Größe bleibt und in der 
Ebene der BeUiegimg gleichförmig rotiert; aus der willkürlich vorzu^emm 
Winkelgeschwindigkeit der Rotation bestimmt sich die Größe des Dreiecks. 

Man bezeichnet diese beiden besonderen Bewegungsfomien ^s 
die der Lagrangeschen kollinearen bzw. äquidistanten Massenpunkte ). 


1) Lagrange fa^d sie 1772: de Lagrange Bd VI, S 229 2« Literato 

über die S^eLnng dieser Ergebni^e auf ^ ^ 

Artikel des Verfassers m der Enzyklopädie d. math. q 

Neben den dort erwähnten Abhandlungen seien noch g^^t E. O I^vett. 
Annah dt Mai (3) Bd 11. S 1 1904. W. R. Lcnglj- 

Bd. 13. S 324. 1907, F. R Moulton- Annals of Maih, Bd. 12. S 1. 1910 
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Langer als ein Jahrhundert legte man der Lagrangeschen Ent- 
deckung nur theoretische Bedeutung bei. 1906 fand man jedoch, 
daß ein neuer kleiner Planet, 588 Achilles, einen ebenso großen mitt- 
leren Abstand hat wie Jupiter. In der Tat heß sich nachweisen, 
daß Sonne, Jupiter und Achilles wenigstens angenähert ein Beispiel 
für die Lagrangesche gleichseitige Dreieckskonfiguration bilden. Kurz 
darauf erfolgte die Entdeckung von drei weiteren Asteroiden, 617 Pa- 
troklus, 624 Rektor, 659 Nestor, für die das gleiche güt^). Von dieser 
,, Trojaner-Gruppe" hat Patroklus die Lange — 60°, wahrend die drei 
anderen die Länge 4 - 60 ° haben, von Jupiter aus gemessen. 

Aufgabe^ Man zeige, daß es partikuläre Lösungen des Dreikörperproblems 
gibt, bei denen die Körper immer kolhnear oder immer äqmdistant smd, obwohl 
die gegenseitigen Entfernungen mcht konstant, sondern periodische Funktionen 
der Zeit sind. 

Sie sind offenbar periodische Lösungen des Problems und enthalten die 
Lagrangeschen Massenpunkte als Grenzfälle 

§ 171. Die Stabilität der Lagrangeschen Massenpunkte; 
benachbarte periodische Bahnen. 

In § 1 67 haben wir bemerkt, daß es in der Umgebung einer jeden stabilen 
Gleichgewichtslage oder stationären Bewegungsform im allgememen eine Schar 
periodischer Lösungen gibt, nämhch die Normalschwmgungen um die Gleich- 
gewichtslage oder den stationären Bewegungszustand Wir folgen diesem Gedanken 
in dem Fall der auf das eingeschränkte Dreikörperproblem angewandten Lagrange- 
schen Dreieckslösung des emgeschränkten Dreikörperproblems und erhalten so 
gewisse Scharen periodischer Bahnkurven des Planetoiden. 

Es seien S und J die Körper endhcher Masse und m^, 0 sei ihr Schwer- 
punkt, n die Wmkelgeschwmdigkeit von SJ\ x^y seien die Koordinaten des Plane- 
toiden P in bezug auf O als Ursprung und 0/ als Achse. Die Bewegungsglei- 
chungen des Planetoiden lauten (§ 162) 

dx dK dy dK 

dt du ' dt dv ‘ dt dx * dt dy ' 

wo 

K= J (ti® v^) n(uy — V x) ^ mJSP— mJJP 

Es seien ä, b die Werte von x, y vo. der betrachteten relativen . Gleich- 
gewichtslage; für den koUinearen Fall gilt dann* ö = 0, für den äquidistanten FaU 
« = — W 2 ) //(wj + Wg)# & = / den Abstand SJ bedeutet, so 

daß (§ 46) 

»^1 + ^2 — ^ 
ist. 

Man sieht leicht, daß u, v in der relativen Gleichgewichtslage die Werte 
«ö bzw na haben. 

Wir setzen 

= a + y=.h-\-t), M = — v=na’\‘(pf 


Vgl. F J. Lmders: Arhiv för Math. Bd 4, Nr 20. I 9 O 8 . 
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wo f, t), <p Mein sein sollen Unter Vernachlässigung eines konstanten Gliedes 
erhalten wir: 


+ +n{1]{^ — S(fJ) —n-[a^ + bTj) 


Entwickeln wir und vemachläßsigen wir dabei Glieder höheren als zweiten 
Grades in den kleinen Größen, so erhalten wir einen Ausdruck für K, mit dessen 
Hilfe sich die Gleichungen für die Schwingungen um die relative Gleich- 
gewichtslage aufstellen lassen Wir betrachten etwa den Fall der Schwmgungen 
um die äquidistante Konfiguration, dann wird 

~ 8 m,) + >?*)- 3 «i (f + - 3 (f - 


Die Bewegungsgleichungen lauten 


£ = „-iE A--iE 
’ e<p' ^ ~ ar 


(p = - 


dK 

d7f * 


Lösen wir diese Gleichungen nach dem un 7 Kapitel angegebenen Verfahren, 
so bestimmt sich die Penode emer Normalschwmgung zu 2jr/yl; dabei ist X eine 
Wurzel der Gleichung 


Xi - „»X» + - Ä®) «« = 0, 


wo Ä 


3 fT Wj — Wj 
4 -f- Wg 


Die beiden durch diese Gleichung gegebenen Werte von X^ smd, falls sie 
reell sind, positiv, da — Ä*j positiv ist; sie smd aber reell, wenn 4 <! t 


oder (Wj + Wa)® > 27 Wj Wj ist. Diese Bedingung wiederum ist erfüllt, sobald 
eine der Massen 5, J genügend groß gegen die andere ist. Wenn diese Bedingung 
erfüllt ist^ gibt es zwei Scharen periodischer Bahnkurven des Planetoiden in der Um- 
gebung seiner äquidistanten Konfiguration relativen Gleichgewichtes. Die Perioden 
sind in erster Annäherung 25r/li und 2;r/l2i wobei X\,X\ die Wurzeln der Glei- 
chung m A» 

Xi-nH^+[^-k»jn* = 0 


bedeuten. 

Eme ähnhche Überlegung führt zu dem Ergebnis, daß die kolhneare Anord- 
nung der Lagrangeschen Massenpunkte labil ist, Die Gleichung für die Perioden 
der Normalschwtngungs formen hat 'jedoch immer eine reelle Wurzel\ daher gibt es 
in der Umgebung einer relativen Gleichgewichtslage des Planetoiden auf der Geraden SJ 
eine Schar labiler periodischer Bahnkurven^), 

Aufgabe, Man beweise, daß die Konstante der relativen Energie für eme 
der NormaJschwmgung^sformen des Planetoiden m der Umgebung der äquidistanten 
Konfiguration größer als in der relativen Gleichgewichtslage ist, während sie für 
die andere Schwmgungsform kleiner ist. (Charlier ) 


1) Für weitere Literatur über Bahnkurven in der Nähe der Lagprangeschen 
Lösungen vgl. die in dem Bnzyklopädieartikel des Verfassers angeführten Abhand- 
lungen (S. 530); ferner I^ovett: Astr. Nachr.Bd. lS9f S. 281. 1902; Strömgren* 
Asir, Nachr, Bd. 168, S 105 1905; Moulton: Math, Ann. Bd. 73, S. 44L 1912. 
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§ 172, Die Differentialgleichung der Normalverrückung aus 
einer Bahnkurve. 

Wir untersuchen nun allgemein die Stabilität der Bahnkurven. 

Angenommen, wir kennen eine partikulare Losung der Bewegungs- 
gleichungen eines Punktes der Masse 1 in emer Ebene unter der Wir- 
kung von Kräften, die aus einem gegebenen Potential V hergeleitet 
sind. Dann betrachten wir eine der bekannten Losung unmittelbar 
benachbarte mit dem gleichen Wert der Energiekonstanten. 

P und Q seien die Lagen des Massenpunktes auf der bekannten und 
der benachbarten Bahn zur Zeit t. QN sei das Lot auf die bekannte 
Bahn, und es sei PN — NQ =u, 0 ein fest gewählter Nullpunkt 
auf der bekannten Bahn. Es sei der Bogen OP = a, der Bogen ON = s, 
also 5 — a = f , ferner q der Krümmungsradius der Bahn in P. Durch 
die Großen u und s bestimmen wir die Lage jedes Punktes der Nach- 
barkurve. 

Die kinetische Energie des Massenpunktes beim Durchlaufen der 
Nachbarbahn ist 


Seine Lagrangeschen Bewegungsgleichungen lauten daher 


u — 



i! 

Q 






us^ dg 
ds 


ds ' 


Man kennt ein Integral dieser Gleichungen, namhch das Energieintegral 
1 1 / u\^ 

wo h konstant ist. 

Aus der ersten Lagrangeschen Gleichung und dem Integral folgt 



io^ + Vp = h^ 


§ 173- Der Satz von Korteweg. 
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ist, gehen die beiden letzten Gleichungen über in 

2(af-f5) (e^V\ 

Q \duVp 


af — f d- 


2uo^ 


0 


Durch Elunination von crf— fd erhalten wir die Gleichung 




y«-o 


oder, wenn wir s an Stelle von t als unabhängige Veranderhche ein- 
fuhren und v an Stelle von a schreiben, 

<fs» ^ V ds ds^ Iti* la«Vp 

Damit haben wir die Differentialgleichung der benachbarten Bahn. 

Aus dieser Gleichung lassen sich sofort Schlüsse über die Stabilität 
der bekannten Bahn ziehen. Der Stunnsche Satz^) besagt namhch: 
Liegt für eine Differentialgleichung der Form 

— + 7(Om-0 

die Größe I{t) für eineii bestimmten Wertbereich von t zwischen zwä 
reellen positiven Größen und i®, so hat jede Losung n, die für einen 
Wert ig Bereichs verschwindet, eine weitere Nullstelle für einen 
Wert t des Bereichs, wobei t — zwischen sr/a und njb liegt, wenn der 
Bereich so groß ist, daß er dieses Intervall einschheßt, Dara^ folgt, 
daß die bekannte Bahn stabü ist, wenn (d®F/dM®)p + in allen 

Bahnpunkten positiv ist®); d. h. jede Nachbarbahn, die sie einmal 
schneidet, bleibt in ihrer Nahe und schneidet sie unendlich oft. Der 
Ausdruck (<9®F/d«®)p + 3r'®/e® kann daher als Stabihtätskoeffizient iex 
Bahn bezeichnet werden. 

§ 173. Der Satz von Korteweg. 

Die bekannte Bahn, von der aus die Normalverrückung « gemessen 
wird, sei eine periodische Bahn mit dem Umfang S ; ist dann u = <p{s) 

1) Vgl. Darboux Th. gin. des Surfaces Bd. 3- . x * 4 . i 

z) In den Stabihtatsuntersncbungen der §§ 172 — 176 sind bä der Aufs^- 
lung der Ehiferentialgleichungen der Naobbaibainen alle böhaen Po- 

tenzen der Verrüctung vernachlässigt. Levi-Qvita Annah d* Bd. 
igoi hat den v^nflnS der vernachlässigten Gheder auf die Stabilität untOTUcht 
und gefunden, daß sie in gewissen Fällen, die bei Berücksichügung von Glie^ 
aussdUießUch 1 Ordnung stabü erscheinen, Instabüität verursachen. Di« 
tritt ein. wenn «T/2it» äne rationale Zahl ist, wobei «der 
Exponent, T die Penode der Lösung ist Vgl ferner A R Cigala: Annah dt Mat. 

Bd. 11, S. 67- 1904. 
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die Gleichung einer Nachbaxbahn, so ist offenbar u — (p{s nS) , wo 
n irgend eine ganze Zaiil ist, ebenfalls die Gleichung einer Nachbarbahn. 

Die durch diese beiden Gleichungen dargestellten Bahnen fallen tat- 
sachhch zusammen; aber die zugeordneten, die Bahnen durchlaufenden 
Punkte haben einen Abstand von einer oder mehreren Perioden. | 

Für eine der gegebenen benachbarte Bahn bezeichne w«, Wn+i, 

«n+2 (wo n eine ganze Zahl ist) die Normalverruckung aus demselben I 

Bahnpunkt in der [n + 1)^®“, {n + 2)*®“ Periode. Wir können 

also setzen 

«n = 9 ^[ 5 + — 1)S], Un+:^ = (p{s + nS), «„+2 = 9? [s + (^ + l) 5] , 

wo w = 9? (s) eine Losung der Gleichung j 

i 

i dv du U (d^V\ , 3 1 

ds^ V ds ds ° ' 

bedeutet. 

Da Un, Un+i, Wn+2 Lösungen dieser linearen Differential- 
gleichung sind, stehen sie in einer Beziehung der Form* ' 

^ n +2 ~ ^^»+1 ” 1 ” t j 

WO k und von s unabhängig sind. 1 

Wir zeigen zunächst, daß die Konstanten k und von der Wahl 
der Nachbarbahn und der Zahl n unabhängig sind, daß sie also auch ^ 

zu einem behebigen anderen System 

< = (w — 1)5], = v^(5 + w5), <+2 = V^[s + (w + 1)S] 

gehören. 

Denn ^st eine lineare Funktion der Lösungen «n "und u^+i, ' 

etwa 

Fugen wir zu dem Argument s Perioden hinzu, so erhalten wir daher 
4" ^2 ^»+2 » ^w* + 2 “ ^l^n+2 4" ^2^n+3 * 

Aber aus den Gleichungen 

^n+i. = 4“ kiUji, , “ ^^n+2 4“ ^i^n+i 

folgt 

^^n+2 4" ^ 2 '^n+B ~ ^ 4~ ^2^n + 2) 4" 4" ^2^n+l) • 

Daher ist 

^w+2 ~ ^'^ + 1 4~ • 

Also treten in der linearen Beziehung zwischen 

gleichen Konstanten auf wie in der linearen Beziehung zwischen «n+2, 

«n+l# Wn- 


§ 174. Der Stabüitätsindex 


427 


Sodann bestimmen wir den Wert der Konstanten Aus den 
Gleichungen 


folgt 

Wn +1 


rfs® V ds ds 

ds^ v ds ds 



d^Un i dvf du„ i« 2 +i\ _ Q 

liT-«» ds^ +VTsV’'^^~dI ds 


Die Integration ergibt daher 

dfC-H C 

"" T' 

wo c konstant ist. 

Ersetzen wir s durch s + S, so erhalten wir 


— U, 


also ist 

dUn , 


^^11 + 2 


“** ds ~ Äs 


:= «- 




'n +1 




^*'» + 1 


ds 


_ « f, 

j, ^^n+l 

hÄ 

ds 

ds 

Äsi 


-k^\u„ “«+1 «isj 


Demnach hat den Wert —I. Damit ist der Satz^) bewiesen: Sind 
Uns «n+i» ^n+a Nomtalverrückungßn der Nachbarbahn einer be- 
kannten 'periodischen Bahn hei drei aufeinanderfolgenden Durchlaufungen, 
so hat der Quotient k = (^^»+2 + / ^+i konstanten, für alle 

Nachbarbahnen übereinstimmenden Wert, 


§ 174. Der Stabilitätsindex. 

Der konstante Wert k = (Wn+2 + wo w», i^n+i, ^»+2 Nor- 

malverrückungen aus einer periodischen Bahn bei drei aufeinander- 
folgenden Durchlaufungen sind, heißt aus Gründen, die wir nun dar- 
legen wollen, der Stabilitätsindex der periodischen Bahn. 

Die Natur der Lösung der Differenzengleichung 

W^+2 ^^n + 1 4" = 0 

Korteweg: Wiener Sitzungsher, Bd. 93 1886. 
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hangt bekanntlich davon ab, ob die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

A2 — + 1 = 0 

reell sind oder nicht, d.h. davon, ob 1^1 >2 oder 1 ä|< 2 ist. 

Es sei zunächst k positiv und größer als 2; wir setzen k = 2Eof ä . 
Dann hat die quadratische Gleichung die Wurzeln und und zwei 
unabhängige Lösungen der Differenzengleichungen haben bekanntlich 
die Form 

0.8 ^ 

wo 9!?(s) und y){s) Funktionen von s mit der Periode S sind. Wählt 
man diese Funktionen derart, daß die Losungen u der Gleichung 

^%i \ dv du Ji fdW] , 3\ 

ds^ V ds ds 

genügen (woraus sich lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung für 
die Funktionen (p und yj ergeben), so erhalten wir zwei unabhängige 
Losungen der Differenzengleichung, aus denen sich die allgemeine Lö- 
sung linear zusammensetzt Folglich hat die allgemeine Gleichung der 
Nachbarbahnen der bekannten Bahnkurve für Ä > 2 die Gestalt 

08 08 

u = (p{s) + K 2 e ^yj{s) , 

wo üCi, K 2 willkürliche Konstanten sind, q) (s) und yj (s) die Periode S 
besitzen. 

Ähnlich ergibt sich für ä < —2 , wenn k = —2 Sof oc gesetzt 
wird, die allgemeine Gleichung der Nachbarbahnen der bekannten Balin- 
kurve in der namhchen Form 

08 08 

u = K-^e^(p{s) + K^e ^yj{s) , 

wo Ülj, K 2 willkürliche Konstanten, <p und yj Funktionen von s sind, 
die der Gleichung genügen 

(?:?(5 + S) = — 9r(s), + S) ==— i^(s) . 

Endhch nehmen wir an, daß |Ä|<2, also —2<k<2 ist: 
wir setzen Ä = 2 cos a. Dann finden wir in derselben Weise, daß die 
allgemeine Gleichung der Nachbarbahnen der bekannten Bahn lautet 

M = iCcos + J}j 9?(s) 4- iiC sin (^ + ^) V' («) . 

WO K und Ä willkürliche Konstanten, q> und y) Funktionen von s mit 
der Periode S sind. 

Aus diesen Ergebnissen lassen sich wichtige Schlüsse über die 
Stabilität der bekannten periodischen Bahnkurve ziehen. Denn für 
I Ä I 2 schließt man aus den für u erhaltenen Ausdrücken, daß die 


§ 175. Charakteristische Exponenten. 
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Abweichung von der penodischen Bahnkurve (oder, wenn cp und 
reelle Nullstellen haben, die Schwingungen um die Bahn) mit wachsen- 
dem s immer größer werden; dagegen wird für [Äj <2 die Normal- 
verruckung durch Kreisfunktionen nut reellen Argumenten dargestellt, 
bleibt also innerhalb fester Grenzen. So erhalten wir den Satz. Eine 
'periodische Bahnkurve ist stabil oder labil, je nachdem der zugehörige 
Stdbihtätsindex absolut genommen kleiner oder größer als 2 ist. 

Die Ergebnisse des vorstehenden Paragraphen sind im Einklang mit dem 
folgenden Satz, aus dem sie sich auch herleiten lassen. Die allgemeine Lösung 
einer Differentialgleichung des Typus 

d^u ( 2715 47ts , \ ^ 

+ («0 + “i cos + «2 COS — ^ + . . . j » = 0 

hat die Gestalt 

w = fl (p(s) + ö ß"®® ^{5) , 

wo fl, 6 wiUkürhche Konstanten smd, c eine bestimmte Konstante ist, <p und yj 
periodische Funktionen mit der Periode S smd. Vgl. Whittaker and Watson. 
Modern Analysis Kap XIX 

Aufgabe. Man untersuche den GrenzfaU, daß der Stabihtätsmdex emen der 
Werte +2 hat, und zeige, daß die Gleichung der Nachbaxbahnen eme der Formen 
erhalt 

w = Kl {93 (5) -I- ^ [s)} + (^) » 

u = Kl 93 (s) -h K2 yf {s) f 

wo <p und y) entweder die Periode S haben oder den Gleichungen genügen 

q) (s S) = — (p {s) , y){s S) =s —y){s) , 

und daß die bekannte Bahnkurve stabil oder labil sem kann (Korteweg ) 


§ 175 . Charakteristische Exponenten. 

Die Stabilität der Bewegungsformen allgemeinerer dynamischer 
Systeme laßt sich mit Hüfe gewisser Konstanten untersuchen, die 
Poincar6 als charaktenstische Exponenten^) bezeichnet. 

Für ein System von Differentialgleichungen 

^ = (1 = 1.2,...,«), 

d t 

•wo X,, X,, ...,Xn FunWionen von x^, x ,Xn unß moglich^- 

■weise auch von t sind, die in t eme Periode T besitzen, sei eine peno- 
dische Lösung bekannt, die defimert ist durch die Gleichungen 

Xi = (pi{t) (i = 1 , 2, . . . , «). 

= (» = 1, 2, ...,«) 


M Arin. Math Bd 13 S. 1. 1890; MSth. Nmtu. de la Mio. CH Für das 

™d. dn,*, d. 

(2) Bd. 9. S. 203. 1907. 



430 


XV. Kapitel Allgemeine Theone der Bahnkurven 


Zur Untersuchung der benachbarten Losungen setzen wu: 

= <Pt(0 + fi {i=i,2,. 

wo fl, fg, . . f„ klein sein sollen und durch die Variationsgleichungen 

(§ 112 ) 


_ V i f!±i 
dt dxt 

k=l 


= 1, 2, 


bestimmt sind. 

Für diese linearen Differentialgleichungen mit in der unabhängigen 
Veränderhchen t penodischen Koeffizienten hat nach der allgemeinen 
Theorie der linearen Differentialgleichungen eine jede Veränderliche 
die Gestalt 

A=1 

WO die Funktionen Sa ^ t die Penode T haben und die Größen 
Konstanten, nämlich die sogenannten charakteristischen Exponenten der 
periodischen Lösung sind. 

Smd alle charakteristischen Exponenten rein imaginär, so lassen 
sich die Funktionen - ^ fn offenbar als Summen und Produkte 

rem periodischer Glieder darstellen, was mcht der Fall ist, wenn die 
charaktenstischen Exponenten nicht sämtlich rein imaginär sind. 
Die Stabihiätsbedingung für die periodische Bahn besteht also darm, 
daß alle charaktenstischen Exponenten rein imaginär sind. 

Wir stellen nunmehr die Gleichung zur Bestimmung der charak- 
teristischen Exponenten einer gegebenen Losung auf. 

Für eine der gegebenen periodischen Bahn benachbarte Bahnkurve 
seien . - . , die Anfangswerte von fi, ^ 2 . • • • . fn und ßi -|- ipi 

die Werte von nach Verlauf einer Penode. Da die Großen 
eindeutige Funktionen von ßi, ß 2 , • ßn sind, die verschwinden, wenn 
ßi»ß 2 y •••>ßn sämtlich Null smd, so ist unter Vernachlässigung der 
Gheder zweiten Grades m ßi, ß^f • • ßn nach dem Taylorschen Satz 

dw^ 

• ' ~Qß ßn {i = ii • • • f n) 

Ist ocji einer der charakteristischen Exponenten, so wird eine der 
benachbarten Bahnkurven definiert durch Gleichungen der Grestalt 

so daß 

ß^ + Wi^ (0) = e^^Tß, = 1, 2, . . . . n) 

ist. Folglich existiert ein Wertsystem ß-^, ß^^ ßn, für das die Glei- 
chungen 


R JL R A. 


o , dy). 


(By)i 


O I 


Bwi 



§ 176. Eigenschaften der charakteristischen Exponenten. 


431 


erfüllt sind; die Große ist also eine Wurzel der Gleichung m ä: 

■■■ C^ßn 




^ + 1 - e«;? . 




eß. 


Sßn 


% 


4- 1 — e*2’ 


= 0 . 


//?! Ö/?n 

charakteristischen Exponenten sind somit die Wurzeln dieser 
Determinantengleichung. 


§ 176. Eigenschaften der charakteristischen Exponenten. 

Tritt t in den Funktionen , Xjj , . . . , Zn nicht explizit auf, so 
ist offenbar, wenn 

x^^(pi{t) (t = 1 , 2, . . , n) 

eine Lösung der Gleichungen ist, auch 

(^ + ß) (z = 1 , 2, . . . , w) 

eine Lösung, wo e eine willkürliche Konstante bedeutet. Die Gleichungen 

ß 

f, = (< + f) («• = 1, 2, . . . , 

definieren mithin eine partikulare Lösung der Variationsgleichungen; 
da aber ^<Pi{t e)j8e offenbar eine periodische Funktion von t ist, 
reduziert sicli in diesem Fall der Koeffizient auf 1. Tritt also t in 
den ursprünglichen Differentialgleichungen nicht explizit auf, so verschwin- 
det für ^ede periodische Losung ein charakteristischer Exponent, 

Wir nehmen nun an, daß das System ein Integral der Form 


F x^ = konst. 


besitzt, wo F eine emdeutige Funktion von a;i, x^, , , x^ ist, die t 
lucht enthält. In der Bezeichnungsweise des letzten Paragraphen ist 

F {<pM + A + m) = F {<p,{Q) + ßi} . 

■wo F(*j, « 2 , . . . , *„) kurz durch F{x^) bezeichnet ist. Die Differen- 
tiation dieser Gleichung nach A ergibt 


5%öA' dxgdßi ''"‘^dx^dß, 


{i i= 1, 2, . 


wo die Größen * 1 , * 2 , . . . , in 8Fjdx^,8FJdx^, . . .,dFldXn durch 
yi(0)> y* (0). • • • > yn(0) zu ersetzen sind. AusdiesenGleichungenfolgt.daß 
entweder die Funktionaldeterminante ö(yi, y,, . . . , ß^) 

gleich Null ist oder alle Großen öF/ö*,, SFjdx^ dFfdXn für i = 0 
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verschwinden. Trifft das letztere zu, so sehen wir, daß, da der zeitliche 
Nullpunkt willkurhch gewählt werden kann, die Gleichungen 
dFJdxi = 0 , dFjdx^ == 0 , . . . , BFjdXn = 0 
in allen Punkten der periodischen Bahnkurve erfüllt sein müssen. Da 
dies offenbar ein sehr spezieller Fall ist, wird im allgemeinen die erstere 
Möglichkeit zutreffen. Verschwindet aber die Funktionaldetermmante, 
so wird die Determinantengleichung für die charaktensüschen Expo- 
nenten offenbar durch den Wert = d. h. a = 0 befriedigt. 
Einer der charakteristischen Exponenten ist dann also gleich Null. 
Besitzen also die Differentialgleichungen ein eindeutiges Integral, so ver- 
schwindet einer der charakteristischen Exponenten. 

Der Vergleich der §§ 173, mit der Theorie der charakteristischen 
Exponenten lehrt, daß bei der Bewegung eines Massenpunktes in einer 
Ebene unter der Einwirkung konservativer Kräfte die charakteristischen 
Exponenten einer beliebigen periodischen Bahnkurve die Werte 
0, 0, a, — a haben, wobei der. charaktenstische Exponent a mit dem 
Stabihtätsmdex k und der Periode T durch die Gleichung 

Ä = 2 Eof öt r 

verknüpft ist. Die Bahn ist stabil oder labil, je nachdem (X rem imaginär 
ist oder nicht. 

Aufgabe 1. Die Differentialgleidmngen mögen die Zeit mcht explizit ent- 
halten und p eindeutige von t unabhängige Integrale besitzen 

Man beweise, daß dann entweder p charaJctenstische Exponenten verschwm- 
den oder aUe in der Matnx 



enthaltenen Determinanten m allen Punkten der betrachteten periodischen Bahn- | 

kurve verschwinden (Pomcar6 ) . 

Aufgabe 2. Die Diff erentialgleichTingen mögen ein Hamiltonsches System bilden , i 

man zeige, daß die charakteristischen Exponenten emer behebigen periodischen r 

Bahnkurve sich paarweise anordnen lassen, so daß die Exponenten emes jeden 
Paares von gleicher Größe, aber entgegengesetztem Vorzeichen smd (Pomcar6.) 

§ 177. Anziehende und abstoßende Bereiche eines | 

Kraftfeldes. 

Den allgemeinen Charakter der Bewegung emes konservativen holo- [ 

nomen S 5 ^tems erläutert ein Satz, den Hadamard^) 1897 veröffentlicht 
hat. Zur Vereinfachung nehmen wir an, daß das System aus emem Punkt 
der Masse 1 besteht, der sich auf einer gegebenen glatten Flä,che unter 
der Emwirkung von Kräften bewegen kann, die ein Potential V besitzen. 

Für kompliziertere S 5 ^teme laßt sich ein ähnlicher Satz leicht ableiten. ' 

Die Parameter u, v mögen die Lage des Massenpunktes auf der 
Flache festlegen, deren Bogenelement gegeben sei durch 
ds^ =Edu^ + 2Fdudv + Gdv^, 

Journ. de Math (5) Bd 3, S. 331. 
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WO E, F, G gegebene Funktionen von « und v sind. Der Massenpunkt 
hat die kinetische Energie 

T= i{Etfi + 2Füv -I- Ov^) , 

und die Lagrangeschen Bewegungsgleidbungen lauten 


£ 

dt 


(dT\ 6T _ dV — — 

di\SvJ dv 


Sie können auf die Form gebracht werden 




8V 

iEG-F^)ü=-G^^ + F^-£ + ü^[F-^ 


1 

Ja« 


2 dvl 


du 2 öv ov! 


dV dV /f r« \ ^ p^E\ 

+ ö^7 + 2^d« du) 

/ dF dG\ . f-r^dF i 1 ■r:^G\ 

+"' öti 2^3«)' 


+ ■ 


Durch Differentiation ergibt sich 
„ dV . , dV 


8V 


SV. dW . 


^ du^'^ dv 3m® 


e®F 


dW 




Fühlen wir für ü und v ihre Werte aus den vorhergehenden Glei- 
chungen ein, so ergibt sich 

_ (£G - F®)-^{£ (1^' - ^ (19 } + ^ • 


WO 


' c^V {dVf^QF \ ^8E i dE\ 

0{ü,v)= ~ß^'^(^G — F^) 'Qy, ~~2 du 2 dv) 

. dVl^dE „3G\\ 

dv V dv 3«/J 

\8^V (dv /i dG 1 — ÖG 

,BV(„dF 

01» \ öü 2 dv 2 du)}. 

gesetzt ist 

Whittaker, Dynamik, 




UV 


9|S 


28 
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Die m diesen Gleichungen auftretenden Größen lassen sich als 
Funktionen von Biegungsinvarianten darstellend). Die Hauptbiegungs- 
invarianten einer Flache mit dem Bogenelement 

äs^ = Edu’^ + 2Fdudv + Gdv^ 
sind die Differentialparameter 

W- (£C-F«)->{e -2F^^ + G (Ä)], 


WO 93 und yj willkürliche Funktionen der Veränderlichen u und v sind. 
In dieser Bezeichnungsweise geht die letzte Gleichung über in 

Benutzen wir die Energiegleichung 

Eu^ + 2Fuv + Gv^ = 2(h—V) 
und beachten wir, daß der Ausdruck 


0 (w, v) 0(6 VI 6v, —dV/ du) 

Eu^ + 2Fuv + Gv^ ^ E(eVldv)^ - 2F(dVI6v){dVieu) + G{dV/du)^ 
die Große udVI du + vdVI 6v als Faktor enthält, so können wir 
schreiben ofh^iAT 

7= -A,(V) + + au + /..)7, 

wo A und fl nur die Große 



dv du 


G 



im Nenner enthalten und ly den Ausdruck 

0 (07/ dv, - dV! du) KEG- F^) 

bedeutet, wir finden dann leicht, daß ly sich darsteUen läßt m der Form 

Iy=^AKV)AKV)-i^{V.A,{V)}. 

Wir betrachten auf der Bahnkurve des Massenpunktes einen Punkt,, 
in dem V ein Minimum hat; dort ist F=0 und V positiv. Da ^i(F} 
wesenthch positiv ist (das Bogenelement der Flache ist ja eine positiv 


Die BiegungsinvEinanten sind in der Fußnote auf S 116 defimert. 
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definite Form), so folgt, daß ly^O ist, und zwar gilt das Gleichheits- 
zeichen nur dann, wenn zli(F) gleich Null ist, d. h. für eine Gleich- 
gewichtslage. 

Während der Massenpunkt eine Bahnkurve durchläuft, nimmt die 
I^'unktion V entweder nacheinander unendlich viele Maxima und Mimma 
an (dies ist der allgemeine Fall), oder aber (in speziellen Fallen) die 
Funktion V ändert sich von einem bestimmten Punkt der Bahnkurve 
an immer in demselben Sinne. Wir nehmen zunächst an, das erstere sei 
der Fall. Zerlegen wir dann die gegebene Flache in zwei Gebiete, in 
denen ly positiv bzw. negativ ist, so folgt aus dem oben Bewiesenen, 
daß das erstere dieser Gebiete alle Punkte der Bahn enthält, in denen V 
einen Minimalwerl annimmt, d. h. es enthält im allgememen unendlich 
viele verschiedene Stücke der Bahnkurve, alle von endlicher Länge; 
dagegen kann der Massenpunkt in dem anderen Gebiet, in dem Iv 
negativ ist, nicht dauernd bleiben. Diese beiden Teile der Flache werden 
aus diesem Grunde als der Anziehungs- xmd Abstoßungsbereich bezeichnet. 
Ini allgemeinen sind beide Gebiete vorhanden, denn man erkennt leicht, 
daß jeder isolierte Punkt der Flache, in dem V ein Minimum ist, d. h. 
jeder Punkt, in dem stabiles Gleichgewicht möglich ist, in einem An- 
ziehungsbereich liegt, jeder Punkt, in dem V ein Maximum ist, in einem 
Abstoßungsbereich . 

Es ist von Interesse, dieses Ergebnis mit dem entsprechenden für die Be- 
wegung eines Massenpunktes mit einem Freiheitsgrad zu vergleichen, z. B. emes 
Massenpunktes, der sich auf emer Kurve unter der Wirkung einer Kraft bewegen 
kann, die allem von seiner Lage abhängt. In diesem Falle legt der Massenpunkt 
entweder eine unendlich große Entfernung in einer Bichtung zurück oder er 
schwingt um eine stabile Gleichgewichtslage Das Anziehungsgebiet bei der Be- 
wegung mit zwei Freiheitsgraden entspricht der stabilen Gleichgewichtslage bei 
der Bewegung mit einem Freiheitsgrad. 

Wir machen nun die entgegengesetzte Ajmahme, namheh, daß von 
einem bestimmten Zeitpunkt ab V sich un gleichen Sinne ändert. Wir 
nehmen an, daß die Flache kerne sich ins Unendhehe erstreckenden 
Mäntel besitzt und in allen Punkten regulär ist, und daß V eine dur<^- 
weg reguläre Ortsfunktion auf der Flache ist. Da sich V ständig im 
gleichen Sinne ändert, muß V also gegen einen festen endhehen Grenz- 
wert streben, wahrend V und V gegen NuU gehen. Aus der Gleichung 

7= -4(7) +2{h- V)IvlMV) + 

sehen wir, daß i und ^ endlich sind und das letzte Glied auf der rechten 
Seite unendlich Hein ist, wenn ^^{T) nicht sehr Hein ist. ^ Folglich 
gibt es entweder beliebig große Werte t, für die ly positiv ist (dann 
überschreitet die Lange des in das Anziehungsgebiet fallenden Stuckes 
der Bahnkurve jede angebbaxe Größe), oder aber A^iy) strebt 
gegen Null. Letzteres kann nur dann der Fall sein, wenn BVjdu und 
dVldv verschwinden. Gibt es also (was im allgemeinen der Fall ist) 
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nur endlich viele Gleichgewichtslagen auf der Flache, so nähert sich der 
Massenpunkt mit gegen Null strebender Geschwindigkeit einer dieser 
Gleichgewichtslagen. Eine solche as5nnptotisch angenäherte Gleich- 
gewichtslage kann aber nicht stabil sein; denn bei der Umkehrung dieser 
asymptotischen Bewegung bleibt der Massenpunkt, der ursprünglich in 
der Nahe der Gleichgewichtslage eine kleine Geschwindigkeit hatte, 
mcht in ihrer Umgebung. Dies ist aber un Widerspruch mit der Defi- 
nition der Stabilität. 

So ergibt sich endhch der Satz von Hadamard, den wir folgender- 
maßen aussprechen: Kann sich ein Massenfunkt auf einer durchweg 
regulären Fläche frei bewegen, die keine ins Unendliche verlaufenden 
Mäntel besitzt, und auf der die 'potentielle Energie überall regulär ist und 
nur endlich viele Maxima und Minima besitzt, so ist entweder die Lange 
des in den Anziehungsbereich fallenden Stuckes der Bahnkurve großer als 
jede angebbare Zahl, oder aber die Bahnkurve strebt asymptotisch gegen 
eine Lage labilen Gleichgewichtes 

Aufgabe. Man beweise, daß, wenn alle Werte von t von — op bis -f-oo berück- 
sichtigt werden, em Teil der Bahnkurve des Massenpunktes m das Anziehungs- 
gebiet fällt 

§ 178. Anwendung des Energieintegrals auf das Stabilitäts- 
problem. 

In vielen Fallen kann man mit Hilfe der Energiegleichung den 
Charakter einer gegebenen Bewegungsform eines d3mamischen Systems 
einfach bestimmen. Für einen einzelnen Punkt der Masse i, der sich 
in einer Ebene unter der Emwirkung von Kräften mit einem Potential 
V{x,y) bewegt, lautet die Energiegleichung 

i{x^ + y^)=h^V{x,y). 

Nun zerlegen die Zweige der Kurve V{x,y)=h die Ebene in 
Gebiete, in denen V(x,y)—h bezüglich positiv und negativ ist. 
Da aber x^ + y^ wesenthch positiv ist, kann eme Bahnkurve mit der 
Gesamtenergie h nur in den Gebieten verlaufen, in denen V{x, y) <ih 
ist. Befindet sich also der Massenpunkt zu irgendeiner Zeit innerhalb 
eines geschlossenen Zweiges der Kurve V[x,y) :=h, so muß er in diesem 
Gebiet verbleiben. Stabil nennt man häufig Bewegungsformen, bei 
denen der bewegte Massenpunkt auf bestimmte begrenzte Gebiete be- 
schränkt ist. In diesem Sinne können wir also die fragliche Bewegung 
des Massenpunktes als stabil bezeichnen. 

Die vorstehende Methode wurde von HiH ^), Bohlin und Darwin ®) 
hauptsächlich beim eingeschränkten Dreikorperproblem benutzt. 

Amer J of Maih Bd 1 . S. 75 1878 . 

®) Acta Math Bd 10, S 109 1887 

Acta Math. Bd. 21, S 99 . I 897 . 
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§ 179, Verwertung von Integralinvarianten für Stabilitäts- 
untersuchungen. 

In abweichendem Sinne bezeichnet Poisson em System als stabil, wenn es 
im Lauf der Zeit seiner Ausgangslage unendlich oft behebig nahekommt, während 
die inzwischen erfolgenden Abweichungen von endhcher Größe sind Poincar6 
hat gezeigt, daß sich die Theone der Integralinvananten für die Untersuchung der 
Poissonschen Stabilität verwerten läßt 

Wir betrachten das System der Differentialgleichungen 

~ = ^r(%. • . X«) ir = i.2, . , n), 

das die Integralinvariante ^ , 

besitzt, als Definitionsgleichungen der Bahnkurve emes Punktes P mit den Ko- 
ordinaten x^, X 2 , • • •, Xn im «-dimensionalen Raum Haben die Bahnkurven 
kerne ms Unendliche verlaufenden Zweige, so läßt sich zeigen^), daß es zu einem 
beliebigen klemen Gebiet R des Raumes Bahnkurven gibt, die R unendlich oft 
durchsetzen, m der Tat ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß eine von emem 
Punkt von R ausgehende Bahnkurve das Gebiet nicht unendhch oft durchsetzt, 
gleich Null, wie klem R auch gewählt sem mag Pomcar6 hat diese Methode nach 
verschiedenen Richtungen hin erweitert und nachgewiesen, daß sie sich unter 
gewissen Bedmgungen auf das eingeschränkte Dreikörperproblem anwenden läßt. 


Übungsaufgaben, 

1 . Man beweise, daß die Bewegung des Massenpunktes auf einer EUipse unter 
der Emwirkung von zwei festen Newtonschen Kraftzentren stabil ist. (Nowikow.) 

2 Ein Punkt der Masse 1 kann sich m emer Ebene unter der Wirkung mehrerer 
Kraftzentren frei bewegen, die ihn nach dem Newtonschen Gesetz umgekehrt 
proportional dem Quadrat des Abstandes anziehen. V(x, y) sei die resultierende 
potentielle Energie des Punktes. Man zeige, daß das Integral 

^// [(•£ + 1 * - >"1 1 ■ 

erstreckt über das Innere emer periodischen Bahnkurve mit der Energiekonstanten h 
(wobei die Kraftzentren durch Kreise von behebig klemem Radius aus dem Inte- 
grationsbereich auszuschheßen sind), gleich der um zwei vermmderten Anzahl der 
von der Bahnkurve umschlossenen Kraftzentren ist. 

(Monthly Noiices R A. S. Bd. 62, S. I86.) 

3. Eine Schar ebener Bahnkurven sei defimert durch eme Differential- 
gleichung 


wo X, y die laufenden rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes auf emer Bahn 
der Schar smd, und es sei ö„ der Normalabstand des Punktes (x, y) von einer 
besti m mten Nachbarbahn der Schar. Man zeige, daß der Gleichung 


iPSn 


-f- = 0 


genügt, wo 



dtp dy d(p\ 
öy dx dx) 


+ y)}® 


1) Poincaxfe: Acta Math Bd. 13, S 67. 189O; MHh. Nouv, de la Mdc. 
Ceh Bd. 3i Kap, 27; Carathfeodory: Berl Siimn^sber, 1920, S. S8Ö. 


438 


XV. Kapitel' Allgemeine Theone der Bahnkurven 


ist und die Veränderliche t defimert wird durch die Gleichung 



(Sheepshanks Astron Exam ) 

4. Ein Massenpunkt bewegt sich unter der Einwirkung emer abstoßenden 
Kraft aus einem festen Zentrum Man zeige, daß die Bahn stets hyperbohschen 
Charakter hat und das Kraftzentrum memals einschheßt; daß ferner die Asymptoten 
mcht durch das Zentrum gehen, wenn eine endlich große Arbeit gegen die Kraft 
geleistet werden muß, um den Massenpunkt aus dem Unendhchen an semen Ort 
zu brmgen; daß aber, wenn diese Arbeit unendhch groß ist, die Asymptoten durch 
das Zentrum gehen und die Dauer der ganzen Bewegung endhch sem kann 

(Scheuten.) 

5 Man beweise, daß bei der Bewegung eines Massenpunktes auf emer ruhen- 
den glatten Fläche unter dem Einfluß der Schwerkraft die Grenzkurve der An- 
ziehungs- und Abstoßungsgebiete der Fläche sich zusammensetzt aus dem Umnß 
der Fläche bei senkrechter Projektion und dem Ort der Punkte mit einer wage- 
rechten Asymptotenrichtung. 

6 Ein Massenpunkt bewegt sich frei im Kaum unter der Emwirkung von 

zwei Newtonschen Anziehnngszentren. Man beweise, daß der Punkt, wenn die 
Energiekonstante negativ ist, eme Spirale um die Verbindungsgerade der Zentren 
beschreibt, die m einem von zwei Rotationselhpsoiden und zwei Rotationshyper- 
boloiden mit den Brennpunkten in den Kraftzentren begrenzten röhrenförmigen 
Bereich verläuft. Man zeige ferner, daß der Punkt, wenn die Energiekonstante 
Null oder positiv ist, eine Spirale beschreibt, die innerhalb eines von einem EUipsoid 
und zwei ins Unendliche verlaufenden Schalen von Hyperboloiden desselben kon- 
fokalen S3retems begrenzten Gebietes verbleibt. (Bonacmi ) 

7. Die notwendige und hmreichende Bedmgung dafür, daß eme durch eine 
Differentialgleichung 

y" = 9 (x, y, /) 


defimerte zweiparametnge Kurvenschar ein System von Bahnkurven mit der 
gleichen Energiekonstanten ist, besteht dann, daß 


- vy' \ 
.dy 1 + yv 


dx 


ein vollständiges Differential ist. Die potentielle Energie ist dann em konstantes 
Vielfaches von 



1 + w 


dx 


(P. Frank.) 

8. Bei der ebenen Bewegung eines Massenpunktes unter Einwirkung von 
Kräften, die nur von der Lage abhängen, erhält man eme einpaxametnge Schar 
von Bahnkurven, wenn man Massenpunkte aus emem gegebenen Punkte in einer 
gegebenen Richtung mit allen möglichen Geschwindigkeiten schleudert. Man 
beweise, daß der Ort der Brennpunkte der oskuherenden Parabeln ein durch den 
Punkt gehender Kreis ist. Man zeige, daß, wenn die Anfangsnehtung varuert 
wird, der Oart der Mittelpunkte der resultierenden einfach unendlichen Kreisschar 
em Kegelschnitt mit dem gegebenen Punkt als Brennpunkt ist, der im Fall konser- 
vativer Kräfte m eine doppelt überdeckte Gerade ausartet. 

9. Damit ein fünffach unendhehes System von Raumkurven, von denen 
durch jeden Punkt in jeder Richtung eine emfach unendhehe Schar geht, die 
Schar der Bahnkurven eines Massenpunktes in einem willkürhchen Lagenkraftfeld 
darstellen kann, ist es notwendig (aber mcht hinreichend), daß das System die 
folgenden Eigenschaften besitzt. 
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ä) Die Schimegungsebenen der durch einen gegebenen Punkt gehenden zwei- 
fach unendhchen Kurvenschar bilden ein Büschel, d. h. sie gehen durch eine 
feste Gerade 

ß) Die Schmiegungskugeln der durch einen gegebenen Punkt in einer ge- 
gebenen Richtung gehenden einfach unendlichen Kurvenschar bilden ein Büschel, 
d h ihre Mittelpunkte hegen auf einer Geraden. 

10. Man zeige, daß die zweifach unendlich vielen Kurven einer natürlichen 

Schar, die eine behebige Fläche orthogonal durchsetzen, oo^ Flächen orthogonal 
durchsetzen, d. h. eine Normalenkongruenz bilden (Die fraglichen Flächen sind 
die Flächen gleicher Aktion.) (Hamilton ) 

11. Man beweise, daß die in Aufgabe 10 erwähnte Eigenschaft nur den 
natürhchen Scharen zukommt 

12. Eme vierfach unendhche Raumkurvenschar ist dann und nur dann eine 
natürliche Schar von Bahnkurven, wenn 

a) die Schmiegungskreise m emem Punkt p aller durch den Punkt gehenden 
Kurven der Schar einen zweiten Punkt P der Schar gemein haben, also ein Bündel 
bilden Infolgedessen haben drei Kreise eines solchen Bündels eine vierpunktige 
Berührung mit den zugehörigen Kurven, 

ß) wenn diese drei hyperoskuherenden Kreise einander unter rechten Winkeln 
schneiden 

13. Die einzigen Punkttransformationen, die 3ede natürhche Schar in eine 
natürhche Schar überführen, sind diejemgen der konformen Gruppe. 

(Die Aufgaben 8, 9, 11, 12, 13 sind Abhandlungen von E. Kasner m den 
TransacHons of the Amer Math. Soc* 1906/09 entnommen. Für weitere Literatur 
in dieser Richtung sei verwiesen auf Kasners Princeton Colloquium Leciures : 
Differential Geometrie Aspects of Dynamics ) 

14 Zwei emfach unendliche ebene Kurvenschaxen, die ein Orthogonalsystcm 
bilden, seien Bahnkurven eines gewissen konservativen Kraftfeldes. Es sei U 
die Aktion emes Massenpunktes in emem Punkt {.r, y) bei seiner Bewegung auf 
einer Kurve der ersten Schar, V die Aktion in {x, y) hei seiner Bewegung auf einer 
Kurve der zweiten Schar. Man beweise, daß U und V konjugierte Funktionen von 
X und y, und daß die Kurvenscharen U = konst,, V = konst. mit den Bahn- 
kurven identisch sind (P. G Tait und K. Ogura ) 



Sechzehntes Kapitel. 

Integration durch trigonometrische Reihen. 

§ 180. Reihen, die für alle Werte der Zeit konvergieren; 
Poincar6sche Reihen. 

In ■§ 32 haben wir schon hervorgehoben, daß die Differentialglei- 
chungen der Bewegung eines dynamischen Systems sich durch Reihen 
integrieren lassen, die nach steigenden Potenzen der von einem bestimm- 
ten Augenbhck an gerechneten Zeit fortschreiten. Im allgemeinen kon- 
vergieren diese Reihen für Werte von ^ innerhalb emes endlichen Kon- 
vergenzkreises der ^Ebene, geben infolgedessen die Werte der Koor- 
dinaten nur für ein begrenztes ZeitmtervaU. Mittels anal3d:ischer Fort- 
setzung^) könnte man aus diesen Reihen aufeinanderfolgende Systeme 
neuer Potenzreihen ableiten, die für Werte der Zeit außerhalb dieses 
Intervalls konvergieren. Für die Praxis ist das Verfahren der analy- 
tischen Fortsetzung jedoqh zu umständlich, und die dabei erhaltenen 
Reihen gewahren keine* Einsicht in den allgemeinen Charakter der Be- 
wegung des Systems und keinen Aufschluß über den ferneren Verlauf. 
Die Bemühungen der Forscher haben sich deshalb dem Problem zu- 
gewandt, die Koordinaten eines d5aiamischen Systems durch Reihen- 
entwicklungen darzustellen, die für alle Werte der Zeit konvergieren. 
Eine Methode^) erreicht dieses Ziel vermöge einer Transfonnation der 
/-Ebene. Nimmt man an, daß die Bewegung des Systems durchweg 
regulär ist (d. h. daß keine Zusammenstöße oder andere Unstetigkeiten 
vorhanden und die Koordinaten immer endhch sind), so treten in den 
Punkten der reellen Achse der ^Ebene keine Singularitäten des Systems 
auf. Die nach einem gewissen ZeitmtervaU auftretende Divergenz der 
Potenzreihen in / — /q hat daher ihren Grund im Vorhandensein von 
Singulantaten der Lösung in dem im Endlichen, aber außerhalb der 
reeUen Achse gelegenen Teil der /-Ebene. Die der reeUen Achse nächst- 

Vgl Whittaker and Watson: Modem Aficdysis § 5, 5. 

®) Diese Methode wurde entwickdt von Poincar6: Acta Math, Bd. 4, S. 211 

1884. 
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§181 Die Regulansierung des Dreikörperproblems. 


gelegene Singularität^) habe von ihr den Abstand ä, und eine neue Ver- 
änderliche T sei definiert durch die Gleichung 


2h 

= — log 

71 


1 + T 
1 — T ’ 


Ein Sticifcn der Breite A, der sich, symmetrisch auf beiden Seiten der 
reellen Achse der /-Ebene erstreckt, entspricht offenbar dem Innern 
des Kreises | t | = i der r-Ebene. Die Koordinaten des dynamischen 
Systems sind daher in allen Punkten innerhalb dieses Kreises reguläre 
Funktionen von t, lassen sich folglich in Potenzreihen nach t entwickeln, 
die iin Innern dieses Kreises konvergieren. Diese Reihen konvergieren 
demnach für alle reellen Werte von t zwischen —1 und -fl, d. h. für 
alle reellen Werte von t zwischen —oo und +oo. Diese Reihenent- 
wicklungen gelten sonnt für alle Werte von t. 


§ 181. Die Regularisierung des Dreikörperproblems. 

ln dem voiigen Paragraphen machten wir den Vorbehalt, daß für 
leelle Werte von t keine Zusammenstöße oder andere Unstetigkeiten 
auftreten sollten. Painlev^^) hat zuerst auf die Bedeutung der Zusam- 
menstöße für die mathematische Theone des Dreikörperproblems hin- 
gewiesen. Er zeigte, daß die Bewegung der Körper für alle Werte der 
Zeit 1 egular ist (d. h. daß ihre Koordinaten reguläre Funktionen von t 
sind), falls die Anfangsbedingungen den Fall ausschließen, daß zwei der 
Korj^cr nach einem endlichen Zeitintervall Zusammenstößen. Die Be- 
ziehungen, die zwischen den Anfangswerten der Veränderlichen bestehen 
müssen, damit schließlich ein Zusammenstoß von zweien der drei Körper 
stattfindet, hat Levi-Civita®) für das eingeschränkte Dreikörperproblem 
untersucht, wo eine derartige Beziehung vorhanden ist, Bisconcini^) 
für das allgemeine Problem, wo zwei derartige Beziehungen vorhanden 
sind. Diese sind analytisch, aber durch ziemlich komphzierte unendliche 
Reihen dargestellt und nur dann unmittelbar zu gebrauchen, wenn das 
Zeitintervall zwischen dem Beginn der Bewegung und dem Zusammen- 
stoß hinreichend klein ist. 

Es war ein beträchtlicher Fortschritt, als K. F. Sundman») be- 
wies, daß die einem Zusammenstoß zweier Körper in den Differential- 

Es wird angenomiueii, daß die Singulantät^u der reellen Achse nicht 
beliebig nahekommen. 

*) l^^ons sur la ihione anal. d. &q. d%ff. S. 583- Pans 1897- 

») Annah d% Mai (3) Bd. 9, S. 1. 1903; Comptes Rendus Bd. 136, S. 82, 

221. 1903. 

*) Acta Math. Bd. 30. S. 49- 1905- Vgl ferner H, Block: Medd. fron 

Lunds Obs., Serie II. Nr. 6. 1909; Arktv f. Math.; Astr. och Fys. Bd. 5. Nr. 9. 
1909. 

s) Acta Math. Bd. 36, S. 105 1912. Der Hauptinhalt der Abhandlnng wurde 
zuerst veröffentheht in Aäa Socteiaits SetenU Fenntcas 1906, 1909- 
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gleichungen entsprechende Singularität keine wesentliche ist, sondern 
sich durch eine geeignete Transformation der unabhängigen Veränder- 
lichen völlig beseitigen laßt. Mit anderen Worten: Die die Bewegung 
charakterisierenden Veränderlichen und die unabhängige Veränderliche 
lassen sich derart wählen, daß die Differentialgleichungen der Bewegung 
auch dann regulär smd, wenn zwei der drei Körper die gleiche Lage im 
Raum einnehmend). So erhalten wir eine reelle Fortsetzung der Bewe- 
gung über den Zusammenstoß hinaus^); die Koordinaten lassen sich 
für alle Werte der Zeit t von — oo bis +oo berechnen, gleichviel ob 
Zusammenstöße stattfmden oder nicht, und für die beiden größeren 
der gegenseitigen Entfernungen findet sich eme positive untere Schranke 1. 
Dabei ist nur ein Fall auszunehmen, namhch der des gleichzeitigen Zu- 
sammenstoßes der drei Körper. Dieser kann aber nur bei der sehr spe- 
ziellen Bewegungsform eintreten, daß alle Konstanten der Momente der 
Bewegungsgroßen gleichzeitig verschwinden®). 

Sundman, der den Fall des dreifachen Zusammenstoßes beiseite 
laßt, fuhrt eine neue unabhängige Veränderliche ein vermöge der 
Gleichung 

ät = \\—e ^jU — e m(i — ß ^ j dw % 


wo ^ 0 , ^ 1 , ^2 gegenseitigen Abstande bedeuten, l die schon er- 

wähnte untere Schranke ist. Die Koordinaten der Körper und die Zeit 
sind alsdann reguläre Funktionen von w innerhalb eines Streifens der 
2 £/-Ebene von endhcher Breite 2 der begrenzt wird durch zwei Par- 
allelen zur reellen Achse, die auf verschiedenen Seiten von ihr verlaufen. 

Es besteht eine stetige eindeutige Zuordnung zwischen den reellen 
Werten von w und den reellen Werten von t, derart, daß w zugleich ’ 
mit t von — oo bis + cx) geht. 

Endlich benutzt Sundman die Poincar6sche Transformation 


w • 


2Ü, i+x 
-log- 


TZ 1 — T 

um den Streifen der zß;-Ebene in den Einheitskreis der Ebene einer neuen 
Veränderlichen t uberzufuhren. Die Koordinaten der drei Körper und 


Levi-Civita beseitigte die Smgulantäten der Differentialgleichungea des 
eingeschränkten Dreikörperproblems durch eme elementare Transformation. Vgl. 
Acta Math. Bd. 30, S. 306. 1906. In emer späteren Abhandlung: Rend. d 

Ltncei Bd. 24, S. 6l 1915. übertrug er sein Verfahren auf das ebene Drei- 
körperproblem 

Die Veränderhchen lassen sich nach steigenden Potenzen von (/j — 
entwickeln, wo ^ den Augenbhck des Zusammenstoßes bedeutet; die Bahnkurven 
weisen im Punkt des Zusammenstoßes Spitzen auf 

Diese letztere Tatsache war Weierstraß bekannt Vgl Acta Math. 
Bd 36, S. 55 Die Bewegung fmdet dann in einer Ebene statt 

Für das eingeschränkte Dreikörperproblem gab C Armellmi eme ein- 
fachere Gleichung Comptes Rendus Bd. 158, S 253. 1914. 



§ 182 . Tngonometnsche Reihen. 
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die Zeit werden dadurch reguläre Funktionen von r im Innern des Ein- 
heitskreises der T-Ebene. Sie können daher für alle reellen Werte der 
Zeit in konvergente Potenzreihen nach t entwickelt werden, gleichviel ob 
Zusammenstöße staitfinden oder nichi\ dabei ist einzig der Fall des drei- 
fachen Zusammenstoßes auszunehmen. 


§ 182. Trigonometrische Reihen. 

Gegen aUe in den vorangehenden Paragraphen auftretenden Reihen 
laßt sich der Einwand erheben, daß sie keine offenkundigen Angaben 
über den Charakter der Bewegung des Systems nach Ablauf eines großen 
Zeitintervalls enthalten , auch werfen sie kein Licht auf die Anzahl und 
Art der verschiedenen für das System möghchen Bewegungsformen; 
endlich ist die wirkliche Ausführung der beschriebenen Prozesse mit 
großen Schwierigkeiten verknüpft. Deshalb untersuchen wir nun 
Reihenentwicklungen von ganz anderer Art. 

Betrachten wir die oszillatorische Lösung des Problems des mathe- 
matischen Pendels (§44) und ersetzen wir die eUiptische Funktion durch 
eine trigonometrische Reihenentwicklung^), so erhalten wir 


sin 




. ( 2 s — 


, sin 


2K 


8 = 1 

wo ^ die Neigung des Pendels gegen die Senkrechte zur Zeit t bedeirtet. 
K und io als die beiden willkurhchen Konstanten des Intepals betrachte 
werden können und fi eine bestimmte Konstante ist, wahrend q gleich 
g-nw K' das zu K komplementäre vollständige ^ptische Inte- 

gral ist. Diese Entwicklung, in der jedes Glied öne trigonometrische 
Funktion von i ist, gilt für alle Werte der Zeit. Ist die Konst^te q 
nicht groß, so ergeben schon die ersten GHeder der Reihe eine 
naherSg der Bewegung für alle Werte von t. Ähnhch kann auch die 
Kreisbewegung des Pendels durch eine trigonometrische Reihe von dem 
gleichen allgemeinen Charakter dargestellt werden. e^-Vinn 

In der Himmelsmechanik gelten trigonometnsche Reihen schon 
lange als das geeignetste Mittd zur Darstellung der Koordinaten der 
Glieder des Sonnensystems. Sie sind vom Typus 

wo die Summation über positive und negative gai^zahhge Werte von 
« « erstreckt wird, die Form Kt + «r hat und die Großen 

a,'K e Konstanten sind. Delaunay**) bewies 1860, ^^n 

des Mondes sich derartig darstellen lassen; Newcomb») erhielt 1874 ein 


Vgl Whittaker and Watson Uoiern Analys%s §22, 6 

2) Th6orte du mouvement de la lune. Paris 1860. 

3) Smithsoman Contributions 1874 
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ähnliches Resultat für die Koordinaten der Planeten, und verschiedene 
spatere Autoren^) haben Verfahren zur Lösung des allgemeinen Drei- 
korperproblems auf diesem Wege angegeben. Diese Verfahren lassen 
sich auch auf andere dynamische Systeme anwenden, deren Bewegungs- 
gleichungen von ahnhchem Typus sind wie die des Dreikörperprobleins. 
In den folgenden Paragraphen entwickeln wir eine Methode 2), die sich 
auf alle dynamischen Systeme anwenden läßt und auf Losungen in 
Gestalt tngonometrischer Reihen fuhrt. Wie sich zeigen wird, besteht 
sie hauptsachhch in der wiederholten Ausführung von Beriilirungstrans- 
formationen, die das Problem endlich auf das Gleichgewichtsproblem 
zuruckfiihren. 


§ 183. Beseitigung von Gliedern 1. Grades aus der 
Energiefunktion. 

Wir betrachten nun ein d3mamisches System mit den Bewegungs- 
6le.ch.ogen 

ap,’ u % ('-'. 2 .- ■,»). 


dt 


dessen Energiefunktion H die Zeit t nicht explizit enthalt. 
Die algebraische Losung der 2n simultanen Gleichungen 


dp, dq, ,h) 

liefert im allgemeinen ein oder mehrere Wertsysteme äj, ^a, . . «n, 
, &n der Veranderhchen 9^2^ • • • * ^1, . - . , und ein jedes 

dieser Wertsysteme entspncht einer Gleichgewichtslage oder (wenn 
die obigen Gleichungen zu einem reduzierten System gehören) einem 
stationären Bewegungszustand des Systems. 

Wir greifen eines dieser Wertsysteme «1, «21 • • • * öi, . . . , 
heraus und zeigen, wie sich Reihenentwicklungen zur Darstellung der 
Losung des Problems finden lassen, wenn die Bewegung von dem Typus 
ist, dessen Grenzform dieser Gleichgewichtszustand oder stationäre Be- 
wegungszustand ist. Betrachten wir z. B beim mathematischen Pendel 
den Gleichgewichtszustand, bei dem das Pendel senkrecht herabhängt, 
so ist unser Ziel die Aufstellung von Reihen, die die Lösung des Pendel- 
problems für den oszülatorischen Fall darstellen. 

In den neuen Veränderhchen ff'a. • • • . , i>i. Pz,..-,'Pn. die 

definiert sind durch die Gleichungen 

p, = b, + p', {r = i.2,...,n), 

lauten die Bewegungsgleichungen 

d^r _ SH df, _ dH 

dt dp'/ dt dg', (»'- 1 . 2 , 

Z B. Lmdstedt,' Tisserand und PoincarÄ. 

2) Whittaker: Proc, Lond- Math, Soc, Bd. 34, S. 206. 1902. 
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1 


Für genügend kleine Werte der neuen Veränderlichen laJBt sich die 
Funktion H in eine Potenzreihe der Form 

entwickeln, wo ein homogenes Polynom Grades in den Ver 
anderlichen • • • > bezeichnet. 

Da Hq keine der Veränderhchen enthalt, kann es fortgelassen wer- 
den, und die Tatsache, daß die Differentialgleichungen befriedigt sind, 

wenn ,5^., dauernd Null sind, zeigt, daß i?j 

identisch verschwindet. Die Entwicklung von H beginnt daher mit 
dem Ghede das sich (unter Fortlassung der Akzente der neuen Ver- 
änderlichen) in der Form schreiben läßt 

■^2 = («rr ?? + 2 «r. ?.) +2 Ör. q^Pa+^'E + 2 Cr, Pr Pa) , 

WO 

— ^ar » ^rs — ^sr j 

aber brs nicht notwendig gleich ist. Werden die Glieder Hq, . 
gegen vernachlässigt, so geht die Gleichung in diejenige eines Schwin- 
gungsproblems über (7. Kap.) 

§ 184. Bestimmung der Normalkoordinaten durch eine 
Berührungstransformation. 

Wir unterwerfen das System nunmehr einer Berührungstransforma- 
tion, um jEfg einfacher auszudrucken ^), genauer, um Veränderliche 
zu erhalten, die den Normalkoordinaten bei kleinen Schwingungen des 
Systems entsprechen. 

Wir betrachten das System der 2 n Gleichimgen 

ß 

syr + -r-Hi{xi,Xi, . yj, ..,y„) = 0, 

w . 

Q (r=l,2,. ..«) 

CXr-\- X 2 , , ■ . , X,^, Vi, . . y») = 0 

oder 

-5yr--=«!ri%+^2^2+ • + . . . H- ^ 

SXf = &if -f- H“- “h “p yj-|- . . .-t- 

Die Auflösung dieser Gleichungen ergibt für s die Determinanten- 
gleichung, die in § 84 durch f{s) =0 bezeichnet wurde; wir nehmen 
Hg als positiv defimte Form an und nennen die Wurzeln der Gleichung 
± isg > • • • » ± ; die Großen Si , Äg , . . . , s« sind sämtlich reell, 
und zur Vereinfachung nehmen wir an, daß sie alle voneinander ver- 
schieden sind. 

Die Transformation dieses Paragxaplien ist nach einem Verfahren ab- 
geleitet, zu dem der Verfasser von Herrn Bromwich angeregt wurde, und das 
die Transformation direkter hefert als das ursprünghch benutzte. 
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Jeder Wurzel entspricht ein Wertsystem für die Verhältnisse der 
Großen , AJg , - . . , , yj , . . . , y« ; das der Wurzel i Sr entsprechende 

Wertsystem werde mit , ^ 2 , . . . r^i j • • • »ylVn, das der Wurzel 

— iSr entsprechende mit _r^i, _r^ 2 ^ -ryi» •• 1 -ryn be- 

zeichnet. Dann haben wir 

— typ “ H” r^2 ”1“ •••“!“ ^pn r^n H“ “I“ ■ • “1” ^pn rVn > 

t$r r^p = \p + &2P r^a + • • + ^np r^n + Cpj ^yi + . . . + ^y« . 

Multiplizieren wir diese Gleichungen bezughch mit i^p und j.yp, ad- 
dieren sie und summieren über so erhalten wir die Gleichung 


(r^p liyp I^V r^p) j 

p=i 


wo 


H {ff k) — “-f- aj2 (r^i ”1“ »^2) • 

+ &11 Ul ryi) + •• + ^11 rVl *yi + 

ist, so daß H (r, Ä) in r und ^ symmetrisch ist. 

Die Vertauschung von r und k ergibt 


daher ist 


(k^p ryp r^p /tlVp) Ä) > 

p = l 
n 

(Sr + Si)^ (jcXp ryp - r^p i^p) = 0 . 

p = l 


So erhalten wir, falls 5^ + =(= 0 ist, 


n 

.2 Up i^p i^p r^p) 


p = l 


0 . 


Folglich ist i? (r, Ä) = 0 . Ist + s* = 0 , so ist 


fc^p — - r^p j i^p - r^p > 

daher „ 

iSrZ (f^P -ryp - -r*P ry?) = “>') • 

P=:l 

Definieren wir nun neue Veränderliche gl , , . . . , ^ , Pi, • • •y'Pn 

durch die Gleichungen 

qr = iXTq'l + 2^rqi+^--+nXrq'u+^lXrPl+‘-^+^nXrPn> . , ^ . 

Pr=2yrqi + 2yrqi+ • + n^r ?$, + +• •+^rö'rP'n. ^ 

und bezeichnen wir mit S und /I zwei beliebige unabhängige Arten 
der Variation, so ist offenbar der Koeffizient von dq^r^Pk 

n n 

^{dqiA'pi — Aqidpi) gleich _iyj — -ib*; ,yj) und verschwindet 

daher, wenn r von k verschieden ist. Demnach enthalt 


'^{dqiApi—Aqiöfi) 
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nur Glieder der Gestalt , und der Koeffizient dieses 

Gliedes lautet 


-'tVi -r^l rVi) ■ 


Nun sind die wirklichen Werte von ryi bisher nicht festgelegt, 
sondern nur ihre Verhältnisse aus den Definitionsgleichungen bestimmt. 
Die Werte selbst können demnach so gewählt werden, daß 

n 

-rVl —- fXlryi ) = ^ (»'=' 1,2 «) 

ist; dann erhalten wir 

'ZiöqiAPi- Aqiöpi) Aq’.dp',) . 


Z=1 


r=l 


Die Transformation der Veränderlichen 5^1 , ^2 > • • • ^ S'« ^ ^ i ^ • • • » 
die Veränderhchen ?i , ^ , . . . , , ^1 , . . • , ist also (§ 128) eine Be- 

ruhrungstransformation Fuhren wir in die Werte von 5^1 , ^2 1 • • ■ » ?n , 
als Funktionen von ?i, ^2^ • • ^i^i, so er- 
halten wir überdies „ 

H^= 2,^{r.-r)qtrfr 

r=l 

oder 

Hi = l^Srqrfr • 


r=»l 


Nunmelii unterwerfen ■wir die Veränderlichen ?2, - . . , sJ,, ... ,^n, 

der Beruhrungstransformation, die definiert ist durch die Gleichungen 


?? = 


8 W 

8fr 


fr = 


8 W 
8 fr 


(>'=1.2, , 


wo 


W 

ist. Daraus folgt 


1-=1 ' 


1 ifr 

2 Sj. 




r=l 


Da alle ausgefuhrten Transformationen linear sind, ergeben sich 
Hg, H4, ... als homogene Polynome 3., 4 -, ... Grades in den neuen 
Veränderhchen. Lassen wir die Akzente wieder fort, so haben wir also 
das Ergebnis. Die Bewegungsgleichungen des dynamischen Systems sind 
auf die Form 


dqy _ dH dpf 

dt dpr* dt 


8 qr 


(>" = 1,2, . . 


gebracM, wo 


H = H, + H^ + H^+. . 
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1 ' I 


i‘ 


! .!■ 


I'i 


ist und Hf ein homogenes Polynom r**” Grades tn den Veränderlichen 
ledeutet] dabei ist insbesondere 

r = l 

Vernachlässigen wir Hg, ... gegen und integrieren wir die 
Gleichungen, so ist die Losung offenbar identisch mit derjenigen des § 84. 

§ 185. Transformation von jff in die trigonometrische Form. 

Das S5^tem wird nun einer Berührungstransfomiation der Ver- 
änderlichen ^1, g'2, . . . , S'n, ^1, . . , , in neue Veränderliche ^ . 
Px* • » Pit unterworfen, die defimert ist durch die Gleichungen 

?r=^ {r=i, 2 ... .n), 


dq', ’ 


dp. 


WO 


qr = {2 q',)^s-i COS Pr (r = 1 , 2, . . . , 


(?■= 1,2, 


ist, so daß 

pT ~ (2 5^ sin 'Pf . , 

wird. 

Die Differentialgleichungen gehen über in 

dp', _ dH 
dt dp',' dt 8 q', 

wo 

H = Si^ + 5affa+ • • + + -ffs + -^4 + • • 

ist und Hf Gheder umfaßt, die in den Größen homogen vom Grad J r 
und in den Großen cos;^J., sin^' homogen vom Grade r sind. 

Da ein Potenzprodukt von cos^J., sin^' als Summe von Sinus 
und Kosinus von Winkeln der Form + «2^9 + • • + ^nPn 
gestellt werden kann, wo «2^ • • • 1 ^ ganze Zahlen oder Null smd, 
so laßt sich H, als Summe endlich vieler Gheder ausdrucken, deren jedes 
die Gestalt hat 


sin 

{n^ p', + n,p',+ 


wo 

und folglich 
ist. 


+ pn) > 

i 2 mf 


W1 + W2+ ..+Wn= 4 y, \nr 

1 I + 1 ^2 I + * • + 1 I ^ r 

Für die Funktion H erhalten wir so die Darstellung 


^ = Z • ff'«’”* cos + «2 ^>2 + • + »n ^ . 


I 


4} 1S5* Tiansformation von H m die tngonome tri sehe Form 
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wo [vir joeWs Glied 

j«, ( + |m 2 |+ + l«nl S2 (>»i + Wj + +>«!,) 

isi Offenbar konvergiert die Reihe absolut für alle Werte \oii 
/>!. />j. • •. pH , solange $i, q'^, . . q'„ gewisse Grenzen nicht überschreiten. 
Infolge der absoluten Konvergenz können die Glieder willkürlich uiii- 
geouliiel werden. Fassen wir alle Glieder gleichen Argumentts 
fiiP'i + w.;j Pi-{- ■ • + w» p'„ zusammen, so erhalt H die Gestalt 


+ 2 K- IH- . »» sin (»1 fi + n^fi + ...+ n„ p'„} . 

Dabei sind die Koefhzienten a und b Funktionen von 

und ilic Entwicklung von ,n„ ,b* Potenzen 

\-on q« enthalt keine Glieder niedrigerer Ordnung als 

j ,/ j Hj I 4- f «g j . 4- 1 I) ; die Summation ist über alle ganz- 

zahligen Werte von «j, «j, • • ,«n zu erstrecken, ausgenommen die Kom- 
bination 


n^ — n^— . . = n„ = 0 . 

Übel dies beginnt die Entwicklung von <io,o, des sogenannten 

nicht-periodischen Tales da Funktion, deren übrige Glieder als der 
pmodtsche Teil bezeichnet werden, mit den Gliedein 
Sl?l + 52 + • • + Sn 5« • 

Dies sind die wichtigsten Glieda von H, wenn 51. ffS. • • 

da s" von q[,qt. ;q'H unabhängige Glieder für die Diffaential- 

gleichungen eigel^n. ^ als klein" bezeichnen, um eine 

Wir werden liaung ?i, fa» • • • » 

Winurt. Vomdlung von to «laüven Edent«.^ te 

r"ng"tce«n den 

Zur Vereinfachung vanacblassigen wn die G ^ 

2 < «» . ”« + ••• + «» 

von H, da sie sich m derselben Weise wie die Gbeda 

2«»..» n.cos{%K+ ’ + 

M.«ndeln laseen nnd d.e späte«. Entwicktangen n« tompta.«en. 

erhalten. Die BmegmgsgUichmgen lauten 

dqr = (r=l,2. 

- dqr 


wo 


ff: 


ii 

V cos 

= Äo,o, ■* + 


. + Pn) 


Wliittaker, Dynamik. 
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i>$t und die Koeffizienten a Funktionen von ^2 * • • • j allein sind 
überdies ist der 'periodische Teil von H klein gegen den mchi-penodischen 
Teil «0,0, • . 0 - Der Koeffizient eines Gliedes vom Argument 

^nPn hat m den kleinen Großen ?i, q^, • •■•9n 

mindestens die Ordnung i (1 1 + | »2 1 + • • ■ + I D ’ 

Wicklung von Oo, o, • , o beginnt mit den Gliedern Sig'i+ + • • • + ?" • 

Daraus folgt, daß die Veränderlichen q-y, q^, . . sich sehr lang- 
sam ändarn, wenn sie klein sind, walirend dieVeranderlichen ^3,^2 » • * • j rn 
ungefähr der Zeit proportional variieren. 


§ 186. Andere Bewegungstypen, die auf Gleichungen 
derselben Form führen. 


Wir haben gezeigt, daß die zuletzt aufgestellten Gleichungen für 
Bewegungsformen gelten, die von einem stationären Bewegungszustand 
oder emem Gleichgewichtszustand mcht stark abweichen, z B. für die 
oszillatorische Bewegung des mathematischen Pendels oder die m § 17f 
untersuchten Bewegungen beim Dreikörperproblem. Diese Gleichungen 
smd aber auch für Bewegungen ganz anderer Art zu verwenden, insbe- 
sondere für die Bewegung der Planeten um die Sonne oder des Mondes 
Tim die Erde^). 

Wir gellen etwa aus von den Bewegungsgleichungen des Dreikorper- 
Problems in der Gestalt des § 160 und unterwerfen sie der Beruhrungs- 
transformation, die definiert ist durch die Gleichungen 


Pr = 




(y = 1,2,3, 4), 


[i'‘^m\m\ 2yu'«ii>»8 _ 

ist Die neuen Veränderlichen lassen sich folgendermaßen deuten An- 
genommen, im Augenbhck t hören alle am Massenpunkt angreifenden 
KÜräfte auf zu wirken mit Ausnahme emer auf den Ursprung hm gench- 
teten Kraft der Große WiWa/gf ; es sei a die große Halbachse, e die 
Exzentrizität der von diesem Augenbhck an durchlaufenen Elhpse. 
Dann ist / m 

= {m^m^tia (1 - , ^3 = {«»iWa/*«}*- 

Werden die unteren Grenzen der Integrale geeignet gewählt, so 
ist p\ + qz die wahre Anomalie, -jb' die mitüere Anomalie von (z in 

1) Delaunay. Tkione de la Lune, Tisserand Annaies de VObs de Paris, 
M^moirßS Bd 18 1885* 


WO 


0.1 

W=i^iqz + ?2?4 y I 
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der Ellipse. Die Veränderlichen ^21 ^4 stehen in entsprechender 

Beziehung zu dem Massenpunkt fi'. 

Die Bewegungsgleichungen erhalten nunmehr die Gestalt 


^ ^ 
dt ” ’ 


df, __ 8H 
dt dq'^ 


3,4). 


Haben die Punkte und kleine Massen im Vergleich mit und 
beschreiben sie Bahnkurven vom Charakter der Planetenbahnen um 
Wj, so kann H, wie man leicht erkennt, als Funktion der neuen Ver- 
änderlichen in der Form 

= ^0, 0, 0, 0 Ka, »4 cos (wj + «2 ^^2 + ^8 + ^4 ^4) 

dargestellt werden. Dabei sind die Koeffizienten a Funktionen von 
allem, die Summation erstreckt sich über positive und 
negative ganzzahlige und verschwindende Werte von n^, und 

der Koeffizient äq 0 , 0,0 ist das wichtigste Glied der Reihe. Da diese 
Entwicklung für H den gleichen Charakter wie diejemge des § 185 hat, 
so folgt, daß die in den nächsten Paragraphen dargestellte Losungs- 
inetliode anwendbai' ist für Bewegungen sowohl vom Typus der Pia- 
ncloiibewegung als auch von dem in § 171 untersuchten Typus 


§ 187. Beseitigung eines periodischen Gliedes aus H. 


Wir unterwerfen das System nun einer neuen Beruhrungstransfor- 
mation, die eines der penodischen Glieder aus H beseitigt. Dadurch 
wild die schon erwähnte Tatsache noch starker betont, daß der nicht- 
periodische Teil von H den periodischen Teil an Bedeutung weit über- 
triffti). 

Ein periodisches Glied von H sei herausgegnffen, etwa 


. ,*,cos(«i^i + »a^a+ • +»npn)- 

Wir setzen 

H = ao,o. .„O+^n^n... ,n,COs(«i^l+»a^a+ +»nPn) + R. 
so daß R die ubngen penodischen Glieder von H bezeichnet. Wollen 
wir die Argumente hervortreten lassen, von denen n,,..., n. 3-bhängt, 
SO schreiben wir 

..t«n (Si> ^2* • • »?»)• 

Wir unterwerfen das System der Berührungstransformation, die 
definiert ist durch die Gleichungen 


, dW 


(r=l, 2,. 


1) Der nut der Himmelsmechaiuk vertraute Leser wird die Alinlichto t^eses 
VerfaJirens mit dem der Delaunayschen Mondtheone erkennen. Die Rechnung 
ist von derjemgen Delaunays verschieden, aber der Grundgedanke ist im wesen - 
liehen derselbe. 


29* 
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WO 

und 




4 ? — ^1 + » 2^2 + • • + Pn 

ist. Dabei nehmen wir / als eine vorläufig unbestimmte Funktion dei 
angegebenen Argumente an. Das Problem wird nun ausgedruckt durch 
die Gleichungen 

^ ^ dp: _ dH 

- dp: ’ 


{r—i, 2,...,n), 


WO 


dt dp: ’ dt Bq', 

-ff = «0. 0, . , 0 , • • • , 

/ <5/ 

+ th. . . • • • . + «n ^ j cos + 7? 

ist und d' und R als Funktionen der neuen Veränderlichen venuoge der 
Transformationsgleichungen 

, . 




= {r=i,2,...,n) 


dar gestellt sind. 

Die bisher unbestimmte Funktion / steht noch zu unserer Vei- 
fugung. Wir wählen sie so, daß i? aus dem Ausdruck 

« 0 . 0 , . 0 ^^1 + »1 ^ 5 • • • , + «n 

(Bf df\ 

+ Wa, nn + ^1 ^ > • • • J j cos d' 

identisch verschwindet, dieser also eine Funktion von gi, , q',, 

allem, etwa 

4.0, . ,o(?i. 

wird. Dann bestimmt die Gleichung 
0, j 0^ ”f“ ^1 ‘ » Sn 

,+ .«.(sl + »i^,...,?;,+»„^jcos^ = 4,o.o 0 

df/d'd' aJs Funktion von q'^, c[^, ...,g[n, «0,0, , 0 und cos^. 

Angenommen, die Lösung dieser Gleichung für ö//ö# sei in Form 
einer Reihe dargestellt, die nach den Kosinus der Vielfachen des Win- 
kels 'd' fortschreitet (was z. B. durch sukzessive Näherung geschehen 
kann), so daß 

8f 

^ = ^0 +^CtCOSÄt? 


*=i 


ist, wo Cq, Ci, . . . bekannte Funktionen von g^i, /g, . . . , ^o, o, . , o sind 
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r 


fr 








Nun können wn über die bisher unbestunmte Große 
mich wringen Verlangen wir, daß Cq verschwinden soll, so wird da- 
iliuch 0. „u Funktion von bestimmt; fuhren wir 

iliesen \\'cTt in flie Reihe für BfjBd' ein, so wird 

BfjdO' Ci cosk‘&, 

Ji = i 

wo t'o, t*.,, . . . nun bekannte Funktionen von sind, 

liitegiieien wir diese Gleichung nach 'O' und nehmen für unsere Zwecke 
du* lulegiationskonstantc gleich Null an, so erhalten wir 


oo 


f-2 


ft=l 


k 


Du* Definitujnsgleidiungcn der Transformation gehen nun über in 


t-1 


(y= 1,2,.. ,«). 


'Ir^ if, + Ih^^CiCOsk'd 


W II iimlliiilizK-U'ii iliis wsti' dieser Gleichungssysteme bezüglich mit 
litt uiul atldieien, setzen war 


'o winl 




" I (”■ t}. 


IHi' Uiiiki-liiung difsui Reihe ergibt 


a 1 


wo hi'kaiiiiU' Funktionen von ?i, ? 2 .---.Sn sind. Führen 

wir diesen Weit von in die Tiansformationsgleichungen an, so geben 
MO uluT in 


Pr ^ P^t 


(r = i,2 «), 


wo alle Koeffizienten ri’» imd gj, bekannte Funktionen von ?i, j'z. . • ../n 
""''’nuii wai die Funktion R vor der Transformation eine Summe da 

R - 2^1 + • • - + . 


f 
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In diesen Ausdruck fuhren wir die für Pxf‘,'pn ge- 

fundenen Werte ein und ersetzen in der Reihe die Potenzen und Pro- 
dukte tngonometnscher Funktionen von Pi,p 2 f <iurch Kosinus 

von Summen von Vielfachen von. Dann geht R offenbar 

in eine Summe von der Gestalt 


i? = 2 «in, »H, . , iMn COS (Wi ^1 + Wg ^ J + . . , + i)'„) 


über, wo die Koeffizienten a' bekaimte Funktionen von ^ 2 » • - - j?« 
sind 


Lassen wir die Akzente wieder fort, so haben wir das Ergebms: 
Nach Ausführung der TransformaHon wird das System wiederum durch 
Gletchimgen der Form 


dqr _ dH 
dt dfj ' 


dPr ^ SH 

dt dqj. 


(r= .. .,n) 


dargestellt, wobei. 

H = a6,0,.. ,0 ,«i»cos(jMi^i + + • • - + m„p„) 


ist und die Koeffizienten a! bekannte Funktionen von qi, q^, • • »yqn sind 
Überbhcken wir ruckschauend die ganze Wirkung der Trans- 
formation, so hat die Differentialgleichung der Bewegung die gleiche 
allgemeine Form wie vorher; aber aus der Gleichung 

^ 0 , 0 ,.. .0 + .» nn^OS + ^ 2^2 + • • + = ^ 0 , 0,...,0 


erkennen wir, daß ein Glied aus dem periodischen Teil von H in den 
nicht-periodischen Teil ubergeführt ist Der penodische Teil von H 
ist, verglichen mit dem nicht-periodischen Teil, wemger wichtig als vor 
der Transformation 


§ 188, Beseitigung weiterer periodischer Glieder aus JT. 

Nachdem so ein periodisches Glied von dem nicht-periodischen 
Teil von H aufgenommen worden ist, fuhren wir durch eine Wieder- 
holung des Verfahrens ein periodisches Ghed der neuen Entwicklung 
von H in den mcht-penodischen Teil über. Auf diese Weise können wir 
den mcht-penodischen Teil von H auf Kosten des periodischen Teiles 
ständig vergrößern; letzterer wird, nachdem die Transformation mehr- 
mals ausgefuhrt ist, so unbedeutend, daß wir ihn vernachlässigen können. 
Die Endtransformation führe auf die Veranderhchen otg, . . . , 
ßv • • - ißnl dann lauten die Bewegungsgleichungen 


doCf _ dH 


dßr _ 6H 
dt doiff 


= . . .,w), 


wo die Funktion R, die nur noch aus dem nicht-periodischen Teil be- 
steht, von otj, oca, . . . , allem abhangt. Daher ist 


dt 


0, 



(r = 1, 2, . . ,n). 
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woraus daß die Großen (x Konstanten und die Großen ß von der 
Füi in 

dH 

ßr = F,, ,«) 

Sinti, wo (hc Großen f^ willkürliche Konstanten bedeuten und der von 
fVpÄj, . , öt,, unabhängige Teil von /if gleich — 5 ^ ist. 


§ 189. Rückkehr zu den ursprünglichen Koordinaten. 

Na(*h(k‘ni wii die Bewegungsglcichungen in ihrer endgültigen Form 
gelüst haben, sind noch die ursprünglichen Veränderlichen als Funk- 
tionen (ItT letzten Koordinaten darzustellen. 

Da die /usaninu'iisetzung einer beliebigen Zahl von Beruhrungstrans- 
foi iiiiitioneii wieiler eine Beruhrungstransfomiation ergibt, so erkennt 
man leicht, daß die zu Knde des § 185 benutzten Veränderlichen 
1 ^-21 • ■ ' . y«» Pli • • - ipn sich als Funktionen von öCg, • ßx • » ßn 
dai stellen lassi'ii veundgi* dei Gleichungen 


ßr 

Hr 


oilel 


Pt { ^ ^^hP\ + ^2 ^2 + . . + , 




'V 




+ ^^2^2 "b ' ' ■ ^npn) 

1 , 2 , . 


Pr ßr +2Lr K,.w Sin (wij ßy^ m^ßc^ + . , . /3„) 

1,2, . . .,w) 

wo die Koeffizi(*n(en a mul b Funktionen von (Xi^oc^, . . sind. 

Daraus ftjlgt, dafi die Veränderlichen ? 2 , . • • , • -»Pn 

des § 184, Ul denen die Konfiguialion des dynamischen Systems ur- 
spiüiiglieh dargestellt war, die» Gestalt trigonometrischer Reihen er- 
halten, die u.u'li Sinus niifl Kosinus von Summen von Vielfaclien der 
n Winkel ßiiß^, ■ . - »ßn tortschreiten. Diese Winkel sind lineare Funk- 
tionen dt‘r Zeit von dei Form Die Großen sind n der 2n 

willknrhclu'ii Integrationskonstanten, wahrend die Größen ji^ die Form 

ßr ^ -V a..A k, . . . öCn*“ 

Ai,Xj7' • • 

haben, wo tlie Koeffizienten c von den Integrationskonstanten unab- 
hängig sind. Die Koeffizienten der trigonometrischen Reihen sind Funk- 
tionen der willkürlichen Konstanten «i, ötg, a« allein. 

Dir so rrhaltnmi liuiwicklmigen stellen eine Schar von Lösungen 
des (iymmischen Sywtimih dar, deren Grmzghei die GletchgewicMslage oder 
der siaiimdrr Biwgungsznsfand ist, von denen wir ausgingen 

Offenbar rrluiltcn wir durch Anwendung des Integrationsverfahrens 
der §ß 1H7 - IHU auf die Hewegungsgleichungen des § 186 für den Fall 
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der Bewegung nach Art der Planeten eine Losung des Dreikorperproblems 
in trigofiometnschen Reihen der angegebenen Art 

Für weitere Ausführungen 'über diCx Theorie des vorhegenden Kapitels in 
Verbindung mit dem Dreikörperproblem sei auf Abhandlungen über Himmels- 
mechamk verwiesen , insbesondere enthält der zweite Band von Poincar6s MHhodes 
Nouvelles de la Mäcamque CSleste eine Zusammenstellung verschiedener Methoden 
zur Reihengewmnung nebst einer Untersuchung der Konvergenz der Reihen Die 
neuesten Untersuchungen über diesen Gegenstand fmden sich m einer Abhandlung 
des Verfassers On the Adelphic Integral of the Differential Equaiions of jQynamics 
{Proc Roy. Soc Edin , Nov. 1916) 


Übungsaufgaben. 

1. Es sei (p eine Funktion der Veränderlichen Pv •» Pn eines 

dynamischen Systems imt dem Energieintegral H {q-i, q%, • . , Pi, . • Pn) = tonst , 

rtj, flg» • • •» ^n. öl» • • •» ön seien die Werte von q^, • Pi, » • zur 

Zeit / = ^ 0 » und es sei {/, g} der Wert der Poissonschen Klammer (/, g), wenn dann 
die Größen ?i. ? 2 » • -»ffB» Pi> - »Pn bezüghch durch fli, «g» • • - «h» öi» ..-»ö« 
ersetzt sind. 

Man beweise, daß 

Pf ■ -..«».fti. -..6») + (< — <o) {«P- 


wo 


2. Man beweise, daß das dynamische System mit den Bewegungsgleichungen 
dq _BH dp _ dH 

dt ~ dp' dt ~ ’öj ' 


2 ^ ^ 2 




ist, eine Schar von Lösungen besitzt, die, unter Vernachlässigung von Ghedern 
von höherer Ordnung als dargestellt werden durch 


wo 






t + e 


ist und « und e wiUkürhche Konstanten sind 
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